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本 书 以 最 清晰 、 最 简洁 的 方式 介绍 了 数学 分 析 的 基本 概念 ， 除 了 包含 必 不 可 少 的 论题 ( 如 
实数 、 收 敛 序列 、 连 续 蚌 数 与 极限 、 官 等 困 数 、 积 分 、 多 元 函数 等 ) 以 外， 还 包含 其 他 一 些 重 
要 的 论题 ( 如 求 积 分 的 近似 方法 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 、 度 量 空间 等 )， 另 外 ， 全 书 贯 穿 了 
许多 具有 局 发 性 的 例题 以 及 激发 求知 欲 的 练习 题 . 

本 书 叙 述 严 谨 ， 有 你 辑 狂 强 ， 可 作为 数学 、 工 程 技术 、 上 自然 科学 、 计 算 机 科学 和 其 他 相关 专 
业 学 生 数 学 分 析 课 程 的 教材 或 教学 参考 书 ， 也 可 作为 数学 工作 者 和 工程 技术 人 员 的 参考 用 书 . 
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本 书 旨 在 以 最 清晰 、 最 简洁 的 方式 精确 地 陈述 数学 分 析 的 基本 概念 ， 全 书 配 有 启发 性 的 例 
题 及 有 激励 性 的 习题 ， 我 希望 学 生 准 确 地 掌握 学 科 内 容 ， 了 解 它 的 连 员 和 含义 ， 本 书 适合 作为 
一 学 年 课程 ， 前 九 章 关于 一 元 函数 的 内 容 适 合作 为 一 学 期 课程 

我 不 想 过 分 强调 习题 的 重要 性 为 真正 理解 书本 内 容 ， 学 生 有 必要 做 许多 习题 . 习题 设计 成 
有 挑战 性 的 ， 以 激励 学 生 去 仔细 重读 相关 材料 ， 有 许多 问题 预示 着 未 来 的 发 展 方向 ， 学 生 在 阅读 
本 书 时 ， 应 备 有 笔 和 纸 ， 对 内 容 全 神 贯 注 ， 最 好 的 方法 是 在 读 证 明之 前 试 着 自己 去 证 明 结 论 . 

数学 分 析 对 许多 科学 分 支 的 发 展 有 着 巨大 的 影响 ， 诚 然 ， 作 为 学 科 的 一 部 分 的 计算 算法 在 
应 用 上 的 重要 性 ， 常 常 引发 在 课程 中 强调 通晓 这 些 算法 的 实现 ， 其 结果 必 以 牺牲 学 科 的 基本 思 
想 为 代价 ， 尽 管 这 些 技巧 是 非常 重要 的 ， 但 若 对 这 些 算法 的 中 心 概念 没有 真正 的 理解 ， 则 运用 
算法 的 能 力 就 会 很 有 限 ， 我 已 试图 强调 学 科 内 容 的 统一 性 ， 数 学 分 析 不 是 孤立 事实 与 技巧 的 汇 
集 ， 相 反 ， 它 是 知识 的 连贯 体 ， 除 了 实际 主题 的 固有 重要 性 之 外 ， 数 学 分 析 的 研究 在 于 灌输 一 
种 思维 的 习惯 ， 这 对 于 真正 理解 纯粹 数学 和 应 用 数学 的 许多 领域 是 至 关 重 要 的 . 

除了 绝对 必 不 可 少 的 论题 外 ， 一 些 其 他 重要 的 论题 以 这 样 一 种 方式 安排 ， 即 它们 的 选用 不 
致 扰乱 课程 的 连贯 性 ， 那 些 不 含有 后 面 引用 的 题材 的 章 或 节 都 以 星 号 “* "标明 . 

在 这 门 课程 的 开始 ， 就 有 必要 证 实 实数 的 性 质 ， 它 们 是 后 续 证 明 的 基础 ， 这 已 成 为 我 的 经 
验 ， 为 了 在 规定 时 间 内 涉及 内 容 翔实 的 分 析 ， 就 不 可 能 提供 从 集合 论 的 严格 讨论 开始 的 实数 构 
造 的 细节 ， 我 选择 把 实数 性 质 编辑 成 三 组 公理 ， 在 “预备 知识 "里 ， 算 术 性 质 及 序 性 质 编辑 成 
域 公 理 及 正 性 公理 ， 在 附录 A 中 详细 讨论 这 些 公理 的 推论 ， 它 们 自然 是 学 生 们 所 热 悉 的 ， 这 
些 公理 中 最 不 为 人 们 所 熟悉 的 是 完备 性 公理 ， 在 1. 1 节 中 给 出 . 

前 四 章 的 材料 是 最 基本 的 ， 在 第 2 章 ， 收 敛 序列 的 性 质 得 以 证 实 ， 并 给 出 收 化 序列 的 单调 
性 、 线 性 性 及 和 与 积 的 性 质 的 证 明 . 完备 公理 的 三 条 重要 推论 (单调 有 界 序列 的 收 全 性 、 区 间 套 
定理 与 列 紧 性 定理 ) 也 得 到 证 明 . 第 2 章 为 后 面 的 连续 性 、 极 限 和 积分 法 的 学 习 黄 定 基础 ， 这 些 
题材 是 通过 收敛 序列 的 概念 处 理 的 ， 第 3 章 研究 了 连续 函数 与 极限 ， 第 4 章 讨论 了 微分 法 . 

第 5 章 是 可 选读 的 ， 学 生 在 此 将 熟悉 对 数 西 数 、 三 角 函 数 及 其 反 函 数 的 性 质 ， 虽 然 很 可 能 
他 们 看 到 的 不 是 这 些 函 数 的 严密 的 分 析 ， 在 第 5 章 ， 自 然 对 数 函数 、 正 弦 函 数 和 余弦 函数 是 作 
为 特定 微分 方程 的 唯一 解 ， 而 且 是 在 这 些微 分 方程 有 解 这 一 暂时 假定 下 被 引进 来 的 ， 并 且 给 出 
对 这 些 函 数 以 及 它们 的 反 函 数 的 解析 性 质 的 解析 推导 ， 尔 后 ， 在 确定 了 由 积分 或 午 级 数 所 定义 的 
可 微 性 性 质 后 ， 证 明了 这 些微 分 方程 确实 有 解 ， 因 而 原先 的 暂时 假定 是 可 以 去 掉 的 .我 们 把 第 4 
章 视 为 展示 的 良机 ， 在 其 中 可 以 把 前 四 章 的 基本 理论 用 于 微分 方程 解 的 性 质 的 研究 ， 由 于 不 需 讲 
授 本 章 的 全 部 题材 ， 并 且 学 生 们 无 疑 已 经 熟悉 初等 函数 的 基本 性 质 ， 因 此 跳 过 这 一 章 是 正常 的 . 

第 6 章 是 关于 积分 的 基本 材料 ， 黎 昌 积 分 的 基本 性 质 是 在 探索 收敛 的 实数 序列 的 性 质 通 过 
被 称 为 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 的 可 积 性 准则 而 展现 出 来 的 .第 7 章 包 含 积分 的 深 一 层 的 论题 ， 是 
可 选读 的 ， 后继 内 容 与 第 7 章 无 关 . 


毅 数 用 泰勒 多 项 式 来 逼近 的 研究 是 第 8 章 的 主题 ， 在 第 9 章 ， 我 们 考察 收 伍 于 极 跟 范 数 的 
蚌 数 序列 ， 并 且 讨 论 极 限 熙 数 继承 盟 数 序列 中 枉 数 项 的 性 质 的 方式 ， 强 调 逐 点 收敛 与 一 致 收 鳃 
的 区 别 ， 可 以 根据 学 时 数 以 及 课程 的 中 心 ， 对 第 8、9 章 的 内 容 作 适当 的 取舍 .在 这 两 章 中 仅 
有 一 个 论题 是 以 后 所 需要 的 ， 即 多 元 函数 的 二 阶 泰 勒 逼近 定理 .我 经 常 取 第 8 章 的 前 三 节 ， 以 
及 一 个 或 两 个 分 析 中 的 瑰宝 ， 如 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 、 无 穷 次 可 微 但 不 解析 的 焉 数 的 例子 或 
者 无 处 可 徽 的 连续 郴 数 的 例子 . 

多 元 函数 的 研究 起 始 于 第 10 章 ， 在 第 10 章 ， 引 进 了 内 积 与 范 数 . R" 中 没有 哪 一 类 子 集 
对 多 元 函数 所 起 的 作用 能 像 区 间 对 于 一 元 函数 所 起 的 作用 那样 显著 ， 正 因 如 此 ， 引 进 R" 中 一 
般 的 开 子 集 与 闭 子 集 的 概念 ， 并 且 考 察 它 们 的 基本 性 质 ， 在 第 11 章 ， 我 们 研究 如 何 把 数列 与 
一 元 函数 序列 的 有 关 结 果 推 广 到 R" 中 的 点 序列 ， 以 及 推广 到 定义 在 欧 几 里 得 空间 的 子 集 的 中 
数 序列 和 这 类 空间 之 间 的 映射 上 .以 R" 中 的 集合 作为 定义 域 的 孙 数 的 特殊 性 质 为 背景 ， 考 察 
R" 的 集合 的 列 紧 性 、 顺 向 连通 性 和 连通 性 的 概念 .第 10、11 草 是 第 1、2 和 3 章 中 关于 一 元 也 
数 的 内 容 对 多 元 函数 的 延伸 . 

第 12 章 度 量 空 间 是 可 选读 的 . 学生 将 会 看 到 一 般 理 论 的 一 些 重要 的 县 体 实现 ， 这 就 是 函 
数 序列 的 一 致 收 敏 福 念 ， 以 及 欧 几 里 得 空间 子 集 的 研究 .脑子 里 有 这 些 例子 就 能 更 好 地 品味 一 
般 理论 ， 另外， 还 证 明了 压缩 映射 原理 并 用 它 来 建立 一 元 函数 的 非 线性 标量 微分 方程 的 可 解 性 
的 解 的 存在 性 结果 . 这 可 以 看 作 是 简洁 的 一 般 理 论 为 特定 问题 提供 具体 信息 的 有 力 例 证 .后面 
的 任何 内 容 都 与 第 12 章 无 关 . 

多 元 晴 数 微分 法 的 材料 包含 在 第 13、14 章 中 ， 这 两 章 的 中 心 是 具有 连续 偏 导 数 的 多 元 孙 
数 在 所 有 方向 都 有 方向 导数 ， 中 值 定理 成 立 ， 因 此 这 类 函数 有 良好 的 局 部 描 近 人 性质. 

第 15 章 研 究 具 有 连续 可 逢 分 量 郴 数 的 欧 几 里 得 空间 之 间 的 映射 ， 在 连续 可 徽 函 数 的 定义 
域 中 的 每 一 点 定义 了 导数 矩阵 以 及 被 称 为 微分 的 对 应 的 线性 映射 ， 该 章 还 研究 用 线性 映射 的 到 
近 ， 并 以 映射 的 链 式 法 则 结束 ， 在 此 处 和 书 中 其 他 地 方 ， 需 要 读者 镶 得 一 些 线性 代数 知识 . 整 
个 15.1 节 专 门 讨论 从 R" 到 R"” 的 线性 映射 和 mxn 短 阵 之 间 的 对 应 ， 作 为 为 学 生 提 供 可 能 需要 
了 解 的 知识 的 一 种 解决 办 法 .至 于 涉及 线性 代数 的 其 他 论题 ， 在 附录 B 中 描述 线性 代数 的 基本 
论题 ， 其 中 对 RR 的 线性 映射 与 向 量 对 应 的 案例 ， 运 用 两 个 向 量 的 向 量 积 提供 完整 的 证 明 ， 特 别 
是 建立 了 行列 式 与 体积 之 间 的 关系 . 

反 肾 数 定理 与 隐 函 数 定理 分 别 是 第 16、17 章 的 主题 。 我 尽力 清晰 地 描述 这 两 个 定理 及 相 
关 材 料 ， 诸 如 研究 非 线 性 方程 组 的 极 小 化 原理 ， 这 不 是 作为 一 些 孤 立 的 技术 成 果 提 出 的 ， 而 是 
作为 了 解 映 射 从 它 的 线性 化 中 可 能 要 求 继 承 什 么 性 质 的 主题 的 一 部 分 . 这 两 个 定理 确实 是 如 下 
方式 的 最 清 断 表达 ， 邑 非 线 性 的 对 象 ( 跨 射 或 方程 组 ) 从 线性 通 近 中 继承 性 质 的 方式 .在 课时 
数 非 常 有 限 的 课程 中 ， 如 果 决 定 把 多 元 旨 数 的 积分 法 的 重要 部 分 包括 在 内 ， 那 么 可 以 推迟 讲授 
第 16、17 章 中 的 材料 (平面 内 的 反 顶 数 定理 除外 ) ， 而 从 第 15 章 直 接 进 入 到 第 18 章 . 

多 元 函数 积分 理论 占据 本 书 的 最 后 三 章 . 在 第 18 章 ， 首 先 对 广义 矩形 上 的 有 界 熙 数 定义 
积分 .一 元 函数 的 大 多 数 结果 无 须 改 变 证 明 就 可 以 转 到 多 元 淆 数 . 阿 基 米 德 - 歼 有 曼 定理 作为 可 
积 性 的 基本 准则 得 到 证 明 . 我 们 还 证 明 ， 若 定义 在 广义 和 矩形 上 的 有 界 销 数 的 不 连续 点 集 的 着 尔 


好 


当 容 度 为 0， 则 它 也 是 可 积 的 随后， 对 于 R" 的 有 界 子 集 上 定义 的 有 界 丽 数 ， 通 过 这 种 函数 在 
包含 原 定 义 域 的 广义 矩形 上 的 扩张 ， 考 察 它们 的 积分 ， 对 于 多 元 函数 的 积分 证 实 存 在 一 元 淆 数 
的 积分 的 那些 熟知 的 性 质 ， 如 定义 域 上 的 线性 性 、 单 调 性 和 可 加 性 ， 等 等 。 第 19 章 证 明了 累 
次 积分 的 富 比 尼 定 理 ， 并 证 明了 多 元 函数 积分 的 变量 替换 定理 . 在 第 20 章 ， 本 书 以 曲线 与 曲 
面积 分 的 研究 结束 ， 我 们 的 目标 是 以 清晰 的 方式 描述 和 证 明 一 元 函数 的 微 积 分 第 一 基本 定理 能 
够 从 直线 提升 到 平面 (格林 公式 ) ， 然 后 格林 公式 可 以 从 平面 提升 到 三 维 空间 (斯 托 克 斯 公式 ). 
我 抵制 住 诱惑 ， 没 有 提出 流 形 积分 法 的 一 般 理论 ， 为 使 得 分 析 思 想 清晰 ， 宁 可 不 提 最 一 般 的 结 
果 . 因为 把 重点 放 在 路 径 和 曲面 的 参数 表示 的 周密 处 理 上 ， 所 以 没有 提 及 与 曲面 的 “ 拼 级” 相 
关 的 基本 技术 问题 . 
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预备 知识 


集合 与 函数 


对 于 集合 4， 元 素 x 是 4 中 的 元 用 xe 4 或 x 在 4 中 表示 .zx 不 是 4 中 的 元 用 x& 4 表示 . 4 
的 元 常 称 为 4 中 的 点 ， 两 集合 相同 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 元 ， 集 合 通常 用 大 括号 表示 . {x1 x 
满足 的 条 件 } 表示 的 是 % 的 条 件 得 到 满足 的 那些 元 紊 的 集合 . 

设 4 和 8B 是 两 集合 . 当 且 仪 当 4 的 每 个 元 素 都 是 8 的 元 时 , 称 4 是 B8 的 子 集 ， 用 AGCB 或 
B24 表示 .两 个 集合 4 和 B 的 并 是 属于 4 或 属于 8 的 所 有 元 素 的 集合 ,用 4UB 表示 .， 即 4UB = 
ix1xehA 或 xe B11， 这里， 或 一 词 没 有 相互 排斥 的 意思 . 因而 ， 既 属于 4 又 属 于 B 的 点 也 属 
于 AUB. A4 和 B 的 交 是 同时 局 于 4 与 8 的 所 有 点 的 集合 ， 用 4MmB8 表示 即 4NB= 
1xtxeA 有 昌 xeB8i， 给 定 集合 4 及 B,， A 在 8 中 的 余 (complement) 蚌 属于 8 但 不 属于 Ah 的 所 有 
点 的 集合 ， 用 B\ 4 表示 ， 特 别 是 ， 对 于 和 集合 B 和 点 x*。，B\ {xo1 表示 8 中 不 等 于 x 的 点 的 集 
合 ， 不 合 任 何 元 素 的 集合 称 为 空 集 ， 用 名 表示 . 

给 定 两 个 集合 4 与 B， 由 4 到 8 的 函数 是 指 一 种 对 应 ,该 对 应 把 4 中 的 每 个 点 与 8 中 的 某 
个 点 相 联系 .通常 用 f: 4 一 B 表示 这 样 一 个 阻 数 ， 对 于 4 中 的 每 个 点 x*， 在 8 中 与 它 相 联系 的 
点 用 f(x) 表示 ， 称 集合 4 为 函数 f: 4 一 B 的 定义 域 ， 定义 f: 4 一 8 的 象 是 1y1 y =f(x)， 
xe4l， 用 上 4) 表 示 . 如 果 几 4) = 8B8B， 则 称 函 数 f: 4 一 8 是 映 上 的 . 如 果 对 f(4) 中 的 每 个 点 
y,， 在 4 中 有 且 恰 有 一 个 点 x*， 使 得 y =f(x)， 则 称 晴 数 /: A 一 8B 是 一 对 一 的 .函数 f; 4 一 8 既 
是 一 对 一 的 又 是 映 上 的 ， 就 称 之 为 可 着 的 ， 对 于 可 道明 数 广 4 一 8B8，B8 中 的 每 一 点 y, 在 4 中 
有 且 恰 有 一 点 x*， 使 得 f(x) =y, 该 点 用 f(y) 表 示 .， 这 个 对 应 定义 了 函数 /“'; 8-*4， 称 为 
削 数 f，A4 一 B 的 掺 函数 . 


实数 的 域 公理 


为 了 进行 严格 的 分 析 ， 就 有 必要 理解 分 析 赖 以 建立 的 基础 .这 个 基础 就 是 实数 集 ， 用 R 表 
示 . 当然 ， 读 者 十 分 熟悉 实数 的 许多 性 质 ， 然 而 ,为 了 和 弄 清 楚 我 们 要 讨论 的 基本 知识 ， 把 RR 的 
性 质 加 以 整理 是 有 益 的 、 假定 实数 集 及 满 笑 三 组 公理 ;， 域 公 理 、 正 性 公理 及 完备 性 公理 .完备 
性 公理 可 能 是 读者 最 不 熟悉 的 ， 将 推迟 到 第 1 章 讨 论 ， 下 面 描述 域 公理 与 正 性 公理 及 它们 的 某 
些 推论 . 

对 每 一 对 实数 a 与 8， 定义 一 实数 为 a 与 5 的 和 ， 记 作 a +b， 定义 一 实数 为 a 与 b 的 积 ， 
用 ab 表示 ， 这些 运算 满足 下 面 汇 和 集 的 公理 . 

域 公 理 

加 法 的 交换 性 : 对 所 有 实数 a 与 b， 

a+b=b+a. 


加 法 的 和 站 合 性 : 对 所 有 实数 ce， 上 及 ec， 


Li 
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(a+b)+c=a+{(b+e). 
加 法 单位 元 : 存在 一 实数 (用 0 表示 ) ， 对 所 有 实数 a。， 满足 
0O+aa=a+0 = a. 
加 法 递 元 : 对 每 个 实数 a， 存 在 一 实数 5， 满足 
a+b=0. 
来 法 的 交 搁 性 对 所 有 实数 a 与 6b， 
ab = boa. 
来 法 的 结合 性 :; 对 所 有 实数 a, 6 及 c， 
(ab)c = albec). 
乘法 单位 元 : 存在 一 实数 (用 1 表示 )， 对 所 有 实数 a。， 满足 
la = al = a. 
来 法 递 元 ; 对 每 个 实数 a( 关 0) ， 和 存在 一 实数 5b5， 满 足 
ab = 1. 
分 配 性 质 : 对 所 有 实数 a,b 及 <， 
a(b+c) =ab+ac. 
非 平 几 性 假设 ; 
l x 0. 
城 公 理 只 不 过 是 实数 具有 的 性 质 的 一 个 记录 ， 这 些 性 质 被 认为 在 实数 的 加 法 和 入 法 中 总 是 
人 存在 的 . 
从 域 公理 可 以 推出 ” :具有 加 法 单位 元 公理 中 数 0 之 性 质 的 数 只 有 一 个 ， 进 而 还 可 以 推出 : 
对 每 个 实数 a， 
a0 = 0a = 0， 
而 对 于 任意 的 实数 a 与 5， 
如 果 ab = 0, 则 a = 0 或 5 = 0. 
加 法 逆 元 公理 断定 ; 对 每 个 实数 a。， 方程 
ao+x=0 
存在 一 个 解 。 可 以 证 明 此 方程 只 有 一 个 解 ， 称 它 为 a 的 加 法 弟 元 ,用 -a 表示， 对 每 一 对 实数 
a 与， 用 
a-bm=a+(—-6b) 
定义 它们 的 差 ， 用 a - 表示 . 
域 公理 也 蕴涵 具有 条 法 单位 元 公理 中 数 1 之 性 质 的 数 只 有 一 个 ， 对 每 个 数 e 和 0， 老 法 逆 
元 公理 断定 方程 : 
ax =|1 
有 一 个 解 ， 可 以 证 明 只 存在 一 个 解 ， 称 它 为 a 的 乘法 北 元 ， 用 a ”表示 . 于 是 ， 对 每 一 对 实数 
a 与 b 头 0， 定义 它 们 的 高 为 


昌 “预备 知识 "中 的 这 些 论 断 以 及 后 面 的 一 些 论 断 的 验证 将 在 附录 A 中 给 出 . 
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= ap- ， 


用 a 尼 表示， 验证 前 面 提 到 的 域 公理 所 蕴涵 的 结论 及 这 些 公理 的 下 列 为 人 们 所 热 知 的 推论 是 一 
种 元 长 乏味 的 代数 练习 ， 对 任意 的 实数 a 及 bz*0， 
-{(-a)=a, (6 ) =b, (-b) =-b 


实数 的 正 性 公理 


在 实数 中 存在 着 序 的 自然 概念 : 大于、 小于， 等 等 ， 通 过 说 明正 数 集 所 满足 的 一 组 公理 来 
界定 有 关 的 性 质 是 较 简便 的 方法 . 
正 性 公理 
存在 一 实数 集 ， 称 为 正 数 集 ， 用 P 表 示 ， 它 具有 下 列 两 条 性 质 : 
Pl 如 果 e 和 8 为 正 则 cb 和 a+b 也 为 正 . 
P2 对 于 实数 a， 下 列 三 个 选项 中 只 有 一 项 成 立 : 
a 为 正 ， -4a 为 正 ，¢a =0. 
正 性 公理 以 自然 的 方式 产生 实数 的 序 : 对 于 实数 a 与 5， 定义 a >b 意味 着 a -45 为 正 ， 而 
a 之 b 意味 着 a >4b 或 者 a =b， 定 义 a<b 意味 着 b>a， 而 a<b 意味 着 b 之 a. 
运用 域 公 理 及 正 性 公理 ， 可 以 证 实 以 下 人 们 熟知 的 不 等 式 的 性 质 ( 见 附录 A): 
i， 对 每 个 实数 a0，a” >0， 特 别 地 ， 由 于 1zx0 且 1=1 *， 因 而 1>0. 
ii， 对 每 个 正 数 e， 它 的 乘法 逆 元 e ”也 是正 数 . 
ii 如 果 a >， 则 
ac > bc, 若 c > 0， 
ac < bce, 车 ec < 0. 
区 向 记号 
对 每 一 对 满足 ae<z 的 实数 c 及 0， 定 义 


(a,b) =IxeRla<x < bl, 


[labj 二 fx eRIla<x<b|, 

(a,bj =sIxeRIla<x<b1, 
以 RR 

[a,b) 三 xeRila<x < bl. 


另外 ， 以 下 列 的 方式 使 用 符号 ww 及 - % 是 方便 的 ， 定 义 
[la,w%w) 二 lxeRla<x|, 
(wbl=ixeRIx<b|, 
(a,w) 三 {x ee Ria < x!, 
(~w,b)=ixeRIx <b|, 
以 及 
(~-%@m,%) 三 RR. 
读者 应 格外 留意 下 列 事实 : 虽然 已 定义 了 比如 说 [a，% )}, 但 并 未 定义 符号 ww 及 -ww， 特 
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别 是 ， 并 未 将 m 及 - o 作为 另外 的 数 加 到 及 中 ， 
为 方便 起 见 ， 规 定 [a，al= {lal. 通常 ， 当 我 们 瑟 [a, 8&1 或 (a,，5) 等 时 ， 除 非特 别 声 明 ， 
一 般 都 假定 a 与 是 满足 a <6， 的 实数 , 
以 上 列 出 的 每 一 个 集合 都 称 为 一 个 区 间 . 在 分 析 函 数 /.4 一 及 (其 中 4 为 实数 集 ) 时 ， 以 区 
间作 为 其 定义 域 4 的 函数 扮演 着 特别 的 角色 .特别 地 ， 形 如 (aa，b) 的 区 间 ( 称 为 开 区 间 ) 或 形 
[ 4] 如 [ac， 旨 的 区 间 ( 称 为 六 区 间 ) 常 作为 我 们 所 研究 的 函数 的 定义 域 . 


第 1 和 章 分 析 的 工具 


1.1 完备 性 公理 和 它 的 某 些 推论 


对 数学 分 析 的 准确 理解 必须 建立 在 对 实数 集 真正 理解 的 基础 上 . 本 章 的 目的 在 于 证 实 实数 
集 R 的 基本 性 质 ， 并 描述 一 些 实数 的 特殊 子 集 ( 自然 数 、 整 数 及 有 理 数 与 无 理 数 等 ) 所 具有 的 性 
质 ， 同 时 建立 一 些 基本 不 等 式 与 代数 恒等式 . 

实数 的 加 法 与 乘法 的 性 质 已 在 “预备 知识 "中 的 域 公理 中 列 出 ， 对 实数 集 也 提出 序 的 概念 ， 
序 及 不 等 式 的 性 质 也 已 在 预备 知识 中 作为 正 性 公理 列 出 ， 实 数 的 许多 有 趣 性 质 可 以 作为 域 公理 
与 正 性 公理 的 推论 ， 然 而 ， 一 个 附加 的 公理 是 必要 的 ， 为 说 明 这 一 点 ， 我 们 现在 引进 一 些 R 的 
特殊 子 集 . 

我 们 从 定义 自然 数 开始 ， 当 然 这 些 是 读者 所 熟知 的 ， 自 然 数 是 数 1]，2，3， 等 等 ， 但 为 使 
陈述 更 加 精确 ， 我 们 引进 归纳 集 (inductive set) 这 一 概念 . 

定义 ”实数 的 集合 5 称 为 归纳 的 ， 如 果 

i. 数 1 在 S 内 . 

ji. 若 数 x 在 5S 内 ， 则 数 x+1 也 在 5S 内. 

整个 实数 集 R 是 归纳 的 ， 同 样 ， 运 用 数 1 大 于 数 0 这 一 事实 ， 集 |x 在 RR 内 1 x 宇 01 是 归纳 
的 ， 集 {x 在 RR 内 1 x 之 1| 也 是 归纳 的 ， 月 然 数 集 ( 记 作 NN ) 定 义 为 R 中 所 有 归纳 子 集 的 交集 ， 集 
N 自身 是 归纳 的 .为 说 明 这 一 点 ， 注 意 到 由 于 数 1 属于 每 一 个 归纳 集 ， 故 数 1 属于 N. 更 进 一 
步 ， 如 果 数 上 属于 N ， 则 大 属于 每 一 个 归纳 集 ， 这 样 上 +1 属于 每 一 个 归纳 集 ， 因 此 上 +1 属于 
N， 因 此 N 是 归纳 的 ， 由 定义 知 ， 它 包含 在 每 一 个 其 他 的 归纳 集中 .这 样 ， 

如 果 4 是 归纳 的 目 然 数 集 , 则 4 = N. (1.1) 
基于 这 一 性 质 的 论证 经 常 出 现 ， 可 以 形式 化 如 下 ， 

数学 归纳 法 原理 ”对 每 个 自然 数 n， 令 SCa) 是 某 个 数学 断言 ， 假 设 S(1) 是 正确 的 ， 同时 ， 
假设 天 是 使 SAK) 正确 的 自然 数 ， 则 Stk+1l) 也 是 正确 的 . 那么 ，S(n) 对 任 一 自然 数 nn 是 正 
确 的 . 

证 明 定义 A= ik 在 N 中 1 5S(&) 是 正确 的 |. 精确 地 说 ， 这 样 的 假设 意味 着 4 是 N 的 归纳 
子 集 ， 按 照 (1.1)， 4=N.， 这 样 ，S(Cn) 对 每 个 上 自然数 nm 是 正确 的 . | 

例 1.1 对 每 个 自然 数 n， 

3 _ + DD) 


我 们 用 数学 归纳 法 原理 证 明 它 .对 卓然 数 n， 令 5(n) 表 示 上 述 公式 成 立 ， 显 然 5(1) 正 确 . 
假设 大 是 自然 数 且 使 得 S(k) 是 正确 的 ， 即 


.kKk(k+1) 
人 


于 是 


+ (k+l1) = k+l) 
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(kKk+1)(k+2) 
= 


即 SC(k+1) 是 正确 的 . 由 数学 归纳 法 原理 ， 上 述 求 和 公式 对 所 有 自然 数 n 是 成 立 的 . 二 

正如 所 期 竺 的 ， 对 于 自然 数 亚 与 m， 

e 和 m+n 是 自然 数 ， 

。 积 m:n 是 日 然 数 . 

我 们 把 它 作 为 练习 留 给 该 者， 要求 用 数学 归纳 法 原理 证 明 自 然 数 的 和 与 积 仍 是 自然 数 ( 习 
题 6). 

定义 整数 集 ( 记 为 Z ) 为 由 且 然 数 和 它们 的 负数 以 及 数 0 组 成 的 数 集 。 正如 我 们 期 竺 的， 对 
整数 m 与 ， 

e 和 m+n 是 整数 ， 

e 差 m-n 是 整数 ， 

e 积 m，n 是 整数 . 

仍 把 这 些 留 给 读者 作为 习题 ， 要 求 用 自然 数 的 和 与 积 的 性 质证 实 整数 的 上 述 三 个 性 质 (习题 9). 

有 理 数 集 ( 记 为 8 ) 定 义 为 整数 的 商 的 集合 ， 即 具有 形式 x =m/n{( 其 中 nx0,， m,n 是 整 
数 ) 数 zx 的 集合 ， 一 个 实数 如 果 不 是 有 理 的 ， 则 称 为 无 理 数 ， 上 自前 我 们 没有 存在 任何 无 理 数 的 
证 据 . 

由 于 整数 的 和 、 差 与 积 仍 是 整数 ， 所 以 现在 证 明 有 理 数 集 Q 满足 域 公 理 略 显 乏 味 ， 但 实际 
上 并 不 困难 (习题 10)， 然 而 ,尽管 有 理 数 集 具 有 远 辑 上 衔接 的 代数 结构 ， 但 仅 用 有 理 数 来 建 
立 微 积分 是 不 可 能 的 ， 例 如 ， 关 一 多 项 式 既 能 取 正 值 又 能 取 人 负 值 ， 应 该 可 以 推出 它 也 能 取 到 数 
值 0 这 一 结论 ， 而 如 果 只 考虑 有理 数 的 话 ， 上 述 结论 就 不 能 成 立 ， 例 如 ， 考 虚 对 所 有 实数 x， 
申 p(x) = 和 -2 所 定义 的 多 项 式 ， 则 p(0) <0 及 p(2) >0. 但 自古 以 来 人 们 都 知道 ， 不 存在 有 
理 数 x 满足 x =0， 即 不 存在 有 理 数 x 满足 p(x*) =0. 在 给 出 这 个 断言 的 经 典 证 明之 前 ， 先 注 


， 意 整数 的 如 下 两 个 性 质 ， 


i, 每 个 有 理 数 x 可 以 表示 为 x =m/n， 其 中 m,n 是 整数 且 m 或 n 是 奇数 . 

ii. 对 一 个 整数 n， 若 n” 是 偶数 ， 则 n 是 偶数 . 

整数 的 基本 性 质 ( 包 括 上 面 这 两 条 ) 的 证 明 , 在 1.3 节 的 习题 26 给 出 了 概要 ， 

命题 1.2 不 存在 平方 等 于 2 的 有 理 数 . 

证 明 ”这 个 证 明 依 束 于 上 面 提 到 的 整数 的 两 个 性 质 ， 设 命题 为 假 ， 然 后 推出 一 个 矛盾 . 假 
设 存 在 有 理 数 x 使 得 x =2.， 由 上述 性 质 (i) 知 可 将 x 表示 为 x =m/n， 其 中 和 n 是 整数 且 两 
者 必 有 一 个 为 奇数 ， 由 m*/n* =2 得 m* =2n*， 于 是 m?* 是 偶数 ， 所 以 由 性 质 {ii)m 也 是 偶数 . 
现 将 m 表示 为 m =2k， 其 中 上 为 整数 ， 则 由 m” =2n 得 45 =2n ， 因 而 = 是 偶数 ， 所 以 由 上 
区 的 性质 (这 ) 知 n 也 是 偶数 这样 m 与 n 就 都 是 偶数 ， 但 我 们 最 初 是 选择 它们 之 中 至 少 应 有 一 
个 为 奇数 . 

命题 为 假 这 一 假设 导致 一 个 矛盾 ， 所 以 命题 必 为 真 . 加 
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于 是 ,不 存在 使 得 x =2 的 有 理 数 ， 因 此 如 果 我 们 一 定 让 自己 只 限于 有 理 数 ， 那 么 甚至 连 
一 个 最 简单 的 几何 结果 ( 即 多 项 式 的 图 形 与 x 轴 有 交点 ， 也 就 是 x -2=0 的 点 ) 都 不 能 证 明 . 
还 有 更 糟糕 的 ， 如 果 我 们 只 限于 有 理 数 ， 甚 至 连 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagorean) 定 理 也 不 成 立 : 设 r 
是 直角 三 角形 的 斜 边 的 长 ， 而 它 的 另外 两 条 直角 边 的 长 度 为 1， 则 -~ =2， 这 样 斜 边 的 长 度 不 是 
有 理 数 . 如 图 1. 1 所 示 . 


图 1.1 pr* =2 及 p 不 是 有 理 数 


为 了 至 少 确保 存在 平方 等 于 2 的 实数 ， 我 们 需要 另外 的 公理 ， 即 完备 性 公理 .为 陈述 这 一 
公理 ， 需 要 引入 界 的 定义 . 

定义 “ 非 空 实数 集 S 称 为 有 上 界 ， 如 果 存 在 具有 如 下 性 质 的 教 c: 

对 一 切 YES，Y 扫 ce 

这 样 的 数 c 称 为 S 的 一 个 上 矢 (upper bound ). 

显然 ， 如 果 数 c 是 集 5 的 一 个 上 界 ， 则 每 个 大 于 ce 的 数 也 是 该 集 的 上 界 ， 对 于 有 上 界 的 非 
空 实数 集 5 来 说 ， 在 其 所 有 上 界 之 中 应 当 存 在 一 个 最 小 上 界 的 理由 并 不 明显 .事实 上 ， 存 在 这 
样 一 个 最 小 上 界 的 断言 是 实数 的 最 后 一 个 公理 . 

完备 性 公理 设 S 是 一 个 有 上 系 的 非 空 实 数 人 全， 出 在 SS 的 上 界 集 之 中 存在 最 小 上 界 (least 
upper bound ). 

对 于 有 上 界 的 非 空 实数 集 S，$3 的 里 小 上 界 ( 其 存在 性 由 完备 性 公理 推出 ) 将 用 1 u.b.S 表 
示 ， 有 时 $ 的 最 小 上 界 也 称 为 $ 的 上 确 界 (supremum) ， 用 sup 5 表示 ， 这 样 ， 

sup S$ 或 1.u.b.5 表示 集 5 的 最 小 上 界 . 

值得 注意 的 是 ， 如 果 b 是 集 5 的 一 个 上 界 ， 则 为 了 验证 "= sup 5， 就 有 必要 证 明 b 是 小 于 
S 的 任何 其 他 的 上 界 ， 这 等 价 于 证 明 每 个 小 于 8 的 数 都 不 是 5 的 上 界 . . 

初 看 起 来 ， 完 备 性 公理 对 研究 数学 分 析 没 有 多 大 用 处 ， 事 实 上 ,完备 性 公理 在 数学 分 析 的 
发 展 上 是 必 不 可 少 的 .作为 其 重要 性 的 一 个 实例 ， 命 题 1.2 断言 不 存在 平方 等 于 2 的 有 理 数 ， 
而 完备 性 公理 保证 存在 这 样 一 个 必定 是 无 理 数 的 数 ， 它 的 平方 是 2、 事 实 上 ， 集 

S= ix 在 R 内 1x 关 0,z <21| 

是 非 空 的 此外，$ 也 是 有 界 的 ， 这 是 由 于 ， 如 果 x*z>0 及 x <2， 则 xz>0 及 * <2 ， 所 以 x<2. 
这 样 2 是 $ 的 上 界 . 完备 性 公理 保证 集 5 有 最 小 上 界 bp， 事实 上 ，4b =2， 虽 然 这 并 不 明显 ， 在 
习题 17 中 给 出 了 上 述 断 言 的 证 明 概 要 . 此 外 ， 有 下 述 关 于 平方 根 存在 性 的 一 般 命题 . 
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命题 1.3 令 c 是 一 个 正 数 ， 则 存在 一 个 (唯一 的 ) 正 数 ， 它 的 平方 是 c<， 即 方程 


x =c, x>0 
有 唯一 解 . 

我 们 把 这 个 命题 的 存在 性 部 分 的 证 明 概 要 写 于 习题 17 中 ， 在 第 3 章 中 将 会 看 到 存在 性 部 
分 是 一 个 称 为 中 值 乍 理 的 更 为 一 般 结 果 的 推论 .命题 的 唯一 性 部 分 的 证 明 如 下 : 车 a,， 4b 是 两 
个 正 数 ， 每 一 个 的 平方 是 c， 则 0=e -=(a-b)(a+b)， 由 于 a+6b>0， 这 就 得 到 a =6. 
通常 用 vc 表示 其 平方 是 e 的 正 数 ， 定义 V0=0°. 

定义 非 空 实数 全 S 称 为 有 下 界 ， 如 果 存 在 具有 如 下 性 质 的 教 彤 : 

对 一 委 x eS, bx. 

这 样 的 数 b 称 为 S 的 一 个 下 办 (lower bound). 和 集合 S$ 称 为 是 有 界 的 ， 如 果 它 既 有 下 界 又 有 
上 界 . 

显然 ， 如 果 数 5 是 集 5 的 一 个 下 界 ， 则 每 个 小 于 "的 数 也 是 $ 的 下 界 ， 可 用 完备 性 公理 证 
了 明 对 于 有 下 界 的 非 空 实数 集 来 说 ， 在 其 所 有 下 界 之 中 存在 一 个 最 大 下 界 , 用 g.1b.3S 表 示 .， 有 
时 S 的 最 大 下 界 称 为 5 的 下 确 界 (infimum)， 用 inf S 表示 、 

定理 1.4 设 S 是 一 个 有 下 界 的 非 空 实数 集 ， 则 在 S$ 的 下 界 集 之 中 存在 最 大 下 界 ， 

证 明 考虑 集 5 关于 数 0“ 反 射 " 而 得 到 的 集 ， 即 考虑 集 T= {xeRI1 -x 在 5 中 1. 如 
图 1,2 所 示 ， 

对 任意 数 x，6 志 x 当 且 仅 当 -xs 和 -6 因而 数 5 是 5 的 下 界 当 且 仅 当 数 ~5 是 7 的 上 界 . 
由 于 已 假定 集 S 有 下 界 ， 所 以 集 了 有 上 界 . 完备 性 公理 断定 集 T 存 在 最 小 上 界 ， 用 c 表示 ， 因 
为 5S 的 下 界 是 作为 了 的 上 界 的 负数 出 现 的 ， 所 以 -c 是 5 的 最 大 下 界 . 


一 一 


了 0 5 


图 .1.2 集 S 关 于 0 的 反射 者 
习题 


1. 对 以 下 每 一 个 陈述 ， 确 定 它们 的 真 假 并 说 明理 由 . 
a. 无 理 数 集 是 归纳 的 . 
b. 有 理 数 的 平方 组 成 的 集 是 归纳 的 . 
c. 无 理 数 的 和 是 无 理 数 . 
d. 无 理 数 的 积 是 无 理 数 . 
e. 若 n 是 自然 数 且 n 是 奇数 ， 则 nr 是 奇数 ， 
2, 对 以 下 每 一 个 陈述 ， 确 定 它们 的 真 假 并 说 明理 由 . 
a， 实数 的 每 一 个 非 空 集 如 有 上 界 ， 则 它 有 一 个 最 大 数 . 
b. 若 $ 是 一 个 非 空 正 实数 集 ， 则 0sinf 5. 


虽 我 们 已 证 明 V2 是 无 理 数 ， 事 实 上 ， 下 面 更 一 般 的 结果 成 立 : 对 任意 自然 数 n 与 m,， 若 nm 的 mm 次 根 Yn 不 是 自然 数 ， 
则 它 一 定 是 无 理 数 .这 一 事实 的 证 明 依 赖 于 案 因 子 分 解 定 理 : 任 一 自然 数 可 唯一 地 衷 示 成 素数 窟 的 宋 积 ， 这 个 定 
理 的 证 明 可 参见 I N. Herstein 的 书 (《Topice in Algebra,3rd. ed.》(New York: John Wiley and Sons, 1996). 
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18. 
19. 


。 8， 对 实数 a 与 5， 假设 * 是 方程 


¢. 若 5 是 一 个 上 有 界 实数 集 ，B 是 5S 的 一 个 非 空 子 集 ， 则 sup B 志 sup 39， 


:用 数学 归纳 法 原理 证 明 ; 对 自然 数 x， 


2: n(n+1)(2n+1) 
2 


, 令 守 是 月 然 数 ， 对 和 Dilj+ 1) 寻找 一 个 公式 . 
. 邻 n 是 自然 数 .证 明 


| 


?7 +2 7 + 和 + 有 =(1+2+… +P) 


. 令 m,，n 是 自然 数 . 


a. 证 明和 m+n 是 自然 数 . (提示 ; 固定 m， 定义 S(n) 是 陈述 : m +n 是 自然 数 .) 
b. 证 明 积 mr 是 自然 数 . (提示: 周 定 mm， 定义 S(n) 是 陈述 : ma 是 目 然 数 .) 


. 证 明 ; 如 果 n 是 大 于 1 的 自然 数 ， 则 nn-1 也 是 自然 数 ，( 提 示 : 证 明 集 inl1 n=1 或 rn 与 4 -1 在 N 中 | 是 归 


纳 的 . ) 


. 证 明 ; 如 果 n 与 m 是 自然 数 ， 满足 n>m, 则 n-m 也 是 自然 数 . (提示 ; 对 m 用 归纳 法 证 明 ， 利 用 习 


题 7.) 


. 利用 习题 8 证 明 整 数 的 和 、 差 及 积 仍 是 整数 . 
. 运用 习题 9? 证明 有 理 数 满足 域 公理 . 
. &. 证 明 一 个 有 理 数 与 一 个 无 理 数 的 和 必 是 无 理 数 - 


b. 证 明 两 个 非 零 数 ( 其 中 之 一 是 有 理 数 ， 田 一 个 是 无 理 数 ) 的 积 是 无 理 数 . 


. 运用 命题 1.2 证 明 不 存在 平方 等 于 2/3 的 有 理 数 . 

. 设 5 为 实数 的 一 个 非 空 集 且 有 和 界 ， 证 明 inf 5S sup 3. 

. 假设 5 是 实数 的 一 个 非 空 集 且 有 界 ，inf 5S = sup 5S. 证 明 集 $ 仅 由 一 个 元 组 成 . 

. 对 数 集 3S，3 的 元 c 称 为 5 的 极 太 元 ( maximum) ， 如 果 < 是 S 的 一 个 上 界 , 证 明 : 数 集 5 具有 极 大 元 当 且 仅 


当 S$S 上 有 和 界 且 sup 5S 属于 S.， 给 出 数 集 $ 的 一 个 例子 ， 它 是 非 空 数 集 且 有 上 界 ， 但 没有 极 大 元 ， 


. 证 明 Y3 不 是 有 理 数 . (提示 : 运用 命题 1.2 的 证 明 思 路 . ) 
。 {命题 1.3 的 证 明 概 要 ) 定 义 


Sm ixzlx 在 R 内 ,zz0x < cl. 
a. 证 有 明 c+1 是 5S 的 一 个 上 界 ， 因 而 由 完备 性 公理 ，5 有 最 小 上 界 ， 记 为 b. 
b, 证 明 ; 如 果 b>c<， 则 可 选取 适当 小 的 正 数 r， 使 得 5 -r 仍 是 5 的 上 界 ， 这样 与 b 是 最 小 上 界 的 选取 相 
政 屠 . 
c, 证 明 : 如 果 卢 <c， 则 可 选取 适当 小 的 正 数 >， 使 +r 属 于 S， 这 样 与 上 是 $ 的 上 界 的 选取 相 基 盾 . 
d. 利用 (b) 与 (c) 及 R 的 正 性 公理 推出 结论 上 = c， 
证 明 存 在 正 数 zx 满 足 z =5. (提示 ; 参考 习题 17 的 证 明 概要 . ) 
定义 S|x 在 R 中 | x <x|}. 证 明 sup $=1. 


(x -a)(x-b)=0 
的 解 ， 证 明 : x=a 或 x=b. 
b. 对 正 数 c<， 证 明 : 若 数 x 满足 x* =c， 则 *=Yc 或 x = -ve. 
c. 令 a, b,c 是 实数 ， 且 ax#0， 考 虑 二 次 方程 


ax*r + bx+c=0. 
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证 明 : 数 x 是 这 个 方程 的 解 当 且 仅 当 
(20x + 上 bb) = 6 - 4ac. 
假设 -4ac >0， 证 明 二 次 方程 恰 有 两 个 解 


x = b+ Yb ~ hae 及 x= 0- vb -4ac 
a. 在 (ec) 中 假设 六 -4ac <0， 证 明 此 时 二 次 方程 无 实数 解 . 
1.2 整数 与 有 理 数 的 分 布 


本 节 的 主要 目的 在 于 建立 以 下 两 个 定理 ， 它 们 是 关于 整数 与 有 理 数 在 实数 中 的 分 布 的 . 


在 区 间 [c,c +1) 内 存在 唯一 的 整数 . (1.2) 
有 理 数 的 分 布 ”对 任意 数 4a 与 b， 若 a<b， 
在 区 间 (a,b) 内 存在 有 理 数 . (1.3) 


实数 有 一 个 性 质 称 为 阿 基 米 德 性 质 ， 它 是 (1.2) 与 (1.3) 的 基础 . 我们 的 方法 是 先 证 明 阿 
基 米 德 性 质 ， 随 后 用 这 个 性 质 去 构造 (1.2) 与 (1.3) 的 证 明 . 

定理 1.5( 阿 基 米 德 性 质 ?) 下 述 两 个 等 价 的 性 质 是 成 立 的 : 

i， 对 任 一 正 数 c， 有 自然 数 几 满足 n>c. 

i 对 任 一 正 数 <， 有 自然 教 几 满足 1/n<s. 

证 明 首先 ， 我 们 观察 到 上 述 两 个 性 质 是 等 价 的 ， 事 实 上 ， 设 有 由 

人 = 1xc 
关联 的 两 个 正 数 c 与 =， 对 自然 数 "， 
n >c 当 且 仅 当 1vn < <e. 

这 样 ， 性 质 (i) 成 立 当 且 仅 当 性 质 (ii) 成 立 . 

现在 来 证 明 性 质 (i)， 假设 这 个 性 质 不 成 立 ， 然 后 得 出 一 个 矛盾 ， 所 以 假设 有 一 正 数 <， 不 
存在 大 于 c 的 自然 数 ， 由 正 性 公理 可 推 知 

sc 对 任 一 自然 数 . 

这 样 ， 自 然 数 集 N 上 有 界 . 由 完备 性 公理 知 N 有 最 小 上 界 ， 记 为 b. 

由 于 6 是 N 的 最 小 上 界 ， 数 5b -1/2 不 是 N 的 上 界 . 这样， 可 选取 一 个 自然 数 n>b 一 1/2， 因 而 

n+l1>((b-1/2)+1>5b. 

所 以 自然 数 n+1 大 于 5 这 与 6b 是 N 的 上 界 的 选取 相 矛 盾 . 这 个 矛盾 证 明了 该 结果 . 国 

命题 1.6 对 任 一 系数 nn， 

在 开 区 间 (n,n + 1) 内 不 存在 任何 整数 ， 
证 明 ” 先 考 虑 情况 n=0， 集 I|£1keN,k 宇 1| 是 自然 数 的 归纳 集 ， 它 即 是 N ， 因 此 对 任 


意 自然 数 k，k 之 1。， 由 于 每 个 正 整数 是 自然 数 ， 可 知 开 区 间 (0，1) 不 含有 整数 ， 现 在 考 虚 一 般 


怠 ”我 们 遵从 传统 ， 把 这 -- 性 质 称 为 阿 基 米 德 性 质 ， 然 而 在 手稿 中 ， 阿 基 米 德 坦言 此 性 质 归 功 于 另 一 个 希腊 数学 家 伍 
多 克 沙 斯 (Eudoxos) ， 他 早 于 阿 基 米 德 100 年 . 而 且 ， 这 一 性 质 在 欧 世 里 得 的 几何 书 上 明确 地 表达 成 命题 . 这 个 命 
题 如 下 : 对 任意 了 两 个 正 数 a 与 少 存在 自然 数 n 人 局 得 na > 上 5. 
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整数 x*， 我 们 采用 反 证 法 .假设 有 整数 ke (n,n+1)， 则 
n<k<n+l, 所 以 0O<k-n<l. 

正如 我 们 已 经 知道 的 ， 两 个 整数 的 差 仍 是 整数 . 这 样 ,，&-n 在 区 间 (0，1) 内 是 整数 ， 但 刚刚 
证 骨 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 ，(n,， n+1) 含 有 整数 的 假设 导致 蔬 盾 这样， 区间 (n，n +1) 不 包 
含 任何 整数 . 国 

命题 1.7 假设 整数 的 非 空 集合 S 是 上 有 和 界 的 ， 则 S 有 最 大 元 . 

证 明 按 完 备 性 公理 ， 集 8S 有 最 小 上 界 ， 定义 

a 去 SUP S$. 
因为 数 a 是 集 5 的 最 小 上 界 ， 所 以 a -1 不 是 $5 的 上 界 ， 故 S$ 中 有 数 m 满足 a-1<m， 因 此 
a<m+1,， 又 因为 a 是 5 的 上 界 ， 所 以 有 包含 式 
SC(-_~,m+1). 
因为 5 是 整数 集 ，m 是 整数 以 及 由 命题 1.6， 区 间 (m，m +1) 中 元 5 的 元 ， 因 此 得 到 改进 的 包 
含 式 
SC(-%wm,m|. 

这 样 ，m 是 5S 的 最 大 元 . 国 

应 该 清晰 地 注意 到 ， 上 面 的 定理 是 关于 整数 集 的 . 一 般 说 来 ， 完 备 性 公理 断言 上 有 界 的 非 
空 实数 集 有 上 确 界 : 这 样 的 集 未 必 有 最 大 元 ， 因 为 集 的 上 确 界 不 一 定 是 此 集 的 元 素 . 

定理 1.8 对 任 一 数 c， 在 区 间 [c，c +1) 内 恰 存 在 一 个 整数 

证 阴 定义 

S= inlneZ,n<c+l11. 

首先 证 明和 集 $ 是 非 空 的 ， 如 果 c+1 宇 0， 则 0 属于 5S， 如 果 c +1 <0， 则 阿 基 米 德 性 质 断 言 
存在 自然 数 m 满足 nm> -(c+1l1)， 所 以 -nm<cec+l,， 且 -mn 是 整数 ， 因 此 -nm 属于 S， 这 样 ， 集 
S$ 非 空 。， 由 定义 和 c+1 是 $ 的 上 界 ， 所 以 S$ 是 上 有 界 的 .由 前 述 命 题 知 $5 有 最 大 元 令 k 是 5 
的 最 大 元 .因此 上 左 >c， 否 则 下 <c， 从 而 上 +1<cec+l， 这 与 上 是 小 于 ec+l 的 最 大 整数 相 矛 盾 . 
这 样 ，k 属于 区 间 [c,，c+1). 

这 梓 的 整数 在 区 则 [c,，c +1) 中 只 有 一 个 ， 事 实 上 ， 否 则 会 有 两 个 整数 上 与 £' 同 属 区 间 
[c,c+1), 设 k<k ， 则 

DO < 天 一 大， 
而 
因为 ki <c+l 及 大 关 c -< [e+ll-c = 1， 

这 就 得 出 大 -大 是 (0，1) 内 的 一 个 整数 ， 这 与 命题 1.6 相 了 矛盾 这样， 在 区 间 [c，c+l) 中 人 恰 
有 一 个 整数 . 国 

定义 届 中 的 实数 集 $ 称 为 稠密 的 (dense)， 如 果 每 一 区 间 了 = (a, 5)( 其 中 a <4b) 包 含 S 
的 元 ， 
定理 1.9 有 理 数 全 在 有 内 是 稠密 的 . 
证 阴 令 a, "为 实数 且 a <8， 我 们 需 证 明 区 间 (a, 58) 包含 有 理 数 ， 由 阿 基 米 德 性 质 ， 可 
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选取 一 自然 数 mn， 满足 


l/n <b- 6a, 
所 以 1/n 小 于 区 间 (a,5) 的 长 度 ， 由 定理 1.8， 应 用 于 c=nb-1, 在 区 间 [nb-1，nb) 中 存在 
整数 m， 这 样 ， 
nb-l<m < nb, 


对 此 式 两 边 除 以 n， 给 出 


b-l/n < m/n <b. z (1.4) 
但 1/n<b-gc， 所 以 
a=b-(b-a) <b-l1/n. (1.5) 


由 不 等 式 (1.4) 及 (1.5) 可 得 有 理 数 m/n 属于 区 间 (a，68). 国 
推论 1.10 无 理 数 集 在 RR 内 稠密 ， 
证 明 无 理 数 的 稠密 性 可 由 有 理 数 的 稠密 性 及 正 无 理 数 的 存在 性 得 出 ， 事 实 上， 给 定 区 间 


(ae，5) ， 选 取 一 个 正 的 无 理 数 *， 例 如 取 z=Y2， 由 有 理 数 的 稠密 性 知 ， 存 在 一 个 有 理 数 x 位 
于 区 间 (a/z，8/z) 内 ， 所 以 zx 位 于 区 间 (a, 5) 内， 因为 zx 是 一 个 无 理 数 与 一 个 有 理 数 的 积 ， 
所 以 zx 是 无 理 数 ， | 


习题 


1 对 以 下 陈述 ， 确 定 它 的 真 与 假 并 说 明理 由 . 
a、 吾 数 集 Z 在 R 内 稠密 . 
b. 正 实数 集 在 R 内 稠密 . 
c, 全 体 有 理 数 但 不 是 整数 组 成 的 集 Q -2Z 在 R 内 稠密 . 
. 假设 5 是 整数 的 一 个 非 空 集合 且 有 下 界 ， 证 明 $S 有 最 小 元 .特别 地 ， 可 得 出 自然 数 的 每 一 个 非 空 集合 有 最 
小 元 . 
3. 设 5 是 实数 的 一 个 非 空 集合 且 有 下 界 . 证 明 此 集 有 最 小 元 当 且 仅 当 inf $5 怖 于 4. 
4. 对 下 述 两 个 集中 的 每 一 个 求 出 最 大 元 、 最 小 元 、 下 确 界 及 上 确 界 (如 果 它 们 是 可 定义 的 )， 并 验证 你 的 
结论 ， 
a. {l/nlneN| 
b, {xeR | x <2) 
: 假设 数 a 具有 性 质 : 对 每 个 自然 数 n，a 和 1/n. 证 明 a<0. 
。 给 定 一 个 实数 ae， 定义 Sm 到 jzlizeQ， rc<al. 证 明 oa = sup S. 
。 对 任 一 实数 ,证 明 在 区 间 (c，c+1j 内 恰 存 在 一 个 整数 . 
, 证 明 阿 基 洲 德 性 质 是 以 下 论断 的 一 个 推论 : 对 和 任 一 实数 <， 在 区 间 [c，c +1) 内 存在 一 个 整数 . 
. 证 明 阿 基 米 德 性 质 是 以 下 论断 的 一 个 推论 : 每 一 区 间 (a,48) 含 有 一 个 有 理 数 . 


1.3 不 等 式 与 恒等式 


对 实数 x， 柯 忆 它 的 绝对 值 ( 记 为 1x1) 定 义 为 
x 当 x 汤 0 
|x! = | 
-x 当 x <0. 
由 此 定义 及 R 的 正 性 公理 直接 可 得 : 如 果 c 与 4 是 任意 两 个 数 ， 且 dz0， 则 


ke 


四 吉 忆 人 
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lci<d 当 且 仅 当 -d<cgd. (1.6) 
此 外 ， 对 任意 数 x， 有 
-xl sxslxl. (1.7) 
给 定 一 对 实数 a 与 b， 常 需 估 计 la+51 的 大 小 下面 的 不 等 式 是 基本 工具 . 
定理 1.11( 三 角 不 等 式 ) ”对 任意 一 对 数 a 与 b，， 有 
la +bl<lal +16|. 


证 明 运用 (1.6) 可 知 ， 三 角 不 等 式 等 价 于 


-~lal -ibi <a+b <lal +Ibl. (1.8) 
但 在 (1.7) 中 令 x=a， 随 后 再 令 x=65， 可 得 到 
-lal < a lal 及 -Ibli<b <Ibl, 
由 此 及 加 法 即 得 到 (1.8) 式 ， 从 而 得 到 三 角 不 等 式 . 国 
下 述 命 题 是 十 分 有 用 的 . 
命题 1.12 对 数 a 及 正 数 r， 下 述 关 于 数 x 的 三 个 论断 是 等 价 的 ; 
i. | x-al <r. 


la-r<x<atr. 

iiix 属于 开 区 间 (a-r，G+r)， 

证 明 (i) 与 (ii) 的 等 价 性 来 自 于 (1.6)， 而 (ii) 与 〈iii) 的 等 价 性 来 自 于 区 间 (a - r， 
a+r) 的 定义 . 图 

在 分 析 中 许多 论证 的 中 心 是 对 诸如 商 、 差 及 和 进行 大 小 估计 及 对 诸多 的 代数 表达 式 进 行 简 
化 ， 作 为 三 角 不 等 式 的 一 个 相伴 的 工具 ， 我 们 将 建立 三 个 有 用 的 代数 恒等式 . 

对 自然 数 n 及 任意 数 a， 通常 用 a" 表示 a 目 来 次 的 积 . 

注意 ， 下 面 平 方差 与 立方 差 的 公式 : 

a -b=(a-b)(eo+tb) 及 a-b =(a-b)(ao +ab+b). 
它们 是 下 述 公式 的 特殊 情况 . 
释 差 公式 对 任意 自然 数 于 及 任意 数 .Ga 与 8， 
a -bb = (aa-5)(a ta 二 二 ci 二) 
把 右边 部 分 展开 很 容易 验证 这 个 公式 ， 事 实 上 ， 
(a-b)(a’ ta b+ +ab” +6b"') 
=a +a bra b+ +ab +ab" 
-a bo-a bb-.. -ab ab-b’ 
=a -上 b. 

在 荞 差 公式 中 ， 如 取 a=1, 令 b=r1， 用 n+1 代替 n， 随 后 两 边 除 以 1 -r 便 得 下 述 重 
要 恒等式 , 

几何 和 公式 ”对 任 总 自然 数 于 及 任意 数 7 天 1 ， 
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这 个 公式 在 第 8、9 章 里 把 函数 表示 成 医 级 数 时 是 经 常 要 使 用 到 的 ， 它 在 验证 许多 算法 时 
扮演 着 重要 的 角色 . 

着 有 一 个 用 数 a 的 苦 与 0 的 麦 表示 的 a 与 4 的 和 的 蜘 公式 是 十 分 有 用 的 ， 为 陈述 这 一 公 
式 ， 需 要 引进 阶乘 记号 ， 对 每 个 自然 数 n， 定 义 n 的 阶 磁 (factorial) 如 下 : 定义 1!=1， 若 对 自 
然 数 上 已 定义 了 kl， 则 定义 (+1)!1 二 (kk+1) ，k!， 由 数学 归纳 法 原理 ,符号 na! 是 对 所 有 自 
然 数 n 定义 的 .为 方便 起 见 ， 定 义 01=1. 现在 ,我们 对 每 一 对 非 负 整 数 n 及 上 (其 中 n> 二 &) 引 


进 二 项 式 系数 (binomial coefficient) ， 由 下 式 定义 : 


n _ ni 

(1)= He 
我 们 有 (a+8)" 的 下 述 人 公式， 在 习题 21 与 22 中 给 出 了 证 明 概 要 ， 
二 项 式 公 式 ”对 每 个 自然 数 n 及 每 一 对 数 a 与 5， 


(a+b)” = (je + (je 十 [jc 十 *** 十 [ 6 + (0)s 
我 们 通过 回忆 求 和 记号 来 结束 关于 代数 恒等式 的 讨论 ， 对 自然 数 m 及 数 ao，al，…，a,， 
定义 


Dm 一 ao + 9 +… +G. 


这 个 记号 可 以 缩短 许多 公式 . 例如 ， 运 用 这 个 求 和 记号 ， 三 个 代数 公式 可 以 描述 如 下 . 
加 差 公式 


几何 和 公式 


二 项 式 公 式 


习题 


。 对 n=4,，5， 明 确 写 出 恬 差 公式 . 

.对 n=2，3 及 4， 明 确 瑟 出 二 项 式 公 式 . 

. 证明: 着 a,，b 有 相同 符号 ， 则 三 角 不 等 式 变 成 一 等 式 ， 

. 令 a>0, 证 明 : 如 果 >* 满 足 1x-al <ax2， 则 xx>a2. 

.。 邻 b<0,， 证明; 如果 x 满 足 1lzx-bl < 1517X2， 则 x<bx2， 

. 下 述 不 等 式 中 哪 一 个 对 所 有 数 e,， 加 缘 成 立 ? 验证 你 的 结论 . 
a. la+bl>|1al +161. 
b. la+rbl<lal -16b1. 


Sa 二 和 上 ko me 
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7. 由 a=(a+6)+( -pb)， 运 用 三 角 不 等 式 得 出 1al -16b1 二 1a+b1l ，、 随 后 ， 交 措 a 与 5 证 明 
Illal-lbll<la+bl. 


Illal-l bll<la-bl, 
8. 设 c 与 满足 | e-bl 二 1 证 朋 |lal 志 14b| +1. 
9 对 自然 数 n 及 任意 两 个 非 负 数 a 与 bp， 用 幕 差 公式 证 明 
0 盛 上 当 有 上 且 仅 当 a 5b". 
10. 对 自然 数 n 及 数 a 与， 其 中 a>=5>0， 证 明 
bn (a -6). 
( 伯 努 利 ( Bernoulli) 不 等 式 ) 对 自然 数 及 非 负数 5， 证 明 
(1l+6)" 守 1+nb. 


接着 以 -4&5 代 答 5 得 出 


1 和 


| 


(提示 : 在 二 项 式 公式 中 令 ae=1.) 
12. 用 数学 归纳 法 原理 对 伯 努 利 不 等 式 且 在 5> -1 而 不 是 5z0 时 恒 有 
(1 +68) "31+nb 
作 直 接 的 证 明 . z 
13. 对 任 一 自然 数 n 及 非 负 数 8， 证 明 


(1 +65)">1+nt + 
14.〈( 柯 西 不 等 式 ) 用 实数 的 平方 非 负 的 事实 证 明 对 任意 数 a 与 5 有 
ab < (0 + b). 
1$. 用 柯 西 不 等 式 证 明 ， 如 果 ez0 及 8580， 则 
Vab < >( + b). 
16. 用 柯 西 不 等 式 证 明 ， 对 任意 数 a 与 8 及 自然 数 n， 


ab & >| na” + —b) 


(提示 : 在 柯 西 不 等 式 中 以 Yna 代替 e 及 b/Yn 代 普 6. ) 
17. 设 a, 6b 及 c 为 非 负数 .证明 下 列 不 等 式 : 
a. ab+bc+caca +b +e’. 
b. SabcE (a +b)(b+c)(c+a). 
¢. abc(a+b+c) tab +h ce +c a’. 
18. 孙 数 /:R -* R 称 为 严格 递增 的 、 人 和 倘若 对 满足 4 >v 的 数 u 及 v 有 fu) >f(v). 
a 对 一 切 x*， 定 义 p(x) =x .证 明 多 项 式 p:R 一 R 是 严格 递增 的 . 
b， 岗 定数 c， 对 一 切 x， 定 义 9(z) =x +cx， 证 明 多 项 式 4q:B 一 R 严 格 递增 当 且 仅 当 c 关 0. (提示 : 对 于 
c<0， 为 理解 为 什么 多 项 式 9(x) 不 严格 递增 ， 可 考虑 其 曲线 图 ， 然 后 证 明 它 不 递增 . ) 
19. 设 n 是 自然 数 而 oa ，a; ，…，a。 是 正 数 . 证 明 ， 
(1+a)(1+c) (1L1+a) 3T+a +a + +oa, 
到 
(Ga，+ G 十 ，…' 二 ca)(a +a + a ) > nm . 
20. 用 几何 和 公式 对 下 述 式 子 求 公式 ， 
] l l 
负 ， re (lrr) TY 
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21。 


22. 
. 设 a 是非 零 数 而 m 与 4 是 整数 . 证 明 下 列 等 式 ， 


25. 


26. 
21. 


b. 车 a0， 证 明 
=1+( -a)+{] -a)* + U0). 
证 明 ， 如果 nn 与 是 满足 和 <n 的 自然 数 ， 则 
六 十 1 n 思 
( )= (1)+ (0) 
用 上 题 中 的 公式 给 出 二 项 式 公式 的 一 个 归纳 法 证 明 ， 


8 6” "=a"a". 


b. (ab) =a 


.上 自然数”n 称 为 偶数 ， 如 果 可 将 它 写 成 ”=2#， 其 中 下 是 某 个 另外 的 自然 数 :; 而 m 称 为 坷 数 ， 如 果 m=1 或 者 


n=2k+1， 其 中 上 是 某 个 另外 的 自然 数 . 
证 明 每 个 上 自然数 =” 或 者 是 奇数 或 者 是 偶数 . 


b. 证 明 : 如 果 普 是 自然 数 ， 则 2m > 1. 
c. 证 明 自 然 数 = 不 能 既是 奋 数 又 是 偶数 ，( 提 示 : 运用 (b).) 
d. 假设 总 ， 恕 ，t 及 6: 是 自然 数 ， 其 中 《, 与 6, 是 奇数 证明: 若 246 =2%6,, 则 & = 后 且 6 = 
8 证明 : 如果 n 是 自然 数 ， 则 2* > 
b. 证 明 : 如 果 n 是 自然 数 ， 则 
及 = 2%8,， 
其 中 to 是 某 个 奇 自然 数 而 如 为 某 个 非 负 整数 ， (提示 : 如 果 为 奇数 ， 令 上 =0 及 《=n; 如 果 n 是 侦 
数 ， 由 (a), 令 A=lkeN1n=2*¢, 其 中 feNi, AC|1, 2, …, nl. 选择 上 , 是 4 的 最 大 值 . ) 
证 明 上 述 两 道 习 题 足 以 证 明 在 V2 的 无 理性 证 明之 前 关于 整数 的 两 条 性 质 (i) 与 (ii) 的 有 关 推 断 . 


形 如 m/2"( 其 中 mm 与 有 为 整数 ) 的 实数 称 为 二 进 有 理 教 . 证 明 二 进 有 理 数 的 数 集 在 R 中 是 笛 密 的 . 
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2.1 序列 的 收敛 


在 实 变量 的 实 值 函 数 分 析 中 ， 两 个 中 心 论题 是 以 实数 区 间 为 定义 域 的 函数 的 微分 法 与 积分 
法 ， 但是， 实数 序列 也 是 重要 的 .要 理解 数 的 与 函数 无 穷 级 数 ， 序 列 的 研究 是 必 不 可 少 的 ， 此 
外 ， 序 列 的 性 质 在 一 般 函 数 的 连续 性 、 微 分 法 以 及 积分 法 的 研究 中 起 着 重要 作用 ， 本 章 将 研究 
实数 序列 的 性 质 ， 以 便 为 后 面 讨论 一 般 函 数 的 连续 性 、 微 分 法 与 积分 法 更 定 基础 

定义 ”实数 序列 是 定义 域 为 自然 数 集 的 实 值 画 数 ， 

由 于 在 前 九 章 中 只 考虑 实数 序列 ， 所 以 把 实数 序列 简写 为 序列 ， 此 外 ， 习 惯 上 使 用 a, 取 
代 f(n) 来 表示 序列 ， 而 不 用 标准 的 函数 记号 (如 f: N -~*R ) 表 示 序 列 ， 即 用 |a.| 表示 序列 ， 自 
然 数 n 称 为 序列 的 下 标 (index) ， 与 下 标 n 相伴 的 数 a, 称 为 序列 的 第 n 项 (term). 


序列 的 例子 


通常 序列 用 显 式 公式 定义 ， 例 如 1/n| 表示 于 每 个 下 标 n 的 第 n 项 是 1Vn 的 序列 ， 而 序列 
11+ (一 1)") 则 表示 对 于 每 个 下 标 n 的 第 nn 项 是 1 + (一 1)”"， 所 以 当下 标 n 为 育 数 时 ， 该 序列 
的 第 n 项 等 于 0， 当 nn 是 侦 数 时 ， 第 n 项 等 于 22. 

序列 也 常 以 非 显 式 的 方式 定义 ， 如 下 面 例 子 所 示 ， 


例 2.1 对 每 个 下 标 mn， 定义 e. 是 小 于 或 等 于 Vn 的 最 大 自然 数 . 在 1.2 节 中 已 证 明 , 任 


一 有 上 界 的 非 空 整数 集 有 最 大 元 ， 所 以 对 每 个 自然 数 mn， 存在 小 于 或 等 于 Vm 的 最 大 自然 数 . 
因此 序列 fa, | 是 完全 定义 了 的 .我 们 将 求 此 序列 的 前 四 项 留 给 读者 作为 练习 ， 国 
现在 给 出 一 个 递归 地 定义 序列 1a,| 的 例子 ， 即 序列 先 定 义 第 一 项 a, ， 然 后 对 自然 数 n， 在 
其 第 nr 项 a 已 定义 的 情况 下 ， 定 义 它 的 第 n+1 项 a.,,， 根 据 数学 归纳 法 原理 ， 对 每 个 下 标 mn， 
定义 了 序列 的 第 rn 项 ac ， 于 是 序列 ja .|} 是 被 完全 定义 的 . 
例 2.2 定义 a, =1.， 车 是 使 得 a, 已 得 到 定义 的 下 标 ， 则 定义 


a,+1l/n 车 a <2 
和 -1/n 车 a > 2. 
这 一 公式 归纳 地 定义 了 序列 ， 把 求 这 个 序列 的 前 四 项 留 给 读者 作为 练习 . 弹 
例 2.3 考虑 一 个 序列 ， 它 的 前 几 项 表示 如 下 ”: 
tel = 11,1/2,2/2,1/3,2/3,3/3,1/4,2/4,3/4,4/4,1/5,.…|. (2.1) 


这 个 序列 的 前 11 项 如 上 所 示 ， 它 可 以 以 下 述 方 式 形 式 地 定义 ， 因 为 对 每 个 自然 数 j， 


© 一 个 不 能 通过 前 几 项 的 值 形式 定义 的 序列 、 就 像 在 本 例 中 那样 ， 有 了 时 可 以 用 这 种 方式 把 序列 的 结构 清楚 地 表示 
出 来 ， 
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| +2 + 和 … +j = 
对 一 个 下 标 x， 如 n=j(j+1)/2 +k， 其 中 1<k<j+1， 
k 
+ 
我 们 把 确定 co 及 ao 留 作 习题 ， 同 时 要 求证 明 这 个 序列 中 存在 无 穷 多 个 下 标 n， 使 得 
a, = 1/2. 图 
例 2.4 令 r 是 任意 一 个 数 ， 对 每 一 个 下 标 m， 定 义 序列 | s。|} 为 


用 
上 
“= Dr 


如 果 r=1， 则 s, =n， 如 果 r 半 1， 用 几何 和 公式 ，s. 可 表示 为 


和 


例 2.5 对 每 一 个 下 标 xn， 定 义 序列 1 为 
| 
$, 二 >, 人 


k= 


s, 是 否 可 如 上 例 那样 由 下 标的 一 个 简单 的 显 式 函 数 表 达 是 不 清楚 的 . 国 
上 述 两 个 序列 是 由 下 述 方式 构成 的 : 给 定 序列 |c,| ， 对 每 一 个 下 标 n， 用 公式 


S。 一 人 
定义 了 一 个 新 的 序列 {s,|.， 以 这 种 方式 形成 的 序列 称 为 无 穷 级 数 (infinite series)， 它 的 第 n 项 
s, 称 为 级 数 的 第 n 个 部 分 和 ， 我 们 将 在 第 8、9 章 研 究 无 穷 级 数 . 


收 钙 的 定义 


我 们 将 关注 具有 下 列 性 质 的 序列 :“ 随 着 n 变 大 ，a, 趋 近 一 固定 数 a”， 或 另 一 个 相当 的 概 
念 :“ 随 着 n 变 大 ，a, 与 之 间 的 差 变 成 任意 小 "， 这 里 陈述 加 有 引号 是 因为 它们 是 不 精确 的 、 
含糊 的 ， 除 了 有 直观 性 外 无 多 大 意义 ， 对 于 “ 趋 近 " 与 “任意 小 "， 它 们 在 数学 上 的 意义 是 什么 ? 
尽管 不 精确 ， 但 其 概念 还 是 很 重要 的 ， 下 面 是 使 这 些 概念 精确 化 的 一 种 方式 9. 

定义 ”序列 |a.| 称 为 收效 到 数 eg， 如 果 对 每 一 个 正 数 as， 存在 一 下 标 和 NN， 使 得 对 所 有 下 标 
n 之 入 有 

la 一 |l< as. 
注意 ”>， 给 定数 《 及 正 数 r， 对 任意 数 x， 
1|x-tl<r 当 有 是 仅 当 -rr<x<tf+t+r. 


”为 了 理解 为 什么 下 面 的 定义 抓 住 了 “ 随 著 n 变 大 ，a。 与 a 之 间 的 匡 变 成 任意 小 "的 概念 ， 需 要 作 菜 些 恩 考 ， 这 不 应 
令 人 温 才 ,因为 事实 上 ， 在 形成 序列 收 敏 的 精确 定义 之 前 ， 人 们 用 了 几乎 两 个 世纪 的 时 间 才 得 到 这 一 概念 . 


售 回忆 汝 且 仅 当 的 含义 ， 给 定 两 个 数学 陈述 4 与 8B， 论断 "4 当 8B" 意 指 8 蕴涵 4， 而 论断 "4 仅 当 8” 意 指 4 蕴涵 B. 
这 样 “4 当 且 仅 当 8" 意 指 4 萄 涵 8 且 8 荔 涵 4. 
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这 样 ， 序 列 |e, | 定义 为 收敛 于 数 a。， 如 果 对 每 一 个 正 数 。<， 存 在 一 下 标尺， 使 得 对 所 有 下 
标 n 宇 入 有 
a-e<4a, <a+seé, 


它 的 意思 是 当下 标 m 兰 六 时 ，a, 位 于 区 间 (c-e，a+e)， 如 图 2.1 所 示 . 


全 一 中 a dn at+e 


图 2.1 对 任 一 下 标 nN, la -al <&s 


一 个 给 定 序列 可 以 收敛 ， 也 可 以 不 收 钱 ， 但 如 果 序 列 确实 收 伍 ， 则 它 不 可 能 收 僵 到 多 于 一 
个 的 点 ， 事 实 上 ,假设 序列 | a! 收 人 艇 到 a 及 a'， 日 a <a’， 选取 一 正 数 & 小 于 a 与 a' 的 距离 的 
一 半 ,， 则 a+s<a'-s， 所 以 区 间 (a -ss, a+6) 与 (a ~se, a +6) 是 不 相交 的 .如 图 2.2 
所 示 . 


-人 (一 。 下 一 -一 -人 一 一 盖 ~ 


好 一 中 a a+e 人 一 已 如 好” 十 中 


图 2.2 当 azxa' 时 ， 一 序列 不 可 能 收 鳃 于 a 与 a 


但 是 ， 因 为 序列 1a, | 收 伍 于 a， 有 一 下 标 N,， 使 得 当 n>>N 时 ，a, 属于 区 间 (a -se, a+e). 
男 一 方面 ， 由 于 序列 fa,| 收 人 钱 于 a'， 又 有 一 下 标 N, 使 得 当 mzAN 时， a, 局 于 区 间 
(a'~s,，a'+5). 选取 一 下 标 n 既 大 于 NN 又 大 于 NW,， 则 a, 应 同时 属于 区 间 (a-s,， a+e) 及 
区 间 (a’-s,，a’ +5)， 这 与 这 两 个 区 间 是 不 相交 的 相 矛 秆 ， 这 样 ， 一 个 收 铺 序列 不 能 收敛 于 两 
个 不 同 的 数 . 
如 果 序 列 {e.} 收敛 于 数 a， 称 a 为 序列 ja, | 的 极限 ， 记 作 
lima = a 
命题 2.6 序列 |1/n| 收 效 于 0,， 即 
liml/n = 0. 
证 明 令 >0. 需要 求 一 下 标尺， 使 得 对 所 有 下 标 n 宇 入 有 
i 
即 若 rn 之 N， 则 1/n < se. 但 由 R 的 阿 基 米 德 性 质 ， 可 以 选取 满足 1/N < 的 下 标 N， 因 而 对 所 有 
下 标 n 宇 NN 有 


< E, (2.2) 


这 样 ， 在 如 此 选 定 入 后 ， 所 要 求 的 不 等 式 (2.2) 成 立 . 启 

例 2.7 序列 1( -1) 不 收敛 ， 为 此 用 反 证 法 假设 序列 1( -1) 收敛 于 ac， 到 任意 正 
数 s 且 sa<1, 则 区 间 (a -se,a+e) 的 长 度 小 于 2， 因此 这 个 区 间 内 不 可 能 有 此 序列 
{1( -1)"1 的 奇数 项 与 偶数 项 ， 这 样 ， 序列 |( -1)"! 不 可 能 收 钱 于 a， 此 牙 盾 证 明了 序列 
[EC -1 不 收敛. 国 
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例 2.8 序列 12/n* +4/n+3| 收 合 于 3， 即 
[2 4 
lim [+ 二 +3]=3. 


为 证 实 这 一 论断 ， 选 取 s >0， 则 需求 得 下 标 N， 使 得 对 所 有 下 标 n 宇 NN 有 


二 + 全 +3 -3 < 6. (2. 3 ) 
注意 ， 对 每 一 下 标 n 有 
和 + 和 +3-3| = 三 + 人 < 
几 n 用 n 
现在 由 R 的 阿 基 米 德 性 质 ， 由 于 e/6 为 正 ， 故 可 选 一 下 标尺 使 得 1/N < se/6， 所 以 6/N < se， 
因此 对 所 有 下 标 n>>N， 
和 + 和 +3-3|<5<h <E 
这 样 不 等 式 (2.3) 对 所 选 N 成 立 ， 国 
收 钱 的 比较 准则 
我 们 现在 来 建立 状 定 一 序列 收 钱 的 非常 有 用 的 判别 法 ， 它 在 本 书 的 后 面 经 常用 到 ， 称 之 为 
比较 引 理 . 
引 理 2. 9( 比较 引 理 ) 令 序 列 |a,1 收 效 于 a， 对 序列 1b,1 及 数 b， 如 果 和 存在 一 非 负数 C 及 
下 标 NN, 满足 


(5 -bl<<Cla, -al 对 所 有 n 宇 NN,， (2.4) 
则 序列 15,1 收 化 于 5b. 
证 明 令 s>0， 需 找 出 下 标 N， 使 得 对 所 有 下 标 n 宕 NN 有 
16b -bl<&. (2.5) 
但 是 ， 我 们 已 有 估计 式 (2.4)}， 如 果 C =0， 则 估计 式 (2.4) 蕴 涵 当 入 =N, 时 ,不 等 式 (2.5) 成 
立 . 所 以 设 C >0， 由 于 序列 fa .| 收 敏 于 ec 及 s/C >0， 故 可 选取 下 标 入, 使 得 对 所 有 下 标 n 宕 NN,， 
la -al< se/C. (2.6) 
定义 N= 三 max{N,，N,| ， 则 由 估计 式 (2.4) 与 (2.6) 可 得 ， 对 所 有 下 标 n 宇 NN， 
lb-bl<Cla -al<C':s/C= 2. 
这 样 ， 不 等 式 (2.5) 对 选 定 入 成 立 . 本 


收 钱 序 列 的 积 、 积 太 商 


现在 转向 证 明 关于 收敛 序列 的 加 法 、 乘 法 及 除法 的 性 质 的 一 般 结果 ， 我 们 证 明 收 敛 序 列 的 
和 收 钱 于 极限 的 和 ， 收 敛 序 列 的 积 收 僵 于 极限 的 积 ， 当 所 有 的 商 是 有 定义 时 ， 序 列 的 商 收 敛 于 
极限 的 商 . 

定理 2, 10( 和 的 性 质 ) 假设 序列 |a | 收 伊 于， 序列 | 1 收效 于 5， 则 和 序列 ia +b.| 收 
煞 于 和 a+b， 嗓 


收 铸 序列 


limla, + 加] = lima, + limb,. 
证 明 令 。>0，, 需 找到 一 下 标 和 NWN， 使 得 对 所 有 下 标 n 宕 NN， 
| (a +6)-(a+b)l<&6. 
为 此 ， 先 观察 到 对 每 一 下 标 n， 
| (ac +b)-(e+pl)1l=l(a -a)+(b 一 少 ) |1， 
因此 由 三 角 不 等 式 ， 
| (ac +6)- (a+b)l<la -al+lb 一 “1 
由 于 序列 la.| 收敛 于 a 及 se/2 是 正 的 ， 可 选 N 使 得 对 所 有 n 宇 N,， 有 
| a,.~al < e/2. 


同样 因 序 列 15,1 收 和合 于 5 及 e/2 是 正 的 ， 可 选 NN, 使 得 对 所 有 n 宇 N,， 有 


| -| < e/2. 
定义 N=max|N,，N,|]. 从 NN ，N, 的 选取 及 不 等 式 (2.8) 可 知 ， 当 n 之 NN 时， 
| (a +b)-(a+t+b)lsla, -alt+| 0 -pb1< + 人 = 4 


这 样 ， 所 要 求 的 不 等 式 (2.7) 对 选 定 W 是 成 立 的 . 
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(2.7) 


(2. 8) 


为 了 简化 收 伍 序 列 的 积 收 敛 于 极限 的 积 的 证 明 ， 方便 的 办 法 是 先 证 明 一 个 序列 是 常数 的 特 


殊 情 况 ， 然 后 证 明 这 两 个 序列 都 收 伍 于 0 的 特殊 情况 . 
5| 理 2,11 假设 序列 {a.j 收效 于 a， 则 对 任意 数 w， 序 列 aa。| 收效 于 aa， 
证 明 ”证明 直接 来 自 于 比较 引 理 ， 事 实 上 ， 对 每 一 下 标 ， 
| aa -aal =ilallo -als<slalla -al. 
这 样 ， 当 N=1 及 C=1al 时 ， 所 要 求 的 比较 不 等 式 (2.4) 成 立 . 
引 理 2.12 假设 序列 1a,1 和 |b,1 都 收 化 于 0， 则 积 序 列 |a.b,1 也 收 钱 于 0. 
证 明 令 s>0，, 需 寻 找 下 标 和 NN， 使 得 对 所 有 下 标 n 之 NN， 
| ep | < 2. 


由 于 VE >0 及 lima, =0， 故 存在 下 标 Ni 使 得 对 所 有 下 标 n 之 N,， 有 


| ea, | < Ve. 
类 似 地 ， 存 在 下 标 AN: ， 使 得 对 所 有 下 标 n 宇 N, 有 
| 1 < vs， 
定义 N=max|N，N,|， 则 当 n 宇 和 时 有 
lab,l=la,llbl<VevVe= s&s. 
这 样 ， 不 等 式 (2.9) 在 选 定 入 后 成 立 . 


(2.9) 


我 们 可 以 清楚 地 看 到 ， 收 敛 序列 的 下 述 性 质 是 十 分 有 用 的 ， 把 它 的 证 明 留 给 读者 作为 习 


题 . 对 序列 | c,| 及 数 c， 
lime, =c 当 且 仅 当 liml c。 -c| =0. 


定理 2.13( 积 的 性 质 ) ”假设 序列 |a,} 收效 于 a 及 序列 jb.| 收效 于 b， 则 积 认 列 ja.b,| 收效 
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于 积 ebp， 外 
lim [ a.b,] = lima, ， limb,. 
证 明 需 证 明 
lim [ a.b, -ab| = 0. (2. 10 ) 
为 此 ， 对 每 一 下 标 n， 定义 
ca ecC -0 及 B=b. -6b. 
则 
lima, =0 及 limp, = 0. (2.11) 
此 外 ， 对 每 一 下 标 n， 因 为 a, =at+a, 及 b.=b+pBp.， 
ap -ab =(ata)(b+B)-ab 
=aB, + ba, + oa.B,. 
由 极限 (2.11) 、 收 和 敛 序列 的 和 性 质 玉 前 面 两 个 引 理 ， 我 们 得 出 绪论 : 
lim[ a.b, ~ ab) = liml op, + ba +a.8,] 
= lim [ ap, ] + lim [ ba, ] + lim [ &.p8, ] 
=a limp, + b lima, + lim[ a.p, 
=a 0+b:0+0=10. 
这 样 ， 需 要 的 极限 式 (2. 10) 成 立 . 国 
命题 2.14 假设 序列 165,| 是 非 零 的 ， 且 收效 于 非 零 数 请 ， 则 序列 |1Ab 收效 于 1 


证 明 我 们 的 策略 是 用 比较 引 理 ， 这样 ， 需 找 出 一 个 非 负 数 C 及 下 标 N,， 使 得 对 所 有 下 
标 n 宇 NN 满足 


l 1 
但 是 可 以 看 到 ， 对 每 一 个 下 标 m， 


b-b. 1 
Pe -TO 


假设 存在 一 下 标 N, ， 使 得 对 所 有 下 标 n>N 有 


| 5 | 


bi > 一， (2. 13) 


则 对 所 有 下 标 n 宇 NN, 有 


! 1. ] _ 2 _ 
让 -二 err bl oilb, -bl. (2. 14) 


这 样 ， 需 要 的 比较 不 等 式 (2. 12) 在 如 上 选 定 入, 及 C=2/1 6br “后 成 立 ， 于 是 序列 176,| 收 剑 
于 146 可 直接 由 比较 引 理 得 出 . 

为 完成 这 一 证 明 ， 需 要 证 明 存 在 下 标 N, 使 得 不 等 式 (2. 13) 成 立 ， 事 实 上 ， 由 于 数 1b1 /2 
是 正 的 ， 可 取 = 1 81 /2 以 及 运用 序列 收敛 的 定义 来 选取 下 标 N, 使 得 对 所 有 n 宇 NN,， 
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b, 属于 区 间 (b-e,b+s). 
观察 到 如 果 5>0， 则 8 =5/2， 所 以 (b -se, b+se) = (6/2，3b/2)， 因 此 对 所 有 n 宇 N, 有 b., > b72. 
另 一 方面 ， 如 果 上 <0,， 则 e= -5/2， 所 以 (5b-s,， b+e) =(3b5/2，4b/2)， 央 而 对 所 有 nn 宇和 N, 有 
6b, <b/2， 因 为 8<0， 对 选取 的 N,， 不 等 式 (2. 13) 成 立 . | 
定理 2.15( 商 的 性 质 ) 假设 fa,| 收敛 于 数 a， 序 列 16b,1 收 效 于 数 b。 再 假设 对 所 有 下 标 n， 
b 0 且 bz0.， 则 商 序 列 [a,/b,| 收效 于 商 a/5， 嗓 
lima., 


limb~ 


证 明 由 前 面 的 命题 以 及 收 化 序列 的 积 的 性 质 ， 我 们 有 


名 [到 = sole. > a 


我 们 现在 已 建立 了 收敛 序列 ja.| 各 18,1 的 和 、 积 与 商 的 性 质 ， 收 敛 序 列 的 为 外 两 个 有 用 
的 性 质 可 从 上 述 三 个 基本 性 质 得 出 . 


线性 性 质 与 多 项 式 性 质 


从 收敛 序列 的 和 的 性 质 及 引 理 2. 11 可 直接 得 到 下 述 有 用 的 性 质 ， 
命题 2. 16( 线 性 性 质 ) 对 任意 两 个 数 a 与 6， 
lim [ aa, + Bb.] = a lima, + B limb.. 
还 有 一 个 关于 收敛 序列 的 进一步 的 性 质 . 对 非 负 整数 上 及 数 co， Ci» “9 Li， 晒 数 p:R 一 及 
定义 为 


ma[ 公 - 


P(x) = 2 i, 对 R 中 所 有 x， 
称 为 多 项 式 、 如 果 c, 关 0，p 称 为 是 上 次 多 项 式 . 
我 们 把 下 述 命题 的 证 明 留 给 读者 ， 这 个 证 明 可 从 收 急 序列 的 和 及 积 的 性 质 及 基于 多 项 式 的 
次 数 的 归纳 论证 得 到 ， 
命题 2. 47( 多 项 式 性 质 ) ”如 时 序列 1a,1 收 效 于 a， 则 对 任 一 多 项 式 p:R 一 R， 
limp(a,) = pl(a). 


习题 


1. 对 以 下 陈述 ， 试 确定 它们 的 真 与 假 ， 并 给 出 理由 . 
a、 如果 序列 |a 1 收 和 化， 则 序列 je.4 也 收 但. 
b， 如 果 序 列 |1a,+5,1 收敛 ， 则 序列 1a.1 与 18,| 也 收敛 . 
c. 如 果 序 列 |a. +b.1 及 ia, 上 i 收 伊 ， 则 序列 1b,| 也 收 和 后 . 
4. 如果 序 列 | 1 a,1 | 收 往 ， 则 序列 ls.1 也 收 伍 . 
2. 仅 用 R 的 阿 基 米 德 性 质 ， 对 下 述 极 限 给 出 直接 的 "se-N" 验证. 
a lim =0 b. lim 0 


a fn n=- 二 
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, 仅 用 R 的 阿 基 米 德 性 质 ， 对 下 述 序列 和 收 和 敛 给 出 直接 的 “e-A 验证 . 


“A 


. 对 例 2. 3 中 定义 的 序列 |oe .| : 


a. 求 出 el，azo ，dayw: 
b. 找 出 第 二 个 下 标 a 使 得 a, = 1/4 及 第 四 个 下 标 n 使 得 a = 1 
c. 对 奇 自然 数 j， 设 


_jU+1) Jj+l 
n= + 


证 明 a = 1/2. 
4. 证 明 1a,1 是 不 收 敏 的 . 


. 对 例 2. 3 中 定义 的 序列 fae.| 及 区 间 (0，1] 中 的 任 一 个 有 理 数 ， 证 明 有 无 穷 多 个 下 标 上 ， 使 得 a =x. 
. 假设 序列 |a.} 收 敏 于 ea 且 a>0. 证 明 ; 存在 一 下 标 N， 使 得 对 所 有 nN 有 a, >0. 
. 假设 序列 1a.| 收 铺 于 <， 序列 15,1 具 有 和 性质， 存在 一 下 标 N， 对 所 有 nN， 有 a, = 如， 证 明 15| 也 收 敏 于 


t， (建议 : 用 比较 引 理 可 得 一 个 快速 的 证 明 . ) 


. 证 明 上 序列 |c.| 收敛 于 e 当 且 仅 当 序列 |c, -cf 收 但 于 0. 
. 证 明 R 的 阿 基 米 德 性 质 等 价 于 lim1/n =0. 


10. 证 明 


il, 


12. 
13. 
14. 


15. 


limn = 1. 


量 一 + 于 


(提示 ; 定义 a,=n”“-1， 再 利用 二 项 式 公 式 征 明 n= (1 +a,)">1 + [n(n-1)/2]a. ) 
我 们 已 证 明 序列 11vnji 收 化 于 0 而 不 收 伍 于 任意 其 他 的 数 ， 根 据 这 一 点 证 明 下 面 的 任意 一 个 论断 都 与 序列 
1, 收敛 到 数 a 的 定义 不 等 价 . 
a. 对 某 个 a >0 存在 下 标 NN 使 得 

对 所 有 宇和 的 下 标 *， 1 a, -al< 4. 
b， 对 每 个 a >0 及 每 个 下 标 N， 

对 所 有 宇 NN 的 下 标 n,， 1a -al<e， 
c. 存在 下 标 六 使 得 对 每 个 a >0， 

对 所 有 宇 玉 的 下 标 n， la -al<e. 


对 例 2. 2 中 定义 的 序列 ， 证 明 对 每 个 下 标 nn，1 a. -Y21 <2/n， 利 用 这 一 性 质证 明 该 序列 收敛 于 v2. 
利用 基于 多 项 式 次 数 的 归纳 法 证 明 收 敛 序 列 的 多 项 式 性 质 . 
序列 | 1 定义 如 下 : 
_ ] 
对 每 一 个 下 标 nm， 4。 = + + TT 
证 明 
]ims。 = 1. 


设 1e | 是 实数 序列 ， 假 定 对 每 个 正 数 < 存在 下 标 N 使 得 
对 所 有 兰 久 的 下 标 m， oa, > < 
在 此 情形 下 ， 序 列 | e_| 称 为 收效 到 无 穷 大 ， 记 作 


lima， 


量 一 上 1 


证 明 ， 


] 
a，lim[n -4n -100n] = oa b. lim | - 训 +4] = 
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16. 讨论 下 列 每 一 个 序列 到 无 穷 大 的 收敛 性 : 


ai Vn+l -yni b. | (Vn+] -Vn)yni c. i(Vn+tl -Vn)nl 
17， 对 正 数 序列 证 明 : 


， _ ， 1 _ 
lime, = % 当 且 仅 当 lim| 二 |]=° Ez 
18.( 切 萨 罗 (Cesaro) 平 均 收 敏 ) 假 设 序列 1a.| 收敛 于 a， 序 列 |o,1 定 义 如 下 : 
-TT 对 每 一 个 下 标 n 


nn 


证 明 床 列 ie,| 也 收敛 于 c. 
2.2 序列 与 集合 
收敛 序列 的 有 界 性 


数 的 集合 S$ 定义 为 有 界 的 ， 如 果 它 是 上 下 有 界 的 . 这 等 价 于 论断 : 存在 非 负数 1 使 得 对 $ 
中 所 有 元 x*， 有 
|xil<M. 
定义 ”序列 jc,| 称 为 有 界 ， 如 果 丰 在 数 上 用， 使 得 对 每 一 下 标 n， 有 
| a,l< NM. 
定理 2.18 每 个 收敛 序列 是 有 界 的 . 
证 明 令 {ac.1 是 收敛 于 数 a 的 序列 、， 取 sa =1， 由 收敛 的 定义 推出 可 以 选择 下 标 N， 使 得 
对 所 有 n 之 NN 有 
la -ol<l. 
观察 到 a, = (a. -a) +a， 所 以 由 三 角 不 等 式 ， 
[al= (al~-al+alsa 一 ai+lal， 
这 样 ， 由 下 标 NN 的 选择 ， 对 所 有 n 宇 和 NN 有 


[al sli+lal. 


定义 由 二 max|1+1al ,Ta|l,，…， 1 ay_, 1 |， 则 对 每 一 个 下 标 n 有 

lal<M. 
这 样 ， 序 列 fa.| 是 有 界 的 . 国 
有 理 数 的 序列 稠密 性 


数 集 $ 定义 为 在 R 中 是 稠密 的 ， 如 果 每 一 个 开 区 间 (a， 6) 都 含有 S 中 的 点 .利用 收敛 序列 
可 对 稠密 性 作 一 有 用 的 刻画 . 
定义 ”对 于 数 集 S$， 我们 称 序列 |x.| 在 5 内， 只 要 对 每 一 下 标 n， 项 x, 属于 3. 
命题 2.19 集 S$S 在 R 中 釉 密 ， 当 且 仅 当 每 一 个 数 x 是 S$ 中 序列 的 极限 . 
证 明 首先 ， 假设 5 在 R 中 是 稠密 的 . 对 每 一 个 数 x, 令 n 是 一 个 下 标 ， 由 5 在 R 中 的 稠 
密 性 ， 区 间 (*，* +1/n) 中 必 有 5 的 元 ， 选 取 属 于 这 个 区 间 的 5 的 元 ， 记 为 s,， 这 样 定 义 了 一 
个 序列 |s,| ， 具 有 性 质 
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1s -5%l<livn， 对 每 一 个 下 标 nm， 

因为 序列 |1《Xni 收 伍 于 0， 根 据 比 较 引 理 知 序列 ts 收银 于 x*， 由 上 述 的 选取 ，ls.j 是 S 中 的 序列 . 

接 下 来 证 明 其 道 ， 假设 集 $S 具有 性 质 : 每 一 个 数 是 $ 中 序列 的 极限 ， 我 们 要 证 明 5 在 R 内 
稠密 ， 事 实 上 考虑 任 一 区 间 (e，5) ， 必 须 证 明 它 包含 $ 中 的 点 .考虑 区 间 中 点 x*= (a +48)/2， 
由 假设 ， 存 在 收 伍 于 s 的 S 中 的 点 序列 js | ， 定 义 e 王 (8 -aa)/， 则 es>0. 由 收敛 序列 的 定义 ， 
有 下 标 N， 使 得 对 每 一 下 标 ”六 ，s*. 属于 区 间 (* -es，s+2e)， 但 

(5 一 2GS+E) = (a,b). 

点 s， 既 属于 $ 又 属于 (a,，b). 这 样 ，S 在 R 中 稠密 . 本 

定理 2.20( 有 理 数 的 序列 稠密 性 ) 每 个 数 都 是 有 理 数 的 序列 的 极限 . 

证 明 定理 1.9 上 断言 有 理 数 集 在 及 中 是 稠密 的 .由 上 述 命 题 知 ， 每 个 数 是 有 理 数 序列 的 
极限 . 国 


闭 集 


引 理 2.21 假定 序列 {qd | 收效 于 数 d 且 对 每 个 自然 数 n，d, 宇 0， 则 d 宕 0. 

证 明 ”我们 将 假设 其 结论 是 错 的 ， 然 后 得 出 矛盾 .事实 上 ， 假 定 d<0. 令 e= ~d/2， 有 
s>0 及 dt+e=d[2<0 这样， 区 间 (d-e，d+e) 整 个 由 负数 构成 ， 所 以 |d, | 的 项 不 属于 这 个 
区 间 ， 因 此 序列 1d。 | 不 能 收敛 于 d 由 此 得 出 歼 盾 ， 故 40. 国 

定理 2.22 设 |c,| 是 区 间 [a, 4b] 的 序列 ， 如 果 |c,| 收效 于 数 c， 则 cc 也 属于 [a，4]. 

证 阴 由 收敛 序列 的 线性 性 质 ， 

lim [2 -cj = 上 -ec. 
但 是 ， 对 每 一 下 标 n，c, 属于 区 间 [a,， 858] ， 所 以 -cz0.， 上 述 引 理 蔓 涵 5 -cz 关 0.， 类 似 地 可 
证 c -az=0， 这 样 ，c 属 于 区 间 [ae，)]. 国 

区 间 [a, 8] 具 有 的 如 上 述 定 理 所 述 的 性 质 是 很 重要 的 ， 因 此 它 有 一 个 命名 . 

定义 R 的 子 集 S 称 为 闭 的 ， 如 果 5 的 任 一 序列 |a.| 收 效 于 数 a， 则 极限 4 也 是 属于 S 的 . 

运用 这 个 新 名 词 ， 引 理 2. 21 可 重 述 为 非 负 数 集 是 闭 的 ， 可 以 看 到 ， 正 数 集 不 是 闭 的 ， 因 
为 11/n| 是 正 数 序 列 ， 但 它 的 极限 却 不 是 正 数 . 定理 2. 22 可 重 述 为 区 间 [a， 8] 是 闭 的 . 

例 2.23 有 理 数 集 Q 不 是 财 的 ， 因 为 由 有 理 数 的 序列 稠密 性 (和 定理 2.20) 知 ， 存 在 有 理 数 


序列 |r, | 收敛 于 数 V2 ， 但 V2 不 是 有 理 数 . 图 

例 2.24 区 间 (0,1] 也 不 是 闭 的 ， 因 为 11/ni 是 这 个 区 间 的 序列 ， 但 它 收 敛 于 不 属于 这 个 
区 间 的 一 点 . 加 
习题 


1. 对 正 列 每 一 个 陈述 ， 确 定 其 真 或 假 ， 并 说 出 你 的 理由 . 
a. 每 个 有 界 序列 是 收敛 的 ， 
b. 正 数 的 收 皆 序列 有 正极 限 . 
c. 序列 jn +1} 是 收 伊 的 . 
d. 有 理 数 的 收敛 序列 有 有 理 数 极限 ， 
e. 区 间 (a,， 6b) 中 收 人 鳃 序列 的 极限 仍 属 于 (a，68). 
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2. 证 明 集 ( - mw,， 0] 是 闭 的 . 

3. 证 明 每 一 个 数 是 无 理 数 序列 的 极限 . 

4. 证 明 无 理 数 集 不 是 闭 的 ， 

s. 证 明 序 列 1a.|1 是 有 界 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 区 间 [c，d] 使 得 1a 是 [c，d] 中 的 序列 . 


2.3 单调 收敛 定理 


在 2. 1 节 中 我 们 证 明了 lim1/n =0， 显 然 常 数 序列 收 剑 到 它们 的 常数 值 ， 运 用 收敛 序列 的 


和 、 积 及 商 的 性 质 ， 可 以 将 这 些 例 子 组 合 起 来 得 到 更 多 的 收敛 序列 的 例子 .重要 的 是 分 析 更 一 般 
的 序列 。 现 在 我 们 转 而 提供 足以 确定 序列 收敛 的 准则 ， 而 不 需要 所 讨论 的 极限 的 具体 知识 . 
定义 序列 ja,| 称 为 单调 递增 的 ， 倘 落 
对 每 一 个 下 标 n， ai 4。 
序列 | a,}| 称 为 单调 递减 的 ， 倘 落 
对 每 一 个 下 标 h， ai 之 a,. 
上 序列 | a,! 称 为 单调 的 ， 如 果 它 或 者 单调 递 塘 或 者 单调 递减 . 
在 上 一 节 证 明了 如 果 序 列 收 和 仿 ， 它 必定 有 界 . 当然 ， 如 序列 1( -1)"| 所 示 ， 有 界 的 序列 
未 必 收 和 敛 ， 然而 在 单调 序列 的 情形 下 ， 有 下 述 重 要 的 定理 . 
定理 2.25( 单 调 收 做 定理 ) 单调 序列 收效 当 且 仅 当 它 有 界 ， 其 次 ， 有 界 的 单调 序列 a. 
收效 于 
i. supfa,.1 关 在 中 |， 如 果 |a. | 是 单调 递增 的 ， 
ii in 人 ja, | m 在 N 中 | ， 如果 |a,| 古 单调 递减 的 . 
证 明 我 们 已 经 证 明了 收敛 序列 是 有 界 的 ， 所 以 只 需 证 明 如 果 单 调 序列 |a.| 有 界 ， 则 它 收 
化 于 由 (i) 或 (ii) 所 确定 的 极限 .首先 假设 序列 ja.| 单调 递增 ， 那 么 如 果 定 义 S=jac,.1lneN|， 
则 由 假设 ,，S 是 上 有 界 的 ， 由 完备 性 公理 . $ 有 最 小 上 界 . 定义 上 =sup S$， 我 们 断言 序列 1a.1 
收 合 于 f， 事 实 上 , 令 s>0，, 需要 找 出 下 标 N， 使 得 对 所 有 ma2N， 有 
| aa 一 了 < 24. 


即 对 所 有 n 宇 NN， 有 


-ESE<E <P + (2. 15 ) 
因为 数 是 集 $S 的 上 界 ， 所 以 对 每 一 个 下 标 ※， 有 
2 <<t+e. (2. 16) 


另 一 方面 ， 因 为 《是 $ 的 最 小 上 界 ， 数 -es 不 是 S$ 的 上 界 ， 所 以 有 下 标 使 得 6-s<avr 但 
由 于 序列 fa, | 是 单调 递增 的 ， 所 以 对 所 有 n 宕 NN， 


tf- <a,v a,. (2.17) 
由 不 等 式 (2. 16) 与 (2. 17 ) 可 得 所 需 不 等 式 (2. 15)， 这 样 ， 序列 | a,| 收 人 铺 于 ft. 
我 们 把 单调 递减 序列 的 相似 证 明 留 给 读者 . 国 


例 2.26 对 每 一 个 下 标 n， 定义 


l l 
3， 三 i 


k=] 
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显然 序列 1s,| 是 单调 递增 的 .按照 单调 收敛 定理 ，{s,1 收 人 敏 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 .下 面 证 明 它 
有 界 ， 事 实 上， 运用 几何 和 公式 可 知 ， 对 每 一 个 下 标 n， 
' < 二 +(3) * + (7) - < 
因此 单调 递增 序列 1s,|1 是 上 有 者 的 且 为 1， 所 以 它 收 化 于 极限 《<， 其 中 f<1.。 注意 我 们 在 
没有 确切 地 认定 极限 值 的 情况 下 证 明了 1{s,1 收 合 . 加 
例 2.27 对 每 一 个 下 标 n， 定义 


~ 1 
s = 之 下 
级 数 |s | 称 为 调和 级 数 ， 而 且 ， 序列 1s 是 单调 递增 的 ， 我 们 断 育 它 不 是 有 界 的 ， 因 而 不 收 
化， 事实 上， 注意 到 


l ] 
3， = + 了 > + 了 
及 
§, = 史 + 本 + 二 关 1+ 
ss = + 
一 般 地 ， 我 们 断言 
对 每 一 个 下 标 n， s,,。 之 1 + 本 (2. 18) 


事实 上 ， 对 每 一 下 标 k 宇 1， 存 在 2“ 个 下 标 i 使 得 
2 <ie2’, 

并 且 对 每 一 个 这 样 的 下 标 ，1/i=1/2 .， 因 此 ， 

二 > 

1 


1 
六 


-1 <iE2 


“=1+ ) > -1+:Z[ > 于]>=1+ 分 

由 此 ， 运 用 R 的 阿 基 米 德 性 质 可 得 序列 {s,| 没 有 界 . 因而 由 定理 2.18， 该 序列 不 收敛 . 国 

现在 考虑 一 类 特殊 但 却 重 要 的 序列 ， 此 序列 具有 形式 {ce"| ， 其 中 c 是 固定 数 ， 当 。 =1 时 ， 
此 序列 是 常数 序列 ， 所 以 它 收 伍 于 1. 当 c= -1 时 ,我 们 早已 知道 它 是 不 收 钱 的 ， 我 们 把 
| cl >1 这 种 情况 留 给 读者 作为 习题 ， 证 明 此 时 序列 不 是 有 界 的 ， 因 此 由 定理 2. 18 可 知 它 不 
收 伊 ， 对 1cl1 <1 有 下 述 重 楼 结果 . 

命题 2.28 令 c 为 满足 1cl <1 的 数 ， 则 

se = 0 

证 明 ” 当 c=0 时 是 显然 的 ， 因 为 此 时 考虑 的 是 常数 序列 ， 每 一 项 是 0。 此 外 ， 由 于 1 ce*1 = 
1( -cec)"| ， 故 c<0 的 情况 可 由 c >0 的 情况 得 出 .所 以 假设 >0. 因为 0<c<1，ilc} 是 单 
调 递减 序列 月 以 0 为 下 界 . 由 单调 收敛 定理 知 序列 1c" | 收敛 于 数 E€， 其 中 


这 样 ， 
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f= inf tc 1n 在 N 内 1. 
必 有 了 《 =0， 否则 的 话 ， 由 于 c >0， 对 每 一 下 标 n 有 
co Ce > 七 


C Cc 
这 样 ，tvc 是 此 序列 的 一 个 下 界 ， 且 它 大 于 《4( 因 0<c<li)， 因此 《不 是 序列 的 最 大 下 界 . 这 
一 季 盾 证 明 t =0. 图 
我 们 以 单 贡 收敛 定理 的 几何 推论 来 结束 本 节 ， 该 推论 可 以 不 严格 地 解释 成 一 个 陈述 ， 即 实 
数 集 E 上 没有 “ 洞 ”. 
定理 2. 29( 区间 套 定理 ) ”对 每 一 个 自然 部 有 nh,， 令 a. 与 5 是 满足 a, <b 的 数 . 考虑 区 间 
三 [a,,， b,j]. 假定 
对 每 一 个 下 标 m， 了， Cf， (2. 19 ) 
还 假定 
lim[ 6, -a.] =0, (2. 20) 
则 对 所 有 的 n， 恰 在 在 一 点 x 属于 区 间 1， 并 且 序 列 |a,| 与 15. | 都 收效 到 这 一 点 如 图 2.3 
所 示 . 


dn dn+) bn +] b, 


图 2.3 端点 序列 ja.| 与 1t | 都 收 印 于 cc 


证 明 所 假定 的 (2. 19) 式 也 就 是 对 每 一 个 下 标 =， 
a, a <b,, 6b.. 
特别 地 ， 序 列 1a,) 是 以 5, 为 上 界 的 单调 递增 序列 .单调 收 敏 定理 区 洱 序 列 ta, | 收敛 于 数 e 且 
对 每 个 下 标 m，、a。 委 a， 类 似 的 论证 表明 单调 递 焉 序列 1 上 | 收 伍 到 某 个 数 ( 用 “ 睛 表示 ) ， 且 对 每 
个 下 标 n，b 志 b.， 这样 ， 


对 每 个 下 标 m，a a 有 是 b<b. (2. 21 ) 
由 (2. 20) 式 的 假设 及 收敛 序列 的 差 的 性 质 可 以 推出 
0 = lim[b, - a,] =b-a. 
于 是 a=6b， 置 x*=a=4b， 从 (2.21) 可 得 对 每 个 目 然 数 rn， 点 * 属于 1.. 仅 存 在 一 个 这 样 的 点 ， 
这 是 因为 存在 两 个 这 样 的 点 将 与 区 间 的 长 度 收敛 到 0 的 假设 (2. 20) 相 政 盾 . 


习题 


1。 对 以 下 每 一 个 陈述 ， 确 定 它 的 真 假 ， 并 说 明 你 的 理由 . 
a， 单调 序列 的 和 仍 是 单调 的 . 
b. 单调 序列 的 积 仍 是 单调 的 . 
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c. 每 个 有 界 序列 是 收 和 敛 的 . 
d. 每 个 单调 序列 是 收 伍 的 . 
2. 下 列 序列 中 哪 一 个 是 单调 的 ? 说 出 你 的 理由 . 


-1)" ] -1)" 
a {n+: 2 | b. {去 + 二 一 ee | 
3. 假设 序列 1a,| 是 单调 的 .证明 fo.| 收 敏 当 且 仅 当 ie.i 收 伍 ， 说 明 这 一 结果 在 没有 单调 性 这 一 假设 下 是 不 成 
立 的 . 


4. 假设 序列 [a | 收敛 于 as 且 1al <1， 证 明 序 烈 |(a 六 | 收 策 于 0. 

5. 令 c 是 满足 1c1 <1 的 数 . 证 明 1 el 可 以 表示 成 1 cl =1/(1 +d)， 其 中 d>0， 然 后 用 二 项 式 公式 证 明 ， 
对 每 一 下 标 nn, 有 
| ] 

I rnd™ dr 

6. 8. 用 可 题 5 及 比较 引 理 ( 引 理 2.9) 得 出 1cl <1 时 lmc =0 的 另 一 个 证 明 . 
b. 运用 习题 5 及 比较 引 理 证 明 limync" =0， 序 列 |vnc" | 是 单调 的 吗 ? 

了, 证 明 ; 若 0<c<1， 则 


jc i 和 ee 


limnc” = 0. 


向 一 时 


(提示 : 定义 asyc， 可 看 到 me” = (Yna') (Yna’) 并 运用 习题 6 中 的 (b)). 
8. 设 15. | 是 有 界 的 非 负 序列 而 "是 满足 0<r<l 的 任意 数 ， 对 每 一 个 上 标 m， 定 义 
3 = br+br 十 十 由， 
用 单调 收 和 伍 定 理 证 明 级 数 }s,} 收 人 敏 . 
9. 对 每 个 自然 数 mn， 令 ce.，p 为 满足 a, < 上 4&8 的 数 ， 考 虚 区 间 1/ = [a,，4.] ， 假 定 对 每 个 下 标 n 有 
Li 1 
用 单调 收敛 定理 证 明 ia.1 收敛 于 a 及 18.| 收 人 敏 于 5b， 其 中 as5 及 区 间 [a，65j) 包 含 在 每 个 上 中 . 
10. 对 一 对 正 数 x 与 B， 数 va8 称 为 w 与 有 的 几何 和 平均， 而 数 (a+p5)7Z2 称 为 a 与 8 的 算术 平均 ， 通 过 考虑 
(Ya -YB)*>0, 证 明 (a +B)/2> Vop. 
11. 对 一 对 正 数 ce 与 5， 递 妇 地 定义 序列 1a,1 及 i145 如 下 : 定义 a, = 及 b =b.， 若 对 下 标 n, 已 定义 了 a 与 
6.， 定 义 


a. 用 上 一 题 证 明 对 每 一 个 下 标 n 关 2， 
4。 a Pb Fb, 
b. 证 明 序 列 jc.| 与 1 收 伍 ， 然 后 证 明 ja.| 与 1 加 有 相同 的 极限 . 这 一 共同 的 极限 称 为 a 与 5 的 高 斯 算 
术 一 几何 平均 ， 它 作为 涉及 o 与 58 的 重要 的 梭 图 积分 的 值 出 现 . 


2.4 列 紧 定理 


本 节 我 们 讨论 一 个 定理 一 一 列 紧 定理 ， 它 是 分 析 研 究 中 最 重要 的 一 个 定理 . 这 个 定理 是 实 
数 集合 中 的 重要 性 质 , .在 函数 的 连续 性 与 可 微 性 的 基本 性 质 的 证 明 中 是 必需 的 .为 描述 这 个 定 
理 ， 首 先 需 要 引进 子 序列 的 概念 . 

定义 考虑 序列 ja.|， 令 jn 是 自然 数 的 一 个 严格 增加 的 序列 ， 即 


nl <n, <ny <<. 
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对 每 个 下 标 上 上， 序列 1b,| 定义 为 


它 称 为 序列 |a,1 的 子 序 列 . 

通常 1a,1 的 子 序列 简单 地 表示 为 1a,1， 这 里 隐 式 地 理解 in,| 是 严格 递增 的 自然 数 序列 ， 
而 它 的 第 上 项 是 a 人 . 

下 面 的 结果 虽然 并 不 奇特 但 却 十 分 有 用 . 

命题 2.30 今 序 列 |a 十 收 黎 于 极限 a@， 则 fa. | 的 每 一 个 子 序 列 也 收敛 于 a， 

证 明 令 &>0， 才 找到 一 个 下 标 N， 使 得 对 所 有 上 NN 有 


la -al<E&. (2. 22) 
因为 整个 序列 1a,1 是 收 鳃 于 a 的 ， 故 可 选 定 下 标 N， 使 得 对 所 有 n 之 NN， 

la,-al< sg. (2. 23) 
因为 1m | 是 严格 递增 的 自然 数 序列 ， 故 对 每 个 下 标 寺 有 

n, 之 上 . 
这 样 ， 所 需 不 等 式 (2. 22) 来 自 于 (2. 23). 而 
序列 {c.,, | 是 序列 { ai 的 子 序列 .因此 
着 ime =- e， 则 me = 


这 一 简单 的 讨论 对 于 用 递 妇 定义 的 序列 的 分 析 是 十 分 有 用 的 . 
例 2.31 定义 a, =1， 车 nn 是 下 标 ，a, 已 定义 ， 则 定义 
1 + a, 
pe a 
用 归纳 法 可 证 明 |a,| 是 一 个 正 数 序 列 . 其 次 由 这 个 序列 的 定义 知 ， 对 每 一 个 下 标 nn， 


也 


(2. 24) 


此 中 上 


"(2+ 2 ra) 

因为 a, <a ， 上 面 的 等 式 以 及 归纳 论证 表明 {a,| 是 单调 递减 的 ， 由 单调 收 敏 定理 ， 序 列 | a,| 
收敛 ， 用 a 表示 它 的 极限 . 由 极限 lima, =a 及 收 人 敏 序列 的 和 、 积 及 商 的 性 质 知 (2.24) 式 右边 
的 序列 收敛 于 (1 +a)/(2 +a)， 另 一 方面 ,由 于 lima,,! =a,，(2.24) 式 左边 的 序列 收敛 于 a 


+2 一 好 


lima, = 


用 一 + 及 


-1+y5 
2 本 


外 ”作为 直观 而 不 精确 的 想法 ， 可 以 认为 子 序 列 1a。 | 是 由 原 序 列 |auvj 中 黄 去 一 些 项 后 重新 编排 它 的 余 项 司 得 删 叶 后 
序列 的 第 上 项 是 原 序 列 的 第 ns 项 而 得 到 的 . 
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给 定 的 序列 可 以 是 单调 的 也 可 以 不 是 单调 的 ， 但 事实 上 每 个 序列 都 有 一 个 单调 的 子 序列 . 
这 一 点 相当 出 人 意外 并 且 一 点 都 不 明显 ”. 

定理 2.32 每 个 序列 都 有 单调 的 子 序列 . 

证 明 考虑 序列 jc,1， 称 下 标 mm 是 序列 le. | 的 峰值 下 标 ， 倘 若 对 所 有 兰 下 的 下 标 m， 
a, 和 aa 如 图 2.4 所 示 ， 此 序列 要 人 么 只 有 有 限 多 个 峰值 下 标 ， 要 么 有 无 穷 多 个 峰值 下 标 . 


dn 4m 


图 2.4 车 站 是 峰值 下 标 ，nzm， 则 a 和 a。 


情形 1: 只 有 有 限 多 个 峰值 下 标 ， 可 选择 下 标 WN 使 得 不 存在 大 于 VN 的 峰值 下 标 ， 我 们 将 递 
归 地 定义 ja,.!+ 的 单调 递增 子 序 列 ， 事 实 上 ,定义 nm =N+1， 现 假设 k 是 一 个 下 标 使 得 正 整 数 
. ni < Nn, < < nn, 
的 选取 满足 

Q,, < a., < < Gn ， 

由 于 由 >N， 所 以 下 标 n, 不 是 峰值 下 标 ， 于 是 存在 下 标 n,., >m 使 得 a， > a,,， 于 是 递归 地 
定义 了 一 个 严格 递增 的 正 整 数 序列 jms ， 它 具有 子 序列 ja.,| 是 单调 递增 的 性 质 . 

情形 2: 有 无 穷 多 个 峰值 下 标 ， 对 每 个 自然 数 上 ， 设 m 是 第 上 个 峰值 下 标 ， 直 接 由 峰值 下 
标的 定义 可 得 子 序列 1a, | 是 单调 递减 的 加 

定理 2.33 每 个 有 界 序 列 都 有 收效 的 子 序 列 . 

证 明 设 |a.| 是 有 界 序列 ， 按 照 上 述 定理 ， 可 选取 单调 的 子 序列 {a, 1、 由 于 la.| 是 有 界 的 ， 
因此 它 的 子 序列 1a, | 也 是 有 界 的 ， 于 是 1a,, } 是 有 界 的 单调 序列 、 由 单调 收 义 定理 ，ic、| 收 伍 ， 重 

关于 定理 2.33， 我 们 发 现 有 一 个 非常 有 用 的 稍 有 改进 的 表述 , 

定义 ”实数 集 3 称 为 是 列 紧 的 ， 如 果 5S 的 每 个 序列 |a,| 有 一 个 子 序列 收效 于 属于 5 的 一 个 点 . 

例 2.34 定义 S=10， wm )， 则 5 不 是 列 紧 的 ， 事 实 上 ， 对 每 个 下 标 n, 令 a,=n， 则 1a,| 
是 $ 的 序列 ， 但 是 由 R 的 阿 基 米 德 性 质 ，ia,| 的 每 一 子 序列 是 无 界 的 ， 因 此 由 定理 2.18 知 它 
们 不 收敛 ， 这样 ， 集 5 不 是 列 紧 的 . 国 

例 2.35 定义 S=(0,2]， 则 5 不 是 列 紧 的 事实 上 |1/n| 是 5 的 序列 ， 它 收 剑 于 0， 因 
此 它 的 每 一 子 序 列 也 收 钙 于 0， 但 0 不 属于 S$， 这 样 11/n1 中 无 子 序列 收 合 于 5S 中 的 点 ， 所 以 集 
5 不 是 列 紧 的 ， 国 

定理 2.36( 列 紧 定 理 ) 设 a, 是 满足 a<b 的 数 . 则 区 间 [a, 6b}) 是 列 紧 的 ， 吨 [ao，4b] 的 
每 一 序列 有 子 序 列 收效 于 [aa，5] 中 的 点 . 

证 明 这 个 证 明 分 成 两 个 部 分 ， 首先 有 必要 证 明 [a， 妇 jj 的 一 个 序列 有 收敛 的 子 序 列 ， 然 
后 必须 证 明子 序列 的 极限 属于 区 间 [e，5]， 令 ix 是 [ae， 引 的 序列 ， 则 {x.| 是 有 界 的 .因此 
由 前 述 定理 知 ， 存 在 ix.| 的 子 序列 tx, | 收 僵 ， 但 是 1x, | 是 [a，5] 的 序列 ， 因 此 由 定理 2. 22 


知 ， 它 的 极限 也 在 [a， 68] 内 . 国 


BG 我 们 知道 sin x 是 以 无 理 数 为 周期 的 周期 消 数 ， 而 序列 | sin nl 有 单调 子 序 列 是 令 人 人 困 感 的 . 
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上 面 的 列 紧 定理 通常 称 为 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Bolzano-Weierstrass ) 定理 . 


习题 


1. 


-用 时 


对 以 下 每 一 个 陈述 ， 确 定 其 真 假 ， 并 说 出 理由 . 

8 有 界 序列 的 子 序列 是 有 界 的 . 

b. 单调 序列 的 子 序 列 是 单 洞 的 ， 

c. 收敛 序列 的 子 序列 是 收 和 敛 的 . 

4. 一 个 序列 ， 如 果 它 有 收银 子 序列 ， 则 此 序列 收敛 . 


， 对 以 下 每 一 个 陈述 ， 确 定 其 真 假 ， 并 说 出 理由 . 


区 间 (0，1) 的 每 个 序列 有 收敛 子 译 列 . 

b. 区 闻 (0，1 ) 的 每 个 序列 有 收 往 于 (0，1) 中 点 的 子 序列 ， 
c. 每 个 有 理 数 序列 有 收 合 的 子 序列 . 
ad 
et 


. 车 一 非 负数 序列 收 伊 ， 则 其 极限 也 是 非 负 的 . 
. 每 个 非 负数 序列 有 收 敏 子 序列 


. 考虑 序列 | a.j ， 其 中 对 每 个 下 标 nm，a。 =1/n， 写 出 下 面 所 列子 序列 的 前 五 项 : 


a, | oa | b. 1 ok,s| c {a | 


. 对 下 述 序 列 ， 寻 找 其 峰值 下 标 ， 并 证 实 你 的 结论 ， 


= b. 1( -1)°| c |( -1)"n| a. [一 一 | 


,证 明 严 格 增 加 序列 无 峰值 下 标 . 

. 证 明 单 调 递 减 序 列 的 每 一 个 下 标 都 是 峰值 下 标 . 

. 证 明 如 果 单 调 序列 有 一 个 有 界 子 序列 ， 则 此 单调 译 列 本 身 也 是 有 界 的 ， 
: 假设 单调 序列 | .| 有 一 收 和 敛 子 序列 ,证明 序列 ja. | 收 伍 . 

:序列 1a,1 称 为 有 界 ， 如 果 存 在 数 加 ， 使 得 对 每 一 下 标 n 有 


[lal MM. 
证 明 : 序列 ia.1 有 界 当 且 仅 当 存 在 a <4 的 数 a。,，6 使 得 ia,| 是 [a， 4&4] 的 序列 . 


10. 证 明 ; 序列 1a, | 不 收 全 于 数 a 当 且 仅 当 存在 某 个 e >0 及 子 序列 1a, | 使 得 对 每 一 下 标 上 有 


lla, -al>s. 


11。 对 例 2.3 中 定义 的 序列 |a | : 


a. 证 明 : 区 间 40，1j 中 每 一 有 理 数 * 是 le.| 的 某 个 党 值 子 序列 的 项 值 ， 
b. 证 明 : 区 间 [0，1 中 每 一 数 x 是 序列 1a,| 的 一 个 子 序列 的 极限 . 


12. 对 c>0，、 考 虑 二 次 方程 


xz -x-c=0, x>0. 


固定 x, >0， 递 归 地 定义 序列 1x.) ， 然 后 对 于 下 标 n， 当 x, 已 定义 时 ， 定 义 


Xu M+,. 


证 明 友 列 {x,} 单 调 收 但 于 上 述 方程 的 解 . 


“2.5 集合 的 覆 莲 性 质 


在 对 分 析 的 讨论 中 ， 本 节 可 算是 一 段 小 小 弯路 ， 其 目的 在 于 对 列 紧 人 性 提出 一 个 令 人 诺 异 的 


不 同 的 观点 ， 这 一 观点 在 数学 的 许多 不 同 领域 是 有 用 的 ， 后 面 的 材料 与 本 节 是 独立 的 ， 我 们 从 
证 明 有 界 闭 集 是 列 么 的 开始 . 
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命题 2.37 令 3 是 及 的 有 神 闭 子 和 全 ， 则 S$ 是 列 紧 的 ， 

证 明 我们 简单 地 顺 着 列 紧 定 理 的 证 明 . 令 {x,| 是 5 的 一 个 序列 ， 则 |x.} 是 有 界 序 列 ， 因 
为 S$ 是 有 界 的 ， 因 此 由 定理 2.33 知 ， 存 在 子 序 列 j|x, | 收 和 伍 于 数 * 但 序列 jx,.} 是 S 的 序列 量 
收 和 伍 于 *， 因 此 由 假设 $S 是 闭 的 ， 故 极限 x 也 属于 S， 因 此 集 $ 是 列 暴 的 . 国 

现在 我 们 转 而 考虑 闭 区 间 [a,，68] 所 具有 的 性 质 ， 假设 对 每 个 自然 数 n，5, 是 实数 集 ， 我 们 
用 |5,1”. 表示 这 些 集 的 全 体 ， 对 实数 集 5， 称 集 族 |S.1,., 是 5 的 一 个 履 盖 (cover) ， 倘 者 对 $ 
的 每 个 元 x， 存在 一 个 下 标 x， 使 得 x 是 5, 的 元 ， 用 集合 并 及 包含 记号 ， 可 写 为 


sc s. 
如 果 存 在 一 个 下 标 入， 使 得 


则 有 限 集 族 |S, ，…， S| 称 为 1S.1 ”对 集 $ 的 一 个 有 限于 徐 盖 集 的 一 个 履 盖 可 以 有 也 可 以 
没有 有 限于 覆盖 . 
例 2.38 令 5 是非 负 实数 集 [0，w )， 对 每 个 下 标 n， 定 义 
{三 (-n,n). 


由 阿 基 米 德 性 质 知 


所 以 开 区 间 族 11,1”., 覆 盖 S$， 但 任 一 有 限 族 不 能 覆盖 5， 这 是 因为 不 论 下 标 N 如 何 选 定 ， WJ 1 
不 包含 数 N+1. 国 
例 2.39 取 区 间 [a, 5] 并 在 (a, 5) 内 移动 点 ce， 于 是 S= |x1 a<x<b, xxc|. 定义 
1 =(c-n,c-l/n) 当 n 是 奇数 
=(c+l/n,c+n) 当 n 是 侦 数 . 

如 图 2.5 所 示 . 
i 
[i ‘ 
=(c+ Ln,c+n): nn 是 偶数 
| 


‘ 万 
=(C 一 抽 C 一 1/n): n 是 奇数 
图 2.5 了 上: 当 n 是 偶数 及 奇数 


由 R 的 阿 基 米 德 性 质 及 |1/ni} 收 伍 于 0， 得 出 开 区 间 集 11,1” 覆盖 了 除 c 外 的 所 有 实数 ， 
所 以 它 亦 覆盖 了 集 5S， 但 任 一 有 限 子 集 11.1°., 不 覆盖 5， 这 是 因为 一 旦 取 定 下 标 N， 忆 7. 不 
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含有 5 中 离 c 的 距离 小 于 17N 的 那些 点 ， 畏 


因此 ， 对 于 一 般 集 5， 开 区 间 集 11.1 ”对 5 的 覆盖 不 一 定 有 有 限 子午 盖 
定义 旭 的 子 集 8$ 称 为 是 紧 的 (compact) ， 如 果 任 一 开 区 间 集 11.j ,对 5 的 履 益 有 有 限 子 
惟 益 ， 即 对 每 个 下 标 站 ，1. 是 开 区 间 及 


则 存在 一 下 标 六 ， 使 得 

S GLJ LI 
由 例 2.38 及 例 2.39， 我 们 下 面 证 明 紧 集 必 须 是 既 有 界 又 是 闭 的 2. 
命题 2.40 邻 S 是 RR 的 列 紧 子 集 ， 财 S 是 有 界 及 闭 的 . 


证 明 ”对 每 个 下 标 n， 定 义 /= ( -n,n)， 由 R 的 阿 基 米 德 性 ，|1,} ”是 覆盖 R 的 开 区 间 
集 ， 所 以 它 当 然 也 覆盖 集 S， 因 为 $ 是 紧 的 ， 故 存在 一 下 标 N， 使 得 


N 
SCUL,., 
n=| 


所 以 对 5 中 的 所 有 x， 有 
| x1l<N. 
这 样 集 S 是 有 界 的 ， 剩 下 的 是 证 明 5 是 闭 的 . 令 1a,i 是 5 的 序列 ， 它 收 钙 于 数 a， 我们 必须 证 
明 a 也 属于 5S， 用 反 证 法 .假设 a 不 属于 集 5， 如 同 在 例 2.38 中 那样 ， 定 义 
J 三 (a-n,a-l/n) 当 n 是 奇数 ， 
= 三 (oat+l/n,a+n) 当 nn 是 偶数 . 
由 R 的 阿 基 米 德 性 质 及 11/n| 收敛 于 0， 可 以 看 到 |J. | ” 是 覆盖 除去 数 a 的 整个 实数 集 的 开 区 
间 集 。 但 我 们 已 假设 a 不 属于 S， 因 此 |J.j ,是 5 的 模 盖 .17.| "的 任 一 有 限 子 集 不 能 鸳 盖 
”5. 因为 不 论 如 何 选取 下 标尺 ， 由 于 ia 是 5S 中 收敛 于 a 的 序列 ， 故 5S 中 有 点 与 a 的 距离 小 于 
1AN， 这 与 $ 的 紧 性 相 矛 盾 ， 这 样 证 明了 a 是 属于 5 的， 即 5 是 闭 的 . 国 
下 面 的 命题 断言 列 紧 集 是 紧 的 . 这 是 十 分 奇怪 的 ， 因 为 这 两 个 概念 看 起 来 是 不 相关 的 ， 除 
了 名 字 的 选取 外 . 这 个 命题 的 证 明 是 相当 精巧 的 . 
命题 2.41 设 5 是 RR 的 列 紧 子 集 ， 则 S 是 紧 的 . 
证 明 假设 1.| .是 开 区 间 的 集合 且 是 $ 的 一 个 覆盖 ， 我 们 将 证 明 存在 一 一 下 标 N 使 得 


M 


S E UL (2. 25 ) 


由 于 117.1", 覆盖 S， 故 对 $ 中 的 点 ， 我 们 可 定义 它 的 斤 盖 下 标 是 最 小 下 标 上 ， 使 得 x 属于 7， 
这 一 履 盖 下 标记 为 cover index(x)。 可 以 看 到 


cover index(x) 所 当 且 人 充当 属于 【1 


昌 这 里 提 到 的 紧 性 的 概念 有 时 指 可 数 紧 性 ， 紧 性 与 可 数 紧 性 稍 有 不 同 ， 但 在 实数 系 范 围 ， 这 两 个 概念 是 等 价 的 . 
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(2. 25 ) 式 成 立 当 且 仅 当 对 $ 中 的 所 有 x， 

cover index(%) < WN. (2. 26) 
现在 观察 到 给 定 $ 中 的 点 x*,，* 属于 元 ， 其 中 是 x 的 覆盖 下 标 . 因为 1 是 开 区 间 ， 因 此 有 以 x 
为 中 心 的 开 区 间 7 使 得 JC1.， 这 就 得 出 SNJ 的 每 一 点 的 覆盖 下 标 至 多 是 n( 如 图 2.6 所 示 )， 即 
对 所 有 >z 属于 SmJ， 有 


cover index(z) < cover index(x). (2. 27) 


图 2.6 当 z 属 于 J 时 ecover index(z) 安 于 


如 果 满 足 (2.26) 的 自然 数 N 不 存在 ， 则 对 每 一 个 自然 数 m， 在 $ 中 有 一 点 其 覆盖 下 标 大 于 4， 
选取 这 样 的 点 并 记 为 x,， 这 样 ，|x,1 是 5 的 序列 ， 使 得 对 每 一 个 下 标 nn， 

cover index(x,) >n. (2. 28) 
但 是 ， 由 假设 ， 集 5 是 列 紧 的 ， 故 存在 子 序列 {x, | 收敛 于 点 xo 且 也 属于 5， 如 同上 面 已 注意 
到 的 ， 可 选取 一 开 区 间 以 x。 为 中 心 ， 使 (2.27) 成 立 ， 但 是 x。 是 序列 1x, 1 的 极限 ， 所 以 有 下 
标 居 ， 使 得 对 每 个 kK 有 

x,, 属于 J. 
这 样 ， 对 每 个 kK， 
Cover index (x,,) < cover index( x, ). 
但 由 (2. 28)， 对 所 有 下 标 卡 ， 
cover index( x, ) 之 n, 之 上 , 


因此 得 出 矛盾 ， 所 以 假设 无 有 限 子 覆盖 导致 耶 盾 ， 因 而 可 得 存在 有 限 子 覆盖 ， 这 样 ， 列 紧 集 $ 


是 紧 的 . 图 
定理 2.42 对 及 的 子 集 S， 下 述 三 个 论断 是 相互 等 价 的 : 
i.S 是 闭 及 有 界 的 . 
ii.S 是 列 紧 的 . 
iii. S 是 紧 的 . 
证 阴 ”命题 2.37 断言 (i) 葛 涵 (ii)， 命题 2.41 断 高 人 ii) 蕴涵 (iii)， 最 后 命题 2.40 断言 
(iii) 蕴涵 (i). 国 


R 的 闭 且 有 界 的 子 集 紧 的 论断 通常 称 为 海 涅 - 博 雷 尔 (Heine-Bore!l) 定理. R 的 闭 且 有 界 的 
子 集 是 列 紧 的 论断 通常 称 为 波 尔 查 诺 - 摇 尔 斯 特 拉 斯 (Bolzano-Weierstrass) 定理. 


习题 


1. 对 以 下 每 一 个 陈述 ， 确 定 其 真 假 ， 并 给 出 理由 . 
a， 每 个 有 界 集 是 闭 的 . 
b. 每 个 闭 集 是 有 和 界 的 . 


国志 人 


1, 


12. 
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c, 每 个 闭 集 是 紧 的 . 
d. 每 个 有 界 集 是 紧 的 . 
e.， 紧 集 的 子 集 也 是 紧 的 . 


对 以 下 每 一 个 陈述 ， 确 定 其 真 假 ， 并 给 出 理由 . 


3. 无 理 数 集 是 闭 的 . 
b. 位 于 区 间 [0，]] 的 有 理 数 是 紧 的 . 
c¢. 货 数 集 是 闭 的 . 


. 今 a, 上 b 是 满足 a <b 的 数 . 定义 S=[a, bjy= xl ox<bt. 


a. 用 列 紧 定 义 证 明 5 不 是 列 紧 的 . 
b. 用 紧 性 定义 证 明 5 不 是 紧 的 . 
c. 用 闭 的 定义 证 明 5 不 是 闭 的 . 


. 令 5 是 区 间 [0，2] 中 的 有 理 数 集 . 


a.、 用 列 景 定义 证 明 5 不 是 列 紧 的 . 
b. 用 紧 性 定义 证 明 $ 不 是 紧 的 . 
c. 用 闭 的 定义 证 明 5 不 是 闭 的 . 


,车 5 是 由 单个 点 组 成 的 集合 ， 证 明 5 是 紧 的 ， 

“ 若 S=[0, 1]jU[3, 4j, 证 明 S 是 蛇 的 . 

.车 4，B 是 紧 集 ， 证 明 并 4UB 及 交 ANB 也 都 是 紧 的 . 

' 邻 4，B 是 R 的 集 ， 若 并 4UB 是 紧 的 ,那么 “4 与 号 都 必 是 紧 的 "的 结论 正确 吗 ? 

- 在 列 紧 萄 涵 紧 性 的 证 明 中 ， 什 么 样 的 单个 点 需要 借助 于 开 区 间 材 盖 的 王 标 来 确定 ? 

。 对 每 个 自然 数 n,， 令 1. 是 闭 的 有 界 区 间 . 假定 11.1. _ , 柳 益 由 闭 的 有 界 区 间 {10，1] 组 成 的 紧 集 ， 那 么 “覆盖 


|.1” 有 有 限 子 覆盖 "这 - -结论 正确 吗 ? 

检查 一 下 列 紧 葡 涵 紧 性 的 定理 的 证 明 ， 并 证 明 我 们 运用 的 镍 盖 中 集 /. 的 仅 有 人 性质 是 :如 果 一 点 x 位 于 7.， 
则 有 一 个 开 区 间 了 以 x 为 中 心 ， 且 也 位 于 人 . 内， 具有 这 一 性 质 的 集 称 为 是 开 的 . 

对 列 紧 集 必须 是 有 界 且 闭 的 给 出 一 个 直接 证 明 ， 而 不 借 惑 于 紧 性 这 一 概念 . 


第 3 章 连续 六 数 


3.1 连续 性 


在 第 2 意 我 们 考察 了 以 自然 数 集 为 定义 域 的 实 值 函数 ， 也 就 是 实数 序列 ， 现 在 开始 研究 以 

R 的 一 般 子 集 为 定义 域 的 实 值 函 数 . 有 一 个 标准 的 记 法 : 对 于 实数 集 D， 用 
ff:D—=R 

表示 以 DD 为 定义 域 的 函数 ， 对 D 中 的 每 一 点 x 用 玫 x) 表 示 赋 于 x 的 函数 值 ， 当 我 们 写 /:D 一 R 
时 ， 除 非特 别 申明 ， 否 则 总 假定 D 是 实数 集 . 

描述 函数 f:D 一 R 的 两 个 基本 概念 是 连续 性 与 可 机 性 ， 本 章 前 五 节 讨 论 连 续 性 ， 最 后 一 节 
研究 极限 ， 为 第 4 章 开 始 的 可 微 性 的 讨论 作 准 备 . 

定义 务 数 f:D 一 R 称 为 在 人 中 的 点 xo 处 连续 ， 俯 车 每 当 喇 中 的 序列 1x | 收效 到 x。 时， 
都 有 人 象 序 列 | f(x )| 收 人 效 到 f(x6)}， 浮 数 f:D 一 RR 称 为 连续 的 ， 信 若 它 在 DD 中 的 每 一 点 都 是 连 
续 的 . 

函数 f;:D 一 R 在 D 中 点 x。 连续 的 定义 可 以 精确 直观 地 表达 为 :“ 如 果 DD 中 的 点 x 趋向 于 
xo， 则 它 的 象 f(x) 趋 向 于 f(x。)”.， 这 一 性 质 同样 可 用 “如 果 D 中 的 点 x 充分 地 接近 x。， 差 f(x) - 
f(xo ) 就 会 变 得 任意 小 "来 描述 ， 这 些 陈述 加 上 引号 是 因为 我 们 不 能 把 “任意 小 "与 “接近 ”表达 
成 数学 上 精确 的 概念 ， 在 3.4 节 中 还 将 以 不 同方 式 来 重 述 连 续 性 这 一 概念 . 


三 个 例子 


例 3.1 对 每 个 数 x， 定义 Ax) =x -2x +4， 则 函数 /:R 一 R 是 连续 的 .为 验证 这 一 点 ， 取 R 

中 的 点 x。， 需 证 明了 晴 数 在 xz 是 连续 的 ， 令 |x,j 是 收敛 到 x 的 序列 ， 由 收 伍 序 列 的 和 与 积 的 性 质 ， 
limf\ x) = lim[ x， -2x, +4] = x -2x, +4 = f(x,). 

因此 ,f/:R 一 RR 在 %。 是 连续 的 . 本 

上 面 的 例子 是 多 项 式 连续 性 的 一 个 特例 .2. 1 节 中 叙述 过 的 收 伍 序列 的 多 项 式 性 质 就 是 多 
项 式 的 连续 性 的 一 个 陈述 . 

例 3.2 和 定义 申 数 jR 一 及 为 

1 当 x 宇 0 


fz) = |, 当 x < 0. 
如 图 3. 1 所 示 . 阻 数 f;R 一 R 除 x。=0 外 是 处 处 连续 的 ， 首 先 考 虚 x。=0， 序 列 | - 1Ani} 收 
敛 于 0, 但 1f( -1/n)| 是 常 值 序列 ， 每 项 都 等 于 2， 这 样 ， 、 
limf( ~ 1/n) =2 #1 = f0), 
所 以 f 在 x。=0 处 不 连续 . 现在 考虑 zx 二 0， 如 果 序 列 1x,1 收 人 鳃 于 x。， 则 存在 下 标 N， 使 得 对 所 
有 n>N 有 fx.) =f(xo)， 这 样 ， 
limf\ x.) =f(zxo), 
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即 了 在 点 Xo 处 是 连续 的 . 本 


y =f(x) 
图 3.1 函数 f: R 一 R 在 点 x=0 处 不 连续 


例 3.3 定义 项 数 户 R 一 民 如 下 : 
As = [1 车 * 是 有 理 数 
0 和 者 * 是 无 理 数 . 

此 孔 数 称 为 犹 利克 震 (Dirichlet) 另 数 . 狄 利克 雷 函 数 在 RR 中 任何 一 点 都 不 连续 .事实 上 ,在 RR 
上 给 定点 xm， 根 据 有 理 数 及 无 理 数 的 序列 稠密 性 (回顾 定理 2.20) ， 存 在 收 伍 于 x。 的 有 理 数 的 
序列 fs ， 也 存在 收敛 于 x 的 无 理 数 的 序列 jw 但 1f(w,)1 是 所 有 项 等 于 1 的 常数 序列 ， 而 
Kow)} 是 所 有 项 等 于 0 的 常数 序列 .这 样 ， 

limf(u,) = 1 #0 = limf(s.). 
由 于 序列 lu 和 序列 15,1 都 收 化 到 z。， 所 以 孙 数 f;:R 一 RR 在 x 不 可 能 是 连续 的 ， 注 意 ， 狄 利 
克 雷 函数 的 不 连续 性 质 的 一 种 表达 方式 是 无 法 画 出 它 的 图 形 . 国 


连续 函数 的 和 、 积 及 商 


给 定 两 个 函数 /:D 一 RR 及 g:D 一 及 ,定义 和 /+ g:D 一 中 与 积 jg:D 一 RR 如 下 ; 
对 万 中 的 所 有 *,(f+g)(z) = f(x) + g(x) 5S(fg) (x) = f(x) g(x). 
此 外 ， 车 对 DD 中 所 有 的 x，g(x) 0， 定 义 商 // g:D 一 R 如 下 : 
对 DD 中 的 所 有 x,(f/g) (x) = 
下 面 是 与 收敛 序列 的 和 、 积 与 商 的 性 质 类 似 的 定理 ， 也 是 它们 的 一 个 推论 ， 
定理 3.4 假定 品 数 f:D 一 民 与 g:D 一 RR 在 品 中 的 点 x。 是 连续 的 .那么 


和 
f+g:D 一 RR 在 点 x。 是 连续 的 ， (3. 1) 
积 
JE:D 一 RR 在 点 x 是 连续 的 ， (3.2) 
以 及 如 果 对 D 中 所 有 的 +，g(x) 关 0， 则 商 
jf/g:D 一 R 在 点 x。 是 连续 的 ， (3. 3) 
证 明 令 1x,| 是 D 中 收 全 到 <x。 的 序列 ， 出 连续 性 的 定义 ， 
limf(x,) = f(xo) 及 limg(x.) = g(xo). [55 |] 


收敛 序列 的 和 的 性 质 蕴 淘 
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lim[f(%,) + g(x.))] = f(x0) + g(xo), (3.4) 
而 收 人 语序 列 的 积 的 性 质 冀 说 
lim[/(x,)g(x,)] = f(xo)elxo). (3.5) 
如 果 对 D 中 所 有 的 x，g(x) 关 0， 收 钱 序列 的 商 的 性 夺 总 涵 
. fx.) _ f(xo) 
Dm zy = gx) (3.6) 
根据 连续 性 的 定义 ， 由 (3.4)、(3.5) 及 (3.6) 可 分 别 得 到 (3.1)、(3.2) 及 (3.3). 国 
2. 1 节 所 述 的 收 令 序列 的 多 项 式 性 质 精确 地 断 高 : 多 项 式 是 连续 的 ， 这 样 由 连续 防 数 的 商 
的 性 质 ， 我 们 有 描述 一 类 一 般 连 续 郴 数 的 如 下 推论 ， 
推论 3.5 令 p;:R 一 及 及 9: 及 一 及 是 多 项 式 ， 则 商 pq: 已 一 R 是 连续 的 ， 其 中 收 = |x 在 及 
内 1 g(x) #0|. 


连续 函数 的 复合 


除了 形成 函数 的 和 、 积 、 商 之 外 ， 还 存在 另 一 种 有 用 的 方法 组 合 函 数 : 函数 可 以 复合 . 

定义 ”对 于 函数 f:D 一 R 及 g:U 一 R ,其 中 f(D) 包 含 在 U 中 , 定义 f:D 一 R 与 g:U 一 R 的 
复合 (用 g。f:D 一 R 表示 ) 为 

对 DD 中 的 所 有 x,(g° 站 (x) = g(f/(x)). 

对 连续 函数 ， 有 下 列 的 复合 性 质 . 

定理 3.6 对 于 函数 广 姜 一 民有 及 8:1 一 及 ,其 中 拓也 ) 包 含 在 口中 ， 假 定 产 9 一 及 在 已 中 的 
点 xo 连续 且 g:U 一 RR 在 点 x0) 连续， 则 复合 函数 

g°f:D—R 

在 点 x。 是 连续 的 . 

证 明 设 jx,| 是 DD 中 收 全 到 x。 的 序列 ， 由 隆 数 1;D 一 RR 在 点 x。 的 连续 性 ， 序 列 1f(x,)|} 收 
钱 到 八 x。)， 故 一 方面 |f 作 x,)1 是 UV 中 收 合 到 所 xo) 的 序列 ， 所 以 由 gg:U 一 RR 在 点 f(z) 的 连续 
性 ， 序 列 ijg(f(zx,))| 收 敛 到 g(f(xo))， 即 

lim(g° (x) = (g° A) (ro). 

于 是 复合 函数 g。f:D 一 R 在 zx。 是 连续 的 . 国 


习题 


1. 对 以 下 每 一 个 陈述 ,确定 它 的 真 假 ， 并 给 出 理由 . 
a. 如 果 呐 数 /+g:R 一 R 是 连续 的 ， 则 函数 f/f:R 一 由 及 g:R 一 RR 也 是 连续 的 . 
b. 如 果 广 : R 一 R 是 连续 的 ， 则 函数 户 R 一 R 是 连续 的 
c. 如 果 f+g:R 一 RR 及 g:R 一 R 是 连续 的 ,， 则 f/f:R 一 民 是 连续 的 . 
d. N 是 自然 数 集 ， 每 个 陶 数 f:N 一 只 是 连续 的 . 
2. 定义 
ll1 当 O zx] 
At。 lee2 
器 数 f: [0,， 2] 一 R 在 哪些 点 上 是 连续 的 ? 说 出 理由 . 
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[x 车 * 所 0 
fx*) = { 车 x > 0. 


函数 /:R 一 下 在 哪些 点 连续 ? 给 出 理 鼎 . 
4. 对 于 函数 f:D 一 及 及 万 中 的 一 点 z， 定义 4= jx 在 六 中 1xzzji 及 83=1iz 在 站 中 1x<xi|， 证 明 f/:D 一 RR 
在 x。 处 连续 当 且 仅 当 f/f:4 一 RR 与 1f:8 一 RR 在 点 xo 处 连续 


S$,， 定义 
_ x 车 zz0 
从 = 1 若 x < 0. 
证 明 郑 数 六 R 一 及 是 连续 的 . (提示 : 用 习题 4. ) 
6. 定义 通 数 g:R 一 RR 为 
_『fx 车 x 是 有 理 数 
g(x) -| | 
-x 着 zx 为 无 理 数 . 
此 函数 在 哪些 点 是 连续 的 ? 给 出 理由 . 
7. 假设 晒 数 /: [0，1] 一 R 是 连续 的 ， 且 当 0<*<1 时 有 
f/(x) > 2, 
证 明 f 信 1) 衬 2. 
8、 假设 函数 1 [0，11 一 R 是 连续 的 ， 且 当 0 和 x<1 时 有 
A(x) > 2， 


问 必定 存在 A1) >2 这 种 情况 吗 ? 
9. 假设 函数 /:R 一 及 在 点 xo 处 连续 且 [(x。) >0， 证 明 存 在 区 间 =(xo -1/n，xo +1/n)( 其 中 是 自然 数 )， 使 
得 对 了 中 所 有 xx 有 大 x) >0. (提示 : 反 证 法 .) 
10. 假设 本 数 大 R 一 有 在 点 x 处 连续 ， 证 明 存 在 区 间 f= (xo。 -1/n，xo +1/n)( 其 中 5 是 自然 数 )， 使 得 对 了 中 
所 有 x， 有 f(x) <n， (提示 : 反 证 法 .) 
11, 假设 卫 数 g:R 一 R 是 连续 的 ,， 且 当 x 是 有 理 数 时 g(x) =0， 证 明 对 R 中 所 有 x 有 g(x) =0. 
12. 假设 函数 f:D 一 R 是 连续 的 . 对 于 PP 中 的 x， 定义 了 臣 数 1 :DD 一 尺 为 1 f1 (x)=1/f(x)1. 证 明 
1f1:D 一 R 也 是 连续 的 . 
13. 函数 f;D 一 R 称 为 利 普 希 甘 (Lipachitz) 函 教 ， 如 果 存 在 一 个 非 负数 CGC， 使 得 对 D 内 所 有 u,v， 
(fn) -fv Clu -v1, 
用 2.1 上 节 的 比较 引 理 证 明 利 普 希 获 旺 数 是 连续 的 . 
14. 假设 昂 数 六 R 一 R 有 如 下 性 质 ， 
对 R 中 所 有 及 vv futv) = ANAu) + 乓 切 ， 
8， 和 定义 于 二 FI1)， 证 明 
对 所 有 有 理 数 x， Ax) = mx. 
b. 用 (a) 证 明 : 如 果 f:R 一 民 是 连续 的 ， 则 
对 及 中 所 有 x， f(z) = mx. 


3.2 极 值 定 理 


对 晃 数 f:D 一 RR ,定义 
f(D)= {yly = /f(x),x ED 
称 集 f(D) 是 沙 数 /:D 一 R 的 象 . 我 们 说 函数 f:D 一 R 达到 一 个 极 大 值 (maximum value) ， 倘 若 
它 的 象 AD) 有 极 大 值 ; 也 就 是 说 ， 在 D 中 存在 点 x。， 使 得 
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对 D 中 所 有 点 x*， f(x) < f(xo). 
称 D 中 这 样 的 点 为 沙 数 /:D 一 R 的 一 个 极 大 化 点 (maximizer).， 类 似 地 ， 函 数 f:D 一 R 称 为 达到 
一 个 极 小 值 (minimum value) ， 人 倘若 它 的 象 f(D) 有 极 小 值 ，0D 中 能 取 到 这 个 极 小 值 的 点 称 为 
f:D 一 R 的 一 个 极 小 化 点 (minimizer)， 

一 般 来 讲 ， 一 个 非 空 集合 有 极 大 值 ， 如 果 和 集合 是 有 上 界 的 并 包含 它 的 上 确 界 .这样 ， 对 于 
函数 f: D 一 R ， 当 象 f(D) 有 上 和 界 且 象 的 上 确 界 是 函数 值 时 ， 它 确实 有 极 大 值 . 

通常 ， 不 能 作出 治 数 f:D 一 R 的 极 小 值 或 极 大 值 存在 的 推断 . 

例 3.7 定义 泪 数 f: (0，1) 一 R 为 对 (0,1) 中 所 有 x 有 f(x) =2x.， 如 图 3.2 所 示 ， 这 个 
函数 没有 极 大 值 ， 这 是 因为 不 论 在 (0，1) 内 选 定 什么 样 的 x。， 区 间 (x。，1) 上 所 有 总 的 孙 数 值 
都 是 大 于 fxo) 的 ， 注意 ， 这 个 郴 数 的 象 有 上 界 ， 且 上 确 界 是 2， 但 2 不 是 函数 的 值 . 


J》 


y=2x, Ox<l 


3.2 人 铺 的 上 确 界 不 是 函数 值 国 


例 3.8 定义 薄 数 /:《0，1) 一 R 为 对 (0，1) 内 所 有 x， 几 x*) =1/x.， 对 每 个 自然 数 n, fA(1/n) = 
n， 所 以 它 的 象 甚至 没有 上 和 曾 ， 这 样 函 数 自 然 不 能 取得 极 大 值 . 


> 


y = f(x) = 1， O<x<l 


图 3.3 函数 f(x) =1/zx 在 (0，1] 上 的 象 无 上 界 图 


但 是 ， 当 定义 域 D 是 有 界 闭 区 间 [a，61 及 函数 /: [a,， 5] -*R 连续 时 ， 我 们 有 下 述 重 要 
结果 . 
定理 3.9( 极 值 定 理 ) 有 界 闭 区 闻 上 的 连续 函数 f: [a, 4b] 一 R 既 能 达到 极 小 值 也 能 达到 
极 大 值 
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为 证 明 函 数 f:D 一 R 有 极 大 值 ， 一 个 理性 的 策略 是 证 明 
e 象 D) 有 上 界 ， 
e 数 sup /(D) 是 隔 数 的 值 . 
下 面 引 理 是 用 上 面 第 一 个 策略 来 证 明 极 值 定 理 . 
引 理 3.10 假定 函数 f: [a,)] 一 有 在 有 界 闭 区 间 上 是 连续 的 ， 则 六 [a, bj 一 R 的 象 有 
上 界 ， 即 存在 数 用 使 得 
对 [a,b] 中 的 所 有 xz， f(x) 专 MM. 
证 明 用 反 证 法 论证 ， 假 定 不 存在 上 述 这 样 的 数 1f， 设 m 为 自然 数 ， 则 
对 [a,b] 中 的 所 有 x， f(x) 专 n 
不 成 立 ， 这样， 在 [e，8] 上 存在 点 x 使 得 Kx) > nr， 选取 一 个 这 样 的 点 并 将 它 标记 为 x,， 这 就 
定义 了 [a, 5] 中 的 一 序列 ijx,| ,满足 对 每 个 下 标 n，f/(x,) >n， 可 以 用 列 紧 定理 (定理 2. 36) 选 
取 |x,j 的 一 子 序列 1x, 1 收 伍 到 [ac， 妇 中 的 点 xz， 由 于 函数 六 【a, bj 一 R 在 感 x。 是 连续 的 ， 
象 序列 |f(x, )} 收敛 到 所 se)， 但 收敛 序列 是 有 界 的 (定理 2.18) ， 所 以 太 列 已 xo) 是 有 界 的 
这 与 性 质 
对 所 有 下 标 k， f(x.,,) > mx 之 天 
相 了 矛盾 ， 这 一 矛盾 证 明了 画 数 记 [a, 6b] 一 R 的 象 是 有 上 表 的 . 国 
极 值 定 理 的 证 明 ”定义 S=f([a, 85]). 则 5 是非 空 实数 集 ， 根 据 上 述 引 理 ，S 是 有 上 界 的 . 
按照 完备 性 公理 ，$ 有 上 确 界 . 定义 c=sup S， 有 必要 在 [a，4b] 中 求 得 一 点 x*。 使 得 c =f (x。). 
设 n 是 自然 数 ， 则 数 c -1/n 是 小 于 ec 的 数 ， 因 而 不 是 集 $ 的 上 界 ， 于 是 在 [a, 5b] 中 存在 
一 点 x 使 得 f(x) >c -1/n， 选 取 这 样 的 一 个 点 并 标记 为 x*,.， 由 这 一 取 法 及 c 为 S 的 上 壳 的 事实 
可 知 ， 对 每 一 个 下 标 n,，c -1/n <FLx.) 关 c， 因此 序列 | 所 x.)| 收敛 到 “， 
列 紧 定理 (定理 2.36) 断定 存在 1x,| 的 子 序 列 ix, | 收 钙 到 [a, 58j] 中 的 点 x%。 由 于 
f: [a, 5b] 一 R 在 x。 是 连续 的 ，1f(x, )1 收 全 到 f(xo)， 但 1f(x,)! 是 | 所 x,)1 的 子 序列 ， 所 以 
c=F(xo)， 点 ‰ 是 函数 /: [a，8] 一 R 的 一 个 极 大 值 点 . 
为 完成 定理 的 证 明 ， 注 意 到 函数 -f/f: [a, 6] 一 RR 也 是 连续 的 ， 因而， 由 上 面 所 证 可 在 
[a, 85] 中 选取 一 点 ， 让 -f: [a, 48] 一 R 在 这 一 点 达到 极 大 值 ， 于 是 函数 f: [a,， 4b 一 R 在 这 
一 点 达到 极 小 值 . 恒 


习题 


i. 对 下 述 每 一 个 陈述 ， 确 定 其 真 仍 ， 说 出 理由 . 

a. 每 一 个 基数 [0，1] 一 R 有 极 大 值 . 

b. 每 一 个 连续 函数 户 [a，4b] 一 R 有 极 小 值 . 

c. 每 一 个 连续 函数 f: (0，1) 一 R 有 极 大 值 . 

d. 每 一 个 连续 函数 记 (0，1) 一 R 有 有 界 的 象 . 

e. 如 果 连 续 函 数 f: (0，1) 一 R 的 象 下 有 界 ， 则 函数 有 极 小 值 . 
2. 求 下 列 每 一 个 卫 数 的 极 大 值 点 : 

a. f: [0,，1] 一 R ， 其 定义 为 f(x) =vVz+xz +4, 0 所 x 所 1. 
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ty 


b. g: [ -1，1] 一 R ， 其 定义 为 g(x) = -x (x-1/4)”*,， -1<x<1.- 
¢. hh:[-1,，1] 一 R ， 其 定义 为 h(x) =4 -2x,， -lx 和 志 1. 


. 设 a 与 是 满足 上 < 的 实数 ， 求 一 个 象 无 上 界 的 连续 函数 /: (a,， 5b) 一 R. 再 求 一 个 象 有 上 界 但 不 能 取 到 


极 大 值 的 旺 数 f: (a, 56) 一 R. 


,假设 5 是 实数 的 一 个 非 空 集 且 是 非 列 紧 的 ， 证 明 下 述 二 者 之 一 成 立 : (让 )5 中 存在 无 界 序列 ;(ii)5S 中 存在 


一 个 序列 收敛 于 不 属于 5 的 点 x。o. 


. 如 果 集 5 含有 一 无 界 的 序列 ， 证 明 由 f(x) =x 定义 的 晴 数 /: 5 一 RR 连续 但 无 界 ， 其 中 x eS， 如 果 集 5 包含 


一 个 收复 于 非 S 中 的 点 x 的 序列 ， 则 由 f(x) =171 x -xo1 定义 的 f: S 一 届 是 连续 侣 无 界 的 ， 其 中 xs Y. 


. 用 习题 4 与 5 证明; 如 果 5 是 R 的 一 个 非 列 紧 的 非 空 子 集 ， 则 存在 一 是 数 /: 5 一 R 是 连续 但 无 界 的 . 


7. 假定 函数 f: [0，1] 一 R 是 连续 的 , /(0) >0 且 f(1) =0. 证 明 在 (0， 1 中 存在 数 x。， 对 0<x<x。， 满 足 


f(xo)=0 且 f(x) >0， 即 在 区 间 [0，1j 中 存在 一 个 最 小 点 使 得 画 数 了 取信 0. 


3.3 介 值 定理 


我 们 要 证 的 连续 函数 的 图 形 的 第 二 个 重要 的 几何 性 质 是 : 如 果 连 续 项 数 的 定义 域 由 一 个 区 


间 组 成 ， 并 且 它 的 图 形 包含 线 y =e 之 上 与 之 下 的 点 ， 则 晴 数 的 图 形 与 直线 y =c 相交 ， 


定理 3.11 ( 介 值 定理 ) 假设 函数 六 [a, b] 一 RR 是 连续 的 ， 令 c 是 严格 地 介 于 


f(a) 与 1(45) 间 的 数 ( 如 图 3.4 所 示 )， 即 


fla) <e<f(5) 或 Ab) <e< f(a). 


则 在 开 区 间 (a,， bb) 中 存在 点 x。 满足 fx) = 


» 了 


图 3.4 介 于 两 个 函数 值 之 间 的 数 仍 是 函数 的 值 


证 明 ( 二 分 法 ) 我们 仅 考 虑 这 样 的 情况 : f(a) <c 及 f(b) >c， 至 于 其 他 情况 可 以 根据 这 


个 情况 用 -f/f 来 代替 f 及 -c 代替 ¢< 得 出 我们 递归 地 定义 区 间 [a,， 65] 的 闲 子 区 间 大 序列， 这些 
区 间 的 端点 收 钙 到 [a,， 585] 中 的 一 点 x， 在 该 态 作 x) =c. 


令 a,=a 及 b,=b.、 对 自然 数 x， 假 设 含 于 [a,， 6] 中 的 区 间 [a,， 6b.] 已 经 定义 ,满足 f(a,) 志 ec 


且 f(6,) >c， 考虑 中 点 m, = (a + 6b,)/2. 


e 如 果 f(m,) 生 <， 定义 a,,; = 由 .及 及 =b.: 
e 如 果 拨 mm) >c， 定 多 ai =a, 太 0, =m,. 
注意 到 对 每 个 自然 数 mn， 

Ga 


dl, ,1 < b,, < b, 天 0， 


， 到 
f(a,,1) sc 且 f(b,,,) > CC， 
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以 及 

b. - a, 
sl ~ Qnr! = 2 
由 此 可 得 对 所 有 n，(6, -a,) =(b -a)/2"””， 于 是 序列 1a,| 及 15,1 满 足 区 间 套 定理 (定理 2.29) 的 假 
设 条 件 ， 所 以 在 区 间 [a, 5] 中 存在 点 x， 使 得 ja.} 与 1 都 收敛 到 这 一 点 ， 由 于 六 [a,，8] 一 RR 在 
点 如 是 连续 的 ， 所 以 象 序列 f(a,)| 及 {1f(6,)| 收敛 到 f(x。). 对 每 个 下 标 nw， 由 于 f(a,) 大 c， 
可 得 作 %x。) <c， 同 样 由 于 f(b,) 之 c， 可 得 f 作 xo) 之 c， 由 此 得 太 x。) =c， 二 分 法 如 图 3.5 所 示 . 


b 


dn dn+! Du 一 bn+ | dn 一 dni+] bn+l bn 


例 3.12 对 任 一 正 数 c， 下 述 方 程 有 解 . 
x = cx >0. (3.7) 
事实 上 ， 考 虑 了 殴 数 1: [0, c+1] 一 R 定义 为 
f(x) =x 0O0<x 人 c+l. 
这 个 函数 是 连续 的 ， 因 为 它 是 多 项 式 , 且 
f(0) =0<c 而 Fec+l)=c +2c+1 > 
由 介 值 定理 推 得 方程 (3.7) 有 解 . 国 
对 自然 数 上 及 实数 a。，a,，…，a,， 考 虑 方程 
ao +ax+" +ax =0, xeR. (3.8) 
一 般 说 来 ， 这 个 方程 可 能 没有 任何 解 ， 例 如 ， 方 程 
l+x =0, xeR 
没有 解 ， 这 是 因为 1>0 且 x 之 0， 对 上 =1，(3.8) 式 很 容易 分 析 ， 对 k=2， 例 3. 12 保证 正 数 
的 平方 根 是 严格 定义 的 ，(3.8) 式 可 用 二 次 公式 分 析 ， 对 上 =3 及 上 =4， 和 存在 写 二 次 公式 相 类 
似 但 稍为 复杂 的 显 式 公式 确定 (3.8) 的 解 。 然而 ， 对 天 5， 对 系数 a,，al，…，a,s 任意 选取 的 
方程 (3.8) ， 不 存在 确定 其 解 的 公式 . 这 可 以 从 漂亮 的 匣 罗 瓦 定理 推 出 ， 很 可 懂 ， 这 超出 了 本 
书 的 范 国 ， 于 是 ， 妓 怕 毅 数 .六 R 一 及 只 是 多 项 式 ， 只 要 它 的 次 数 大 于 4， 通 常 就 不 能 十 分 明确 
地 确定 方程 
f(x) =0, xeR (3.9) 
的 解 。 所 以 可 以 想象 ， 当 子 数 f;R 一 R 是 用 例如 三 角 卫 数 或 指数 葡 数 定义 的 话 ， 要 确定 方 
程 (3.9) 的 解 十 分 困难 . 
但 是 介 值 定理 对 于 研究 方程 (3.9) 是 十 分 有 用 的 . 如 果 f:R 一 R 是 连续 的 且 若 能 找到 数 a， 


怠 兄 LN. Herstein 的 《Topics in Algebra》. 
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b 满足 a<b 及 Aa) :fA(5) <0， 则 方程 (3.9) 在 开 区 间 (a, 5b) 内 有 解 ， 此 外 ， 定 理 3.11 的 证 明 
方法 称 为 二 分 法 ， 该 方法 提供 一 个 递归 方法 ， 经 过 nn 步 ， 确定 [a, 58] 的 一 个 子 区 间 ， 其 长 度 
是 (b -a)/2"”， 它 含有 方程 (3.9) 的 一 个 解 . 

例 3.13 设 x 在 R 内 ， 考 虑 方程 

x +x+1=0. 

我 们 说 这 个 方程 是 有 解 的 ， 事 实 上 ， 对 所 有 x， 定义 h:R 一 RR 为 h(x) =x +x+1， 注 意 到 
h( -2)<0 及 h(0) >0， 这样， 对 限制 h:[ -2, 0] 一 R 可 用 介 值 定理 来 得 出 结论 ， 在 开 区 间 
( -2,0) 中 存在 一 点 x。， 它 是 方程 的 一 个 解 ， 国 

介 值 定理 有 一 个 稍为 一 般 化 的 形式 ， 它 之 所 以 令 人 感 兴 趣 ， 是 因为 它 可 以 适用 于 有 多 个 实 
变量 的 实 值 晒 数 . 

定义 R 的 于 集 DD 称 为 是 廿 的 (convex)， 只 要 点 4 ,Vv 在 吕 内 且 u<v,， 则 区 间 [wu,，v] 效 个 
包含 在 DD 内 . 

在 习题 11 中 我 们 给 出 了 R 的 凸 子 集 就 是 区 间 的 证 明 概 要 ， 把 区 间 这 一 凸 的 性 质 表 现 出 来 
是 有 用 的 ， 因 为 这 是 下 述 介 值 定理 的 稍为 一 般 的 推广 的 证 明 中 的 精髓 . 

定理 3.14 令 1 是 一 区 间 并 假设 函数 :1 一 民 是 连续 的 ， 则 它 的 象 (站 也 是 区 间 . 

证 明 我 们 证 明 象 灰 站 是 一 个 凸 集 .， 令 yy 与 y, 是 A(7) 的 点 且 y, <yY,， 我 们 必须 证 明 闭 区 间 
[y, ，Yy;] 也 包含 在 几 站 内 ， 事 实 上 , 令 y, <c <y,， 由 于 yy 与 y, 是 f() 中 的 点 ， 故 存在 x 与 %， 
是 了 的 点 使 得 放 x1) =y, 及 f(x,) =y,， 如 果 令 是 以 x ，x, 为 端点 的 闭 区 亲 ， 则 了 包含 在 7 了 内， 
因为 由 假设 集 了 是 一 区 间 ， 因 此 它 是 凸 的 .这样 ， 可 以 应 用 介 值 定理 到 函数 户 /一 R ， 推 出 / 内 
存在 一 点 %。 使 得 A 作 x。) =c， 这样，xo 属于 1 及 f(x。) =c， 这 就 得 到 [y,，y;] 包 含 在 f( 站 内 蚀 


习题 


1. 对 以 下 每 一 个 陈述 ， 确 定 它 的 真 假 ， 并 给 出 理由 . 
3. 若 滑 数 /: 民 一 RR 是 连续 的 , 则 JR)=R. 
b. 对 任 一 星 数 f: 【0， 1] 一 R , 它 的 象 人 [0，1]) 是 一 个 区 间 . 
c. 对 任 一 连续 函数 /:D 一 R , 它 的 象 f(D) 是 一 区 间 . 
d4. 对 一 个 连续 有 旦 严格 递增 的 函数 f: [0，1] 一 R ， 它 的 象 是 区 间 [ 0) ，A1) ]. 
2. 证 明 下 面 的 方程 有 解 : 
x +x +4=0, xeR. 


4. 对 三 数 f:D 一 R ,方程 
f(x) =xz, xeD 
的 解 称 为 f:D 一 R 的 不 动 点 ， 不 动 点 对 应 于 函数 /的 图 形 与 直线 y = x 的 交点 ， 如 果 /: [ -1，1] 一 R 是 连续 的 ， 
f 八 -1)> -1, 且 A1) <1, 证 明 f;:[ -1, 1] 一 R 有 一 个 不 动 点 . 
5. 假定 隆 数 h: [a, 58] 一 R 与 &: [a, 5] 一 R 是 连续 的 .注意 到 方程 
h(x) = g(x%), x el[a,bl 
的 解 对 应 于 图 形 的 交点 ， 证明; 如 果 4h(a) 所 g(a) 且 (5) 半 g(b)， 则 该 方程 有 解 . 


巡 续 吴 笋 47 
6. 假定 f/f:R 一 R 是 连续 的 ， 它 的 象 扩 R ) 是 有 界 的 ， 证 明 下 面 的 方程 有 解 : 
f(x) =x, xeR. 
7. 假定 色 数 /: La，6b1 一 R 是 连续 的 ， 对 自然数 上 ， 令 zx， ，…， x 是 [a，8] 中 的 点 ， 证 明 在 La, 4b 中 存在 点 z， 
使 得 


1) = 


8. 定理 3.11 的 证 明 有 一 个 构造 性 步 又 ;在 第 n 阶段 分 离 出 一 个 长 疫 为 (5 -a)/2" 的 区 间 [a,，b,] ， 它 含有 
方程 
f(x) =e, xe lao,b)] 
的 解 ， 求 富有 方程 
x +2x =2, x>0 
的 解 的 长 度 小 于 178 的 区 间 . 
9. 设 p:R 一 R 是 一 个 背 次 多 项 式 ， 证 明 方 程 
p(x) =0, xeR 
有 解 . 
10. 假设 函数 f/f: [0，11 一 R 是 连续 的 且 它 的 象 全 部 由 有 理 数 组 成 、 证 明 f， [0，1] 一 R 是 常 值 巾 数 . 
11. 设 /为 的 非 空 凸 子 集 ， 如 果 7 是 上 有 界 的 ,定义 上 =sup 1; 如 果 1 下 有 界 ， 定义 a =inf 1， 证明 以 下 结果 : 
a.、 如果] 既 没 有 上 寞 也 没有 下 界 ， 则 =R. 
b. 如 果 有 下 界 但 无 上 界 ,， 则 17=(a，%m ) 或 1=[a，w). 
c. 如 果 1 有 上 界 但 无 下 界 , 则 I=( -mm,， 8] 或 I=(-m，, 565). 
d. 如 果 了 有 界 ， 则 /是 集合 [a, 5]，(a, 5),，[a,4)，(a, 5 之 中 的 一 个 . 


3.4 一 致 连 续 性 


对 函数 1:D 一 RR 及 其 定义 域 的 一 点 x。， 我 们 已 定义 /在 x。 连续 ， 即 倘若 DD 内 一 序列 1x,1 收 
敏 于 xo， 象 序列 [Kx.)} 收 敏 于 所 xzo)， 天数 产 六 一 及 定义 为 连续 的 ， 倘 若 它 在 定义 域 也 的 每 一 
点 上 是 连续 的 ， 函 数 f:D 一 R 的 一 致 连续 性 的 概念 一 般 说 来 比 在 定义 域 上 每 一 点 连续 的 要 求 更 
多 些 ， 一 致 连续 性 在 第 6 章 积分 的 讨论 起 着 重要 作用 . 

定义 函数 f:D 一 民 称 为 是 一 致 连续 的 ， 个 车 DD 中 的 序列 [ui ，tu | 满足 

lim [ ws -1 ] = 0， 
则 
lim[f(u,) -flv.)] = 0. 
注意 在 上 述 一 致 连续 性 的 定义 中 ， 对 于 序列 fu,1 收敛 到 /定义 域 的 什么 点 是 没有 任何 信息 
的 . f 在 D 上 一 臻 连续 的 概念 仅仅 根据 这 样 一 个 直观 概念 而 形成 ， 即 “对 D 内 任意 两 点 4 与 sp， 
只 要 它们 彼此 充分 地 接近 ， 其 差 f(u) -f(v) 就 变 成 任意 小 ， 而 不 论 此 两 点 在 D 内 何 处 ”. 
: 若 旺 数 /:D 一 R 是 一 致 连续 的 ， 则 它 是 连续 的 . 事实 上 ， 对 DD 内 的 点 x+。，, 令 ix,} 是 D 内 收 
伍 于 x。 的 序列 、 对 每 一 个 下 标 n， 定 义 4 =x。 及 v, =xo。， 我 们 有 
lim[u, -v0.] = lim[x, ~ x0)] = 0, 
从 而 由 f:D 一 RR 的 一 致 连续 性 ， 
lim[f(x,) -f(x0)] = lim[flu,) -flv,))] = 0; 
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即 象 序列 f(x,)| 收 伍 于 扩 x。)， 这 样 ，f 在 ze 处 连续 . 
一 般 说 来 ， 连 续 性 并 不 蕴涵 一 致 连续 性 ， 这 可 由 下 述 两 例 见证 . 
例 3.15 定义 f(x) =x , xeR. 则 函数 /:R 一 及 是 连续 的 ， 这 是 因为 它 是 多 项 式 ， 但 这 
个 果 数 不 是 一 致 连续 的 ， 事实 上 ， 对 每 个 下 标 m， 设 
u =n 及 v =n+l1/n. 
显然 ， 
lim[ w， -7 |]】 = liml/n = 0. 
但 是 ， 对 每 个 下 标 4 /(u,) -ftv.) =2+1/m?， 所 以 
lim[flu,) -f(s.)| #0. 国 
例 3.16 定义 f(x) =1/x, xe (0, 1)， 捕 数 /: (0，1) 一 R 是 连续 的 ， 这 是 因为 它 是 在 定 
义 域 上 不 为 0 的 多 项 式 的 倒数 ， 但 该 孙 数 不 是 一 致 连续 的 ， 事 实 上 ， 对 每 个 下 标 n, 令 
上 =l/n 及 vv = 1/2n. 
显然 ， 
liml wu, -v.] = liml/2n = 0. 
但 是 ， 对 每 个 下 标 n,f(u,) -f(zv,) = -n， 所 以 
lim | f(u.,) -f/f(v.)] 关 0. 国 
上 面 两 个 例 乞 中 连续 晒 数 的 定义 域 不 是 有 界 闭 区 间 ， 下 述 定 理 断 言 : 若 连 续 晒 数 的 定义 域 
是 有 界 闭 区 间 ， 则 函数 是 一 致 连续 的 . 
定理 3.17 有 和 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 


六 [ap] 一 及 
是 一 致 连续 的 ， 
证 明 令 iju,1 及 1v,| 是 [a,，5j 的 两 个 序列 ,满足 
lim[ uw, — »,] = 0., (3.10) 
和 需 证 
lim[/(u,) -Fw)] = 0 (3.11) 


我 们 将 使 用 反 证 法 . 假设 序列 |f(w,) -As) 不 收 伍 于 0， 则 (见习 题 12) 存 在 某 个 a >0 及 一 
个 子 序列 使 得 对 每 个 下 标 n 有 
1 f(u) -fl(v)l> 6. (3. 12) 
现在 应 用 f 的 定义 域 是 有 界 闭 区 间 的 假设 .依照 列 紧 定理 (定理 2.36)， 存 在 iu,| 的 一 个 子 序 
列 |u 及 [aa， 45] 中 一 点 x。， 使 得 
limu, = xo. 


由 这 个 收敛 式 及 (3. 10) ， 可 推出 


limv, = Yo. 


| | 


但 是 f 在 %o 处 连续 ， 这 样 
limf\ wn) = f(xo) 及 limf( v.,) = f(xo) 9 
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因此 ， 
lim[f(u,) - flv,,)] = 0. 
但 是 ， 由 (3. 12) ， 对 每 一 个 下 标 上 
| flu,,) -所 ww) 1l> &. 
从 这 个 矛盾 可 知 f 在 [a，4b] 上 一 致 连续 . 宪 


习题 


i. 对 以 下 每 一 个 陈述 ， 确 定 其 真 假 ， 并 给 出 理由 . 
a. 每 一 个 连续 函数 六 R 一 R 是 一 致 连续 的 . 
b. 每 一 个 连续 函数 J: [0，1) 一 R 是 一 致 连续 的 . 
c. 每 一 个 连续 函数 . 劾 10，1j 一 到 是 一 致 连续 的 . 
d. 每 一 个 -- 致 达 续 肾 数 f:D 一 R 是 连续 的 . 
. 阁 陶 数 :D 一 R 是 一 致 连续 的 且 a 为 任 一 数 ， 证 明 函 数 af:D 一 R 也 是 一 致 连续 的 . 
. 证明: 若 f:D 一 R 及 g:D 一 R 是 一 致 连续 的 ， 则 和 f+ g:D 一 R 也 是 一 致 连续 的 . 
,对 所 有 x， 定义 f(x) = mx +b， 证 明 f:R 一 R 是 一 致 芝 续 的 . 
. 对 所 有 x* 定义 上 xz) =x . 证 明 产 R 一 R 不 是 一 致 连续 的 . 
.着 /D 一 有 及 E:D 一 R 都 是 一 致 连续 的 ， 则 其 积 大:D 一 及 也 是 一 致 连续 的 .说明 这 一 情况 并 非 必 
要 的 . 
7. 假设 函数 /:D 一 R 及 g:D 一 RR 一致 连 续 和 有利 有 界 . 证 明 其 积 记 :DR 也 是 一 致 连续 的 (提示 : 
fuwglu) -大 gp) = fu) lelu) -gv)] + g(v) LAF) - fv)].) 
8. 对 任 一 开 区 间 /= (a，6)， 求 一 不 是 一 致 连 绽 的 连 绫 函数 :1 一 RR. 
9. 对 于 实数 的 非 有 乔 的 非 空子 集 DD， 是 否 存 在 一 个 不 是 一 致 连续 的 连续 函数 1/:.D 一 R? 
10, 假设 晤 数 /: (a，68) 一 R 是 一 致 连续 的 ,， 证明/ (a,8) 一 R 是 有 界 的 . 
tt， 函数 f:D 一 RR 称 为 利 普 希 荧 臣 数 ， 如 果 存 在 一 非 负 数 C， 和 使 得 对 D 中 所 有 点 u,v 有 
| fu) -flv lecClu-yl. 


证 明 : 着 /:D 一 RR 是 利 普 希 苞 函数 ， 则 它 是 一 致 连续 的 . 
12. 假设 旺 数 f:D --» RR 是 非 一 臻 连续 的 ， 则 由 定义 知 在 D 中 存在 序列 1s.1 ，11.| 使 得 


lim[s. -4.] =0 但 lim[f(s,) -ft)] #0. 


a. 证 明 存 在 s >0 及 一 个 严格 递增 的 下 标 序 列 1n,i ， 使 得 对 每 个 下 标 上 有 1 f(s,) -fl(i,)1 2s. 
b. 对 每 个 下 标 上 ， 定 义 =s,, 及 v=t.,. 证 明 : 对 每 一 个 下 标 n， 有 


lim[ u, ~- pn ] =0, 但 1.Fue) -fl(v)|l> 56. 


全 鲍 和 志 k 


3.5 连续 性 的 gs-5 准则 


我 们 用 收敛 序列 定义 函数 广 忆 一 玉 在 万 的 点 x 处 的 连续 性 ， 其 目的 在 于 把 直观 上 的 概念 
“者 嘱 中 点 x 接 近 于 x， 则 它 的 象 九 xz) 接近 于 几 xo) "精确 化 .但 也 有 另 一 种 方法 来 抓 住 这 一 思 
想 ， 它 等 价 于 序列 收 和 敛 准则 ， 但 它 看 起 来 是 相当 不 同 的 .从 另 一 个 角度 讲 ， 连 续 冰 数 的 某 些 性 
质 可 以 看 得 更 为 清楚 . 这 一 替代 的 连续 性 准则 如 下 . 

定义 (在 一 点 处 的 a-6 准则 ) 函数 广 咏 一 玉 称 为 在 定义 域 万 的 点 xz 满足 a-6 准则 ， 如 果 对 
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每 一 正 数 & 存在 一 正 数 5656， 使 得 对 六 中 满足 |x--x。1 <5 的 x 有 
| f(x) - f(x.)1 < (3. 13) 
用 哺 数 f:D 一 R 的 图 形 来 描述 ， 在 D 的 点 x。 处 的 s-6 准则 可 重 述 如 下 : 对 关于 直线 y= 
帮 xo) 的 每 一 个 宽 为 2c 的 对 称 带 (不 管 它 的 宽度 多 么 小 ) ， 存 在 以 xo 为 中 心 的 区 间 (x。-6，x。+6)， 
其 直径 25 >0， 当 把 了 限制 在 这 个 区 间 里 时 ， 枉 数 的 图 形 位 于 上 述 的 带 状 区 域 里 ， 如 图 3.6 


所 示 . 


图 3.6 在 点 2 处 连续 的 e-6 准则 


例 3.18 对 所 有 *， 定 义 HKx) =x .我 们 断言 函数 六 R 一 R 在 点 zx, =2 处 满足 e-5 准则 ， 令 
ee>0， 我 们 需 找 到 8 >0 使 得 当 1x-21 <86 时 ， 有 


Ix -81 < ae. (3. 14) 
可 以 看 到 所 有 x， 上 述 立方 差 公 式 和 三 角 不 等 式 葡 涵 
|x -8|=| (x +2x+4)(x -2)1< 和 [xl +21xl+4]1xwx-21. 


但 是 当 1<x<3 时 ， 
|1xl +2x1+4 太 19. 
所 以 当 1 <x<3 时 ， 


Ix -8I<191x-21. (3. 15) 
定义 
6 = min|1,s/19|. (3.16) 
如 果 1x-21 <6, 则 1 <x<3 及 191x-21 <e， 所 以 从 (3.15) 得 1x -81 <s， 因 此 ， 对 
& >0， 如 果 由 (3. 16) 定 义 6>0， 则 条 件 (3.14) 成 立 . 国 
例 3.19 定义 
一 x 当 x 专 0 
人 |， 当 x > 0. 


淆 数 f.R 一 RR 在 点 xo。=0 处 不 满足 s-6 准则 ， 如 图 3.7 所 示 . 事实 上 ， 取 z=1/2， 则 不 在 
在 正 数 6 使 得 -5<x<6 时 有 性 质 
-1/2 <f(x) < 1/2,， 
这 是 因为 无 论 怎样 选取 正 数 65， 在 区 间 ( -5，65) 中 还 是 有 正 数 x 使 得 Ax) < -172. 
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y y =f (2) 


图 3.7 在 点 x。=0 处 不 满足 连续 性 的 se-6 准则 


下 面 的 定理 认定 在 一 点 上 s-6 准则 与 在 该 点 上 连续 性 的 序列 准则 是 一 致 的 . 加 
定理 3.20 对 函数 f:D 一 R 及 定义 城 吕 中 的 点 x。， 下 述 两 个 论断 是 等 价 的 ;: 
i 函数/:D 一 RR 在 xo 处 连续 ， 即 对 任 一 了 中 的 序列 |x,| ， 当 limx, =xo 时 有 
limf(x,) = A(xo). 
ii， 在 xo 处 ae-6 准则 成 立 ， 即 对 每 个 正 数 ss， 育 在 一 正 数 5， 当 内 的 x 满足 |x-xol <6 
时 ， 有 
| f(x) - f(x)|l < &s. (3.17) 
证 阴 首先， 假设 /:D 一 RR 在 x。 是 连续 的 ， 用 反 证 法 验证 点 xz 处 的 s-6 准则 ， 假 设 该 准则 
不 成 立 ， 则 存在 某 个 e, >0 使 得 对 于 s =s,。， 没 有 65>0 能 使 (3. 17) 式 成 立 ， 设 a 是 自然 数 ， 则 
(3.17) 式 对 8 =e。 及 6 =1/n 不 成 立 这 意味 着 对 每 个 自然 数 m， 在 D 中 存在 一 点 x 使 得 
1x-xol <l/n 但 1 f(x) -f(xo)1 zeo 选取 这 样 的 一 点 ,将 其 标记 为 x,.， 这 就 在 D 中 定义 
了 序列 1x,! ， 它 收 鳃 到 x。 但 根据 f;D 一 R 在 x。 的 连续 性 ，|f 八 x,)| 收 人 钙 到 人 放 xo)， 这 显然 与 
对 每 个 自然 数 n，| fx,) -A 作 xo)1 22o 的 论断 矛盾 . 这 样 ， 在 点 x。 处 se-6 准则 成 立 . 
现在 证 明 逆 命题 ， 假设 -6 准则 在 点 zx 成 立 ， 要 证 /:D 一 民 在 x。 连续， 事实 上 ， 设 |z.| 是 
D 中 收敛 到 x。 的 序列 ， 为 证 {f(x,)| 收 全 到 f(x。), 令 c>0，,， 寻找 自然 数 和 NN， 使 得 


对 所 有 宇 入 的 下 标 n, | f(x,) -f(xo)}1l < i. (3. 18) 
但 在 点 xo 处 sa-6 准则 断言 可 选 一 正 数 5， 当 D 中 的 x 满足 1x-x61 <5 时 ， 有 
| fA(x) -大 xn) < 26. (3.19) 
此 外 ， 由 于 |x,| 收 人 钱 于 *。， 可 选取 一 日 然 数 入 ， 使 得 当 n>> 和 时 有 
| x -xol<é (3. 20) 
显然 (3.20) 及 (3. 19) 蕴 涵 (3. 18 ). | 


对 连续 函数 1:D 一 R ， 经 常会 出 现 6>0 的 选取 仅 依赖 于 >0 而 与 D 内 点 的 选取 无 关 ， 我 
们 把 这 个 准则 描述 如 下 . 
定义 (在 定义 城 上 的 sa-6 准则 ) ”函数 f:D 一 R 称 为 在 定义 坡 上 满足 s-6 准则 ， 如 果 对 每 一 
个 正教 &， 让 在 一 正 数 5， 使 得 对 叫 内 所 有 u,v， 如果 | 4-vl <6， 则 有 
| 大 2) -f(rv) 1 < (3. 21) 
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例 3.21 对 xe[0,，20]， 定义 氛 x) =x， 则 函数 f: [0，20] 一 R 是 一 致 连续 的 .为 了 明 
白 这 一 点 ， 观 察 到 对 所 有 zu 和 ze [0，20]， 
| fia) -fv)1 = tuwtv liu-vl<1200|lu4u-vl. 
因此 ， 对 e >0， 如 果 定 义 5=e/1200， 则 (3.21) 成 立 . 国 
从 定理 3.20 中 看 到 ， 在 一 点 上 连续 的 序列 准则 等 价 于 在 一 点 上 的 s-5 准则 ， 下 面 是 完整 
的 类 似 证 明 ， 把 它 留 给 读者 作为 习题 ， 我 们 有 如 下 关于 上 面 所 述 的 序列 的 一 致 连续 准则 等 价 于 
定义 域 上 的 es-5 准则 的 定理 . 
定理 3.22 对 子 数 户 D 一 及 ,下 述 两 个 论断 是 等 价 的 : 
i. 甬 数 [:D 一 具 是 一 臻 连续 的 ， 即 对 DD 中 的 两 个 序列 |u,1 及 |v,| ， 若 limfu -加 =0， 则 
lim\f(u.,) ~-f(v.)) = 0. 
ii. 器 数 f:D 一 民 在 定义 域 D 上 满足 e-6 准则 ， 即 对 每 一 正 数 & 存在 一 正 数 85， 使 得 对 DD 内 
的 如 与 9， 如 果 |]u-vil <5， 则 有 
| Fe) - ro)il< ae. (3. 22 ) 


习题 


1。 对 所 有 x* 定义 f(x) =x .对 函数 在 x=2 及 x=50 处 的 连续 性 验证 s-8 准则 . 
2. 对 所 有 x 衬 0 定义 f(x) =Yx， 对 函数 在 x=4 及 *=100 处 的 连续 件 验 证 sa-6 准则 、( 提 示 : 首先 证 明 对 *30， 
xo >0, I Vr- Vrxol G1 rx-ro) /ro.) 
3. 对 所 有 x+ 定义 f(x) =x . 对 焉 数 在 每 个 点 x, 处 的 连续 性 验证 e-6 准则 . 
4. 定义 
+1 当 x < 3/4 
A = (2 当 x > 37/4. 
用 连续 性 的 e-6 准则 证 明 在 x=3/4 处 隔 数 f:R 一 R 是 不 连续 的 . 
5. 对 所 有 x 定义 h(x) =1/(1+x ). 证 明晰 数 h:R 一 R 在 RR 上 满足 sa-6 准则 . 
6. 聘 数 f:D 一 R 称 为 利 普 知 艾 陌 数 ， 如 果 存 在 某 个 数 C >0 使 得 
对 中 的 所 有 如 及 v ,| Fu) -fv}j lcClu-vl. 
证 明 利 普 希 菊 函数 在 D 上 满足 s-6 准则 . 
7. 对 0<xsl 定义 f(x) = 
a， 证 明子 数 1: [0，1] 一 R 是 连续 的 . 
b， 用 (a) 证 明 ff [0、，11 一 R 是 一 致 连续 的 . 
c. 证 明 ./: [0，1j 一 有 不 是 利 普 需 蒋 画 数 . 
8. 假设 连续 函数 /;:R 一 RR 是 周期 泪 数 ， 即 存在 一 数 p>0， 使 得 f(x +p) =f(x) 对 所 有 zx 均 成 立 ， 证 明 : f:R 一 民 
是 一 致 连续 的 . 
9. 定义 旺 数 h: [1, 2] 一 R 如 下 : 若 x 是 [11,2] 中 的 无理 数 ， 则 h(x) =0; 车 x 是 [1，21 中 的 有 理 数 且 x = 
m/n， 其 中 mm 与 n 为 自然 数 ， 它们 除 1 以 外 没有 共同 的 正 整 数 因子 ， 则 h(x) = 1/n. 
a 证明 有; [1， 2] 一 及 在 [1，2] 的 每 个 有 理 数 处 不 连续 . 
b. 证 明 : 如果 ee >0， 则 集 {xe lL1, 21 1 h(x) >s| 仅 有 有 限 个 虑 . 
ce、 利用 (b) 证 明 h: [1,2] 一 R 在 [1,，2j] 中 的 每 个 无 理 数 处 是 连续 的 . 
10. 用 定理 3. 20 的 证 明 策 略 证 明定 理 3. 22. 
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3.6 象 与 逆 象 ; 单调 函数 


在 第 2 章 里 ,我 们 证 明了 单调 收敛 定理 ; 单调 序列 收敛 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 ， 现 在 将 引 人 
单调 郑 数 的 目 然 概念 ， 并 证 明 这 样 的 琐 数 也 具有 十 分 特殊 的 且 一 般 郴 数 所 不 具有 的 性 质 .， 当 郑 
数 单调 时 ， 晶 然 可 考虑 世 的 逆 一 一 反锁 数 . 


单调 函数 的 连续 性 准则 


定义 ”函数 记忆 及 称 为 单调 递增 的 ， 倘 著 对 万 中 所 有 点 己 ，b， 
/(v) > f(u) 当 v > u. 
隙 数 :DD -RR 称 为 单调 递减 的 ， 信 若 对 中 中 所 有 点 Ww，J， 
f(y) < flu) 当 > u. 
西 教 或 者 是 单调 递增 的 ， 或 者 是 单调 递减 的 ， 通 称 为 是 单调 的 . 

可 以 看 到 在 单调 苑 数 的 定义 中 ， 介 于 上 殴 数 值 之 间 的 不 等 式 是 非 严 格 的 例如， 常 值 果 数 便 
可 认为 是 单调 隔 数 . 

现在 我 们 证 明 单 调 卫 数 有 一 个 值得 注意 的 性 质 ， 这 就 是 着 它 的 象 是 一 区 间 ， 则 函数 是 连续 的 . 
这 一 结果 与 本 章 其 他 结果 形成 鲜明 的 对 出 ， 因 为 函数 的 连续 性 在 大 多 数 情 况 下 是 假定 而 不 是 结论 . 

定理 3.23 假设 函数 /:D 一 是 单调 的 ， 若 它 的 象 f(DD) 有 是 一 区 间 ， 则 通 数 1 是 连续 的 . 

证 了 明 考虑 涌 数 /:D 一 R 是 单调 递增 这 一 情况 当 f 是 单调 递减 时 ， 可 考虑 孙 数 
—-f:D—R. 

今 x。 是 DD 中 的 点 ，{!x,1 是 DD 的 序列 且 收 铺 于 xo 对 每 个 下 标 n, 令 y, =f(x,) 及 yo = 
f(xo)， 我们 必须 证 明 fy,| 收 全 于 yp， 为 此 ， 选 择 e >0， 必 须 找 到 一 个 下 标 A 使 得 当 n 宇 入 
时 ， 有 

| y 一 yl< 2i 
即 
y <yo+e 当 n>N ( 3. 23 ) 
及 
yo -2e<y 当 n>>N. (3. 24 ) 

我 们 将 找到 一 个 下 标尺 使 (3.23) 成 立 ， 至 于 (3.24) 的 验证 完全 类 似 ， 留 作 习 题 . 

当然 ， 如 果 对 所 有 n 有 YY, 志 7。，(3.23) 将 对 NN =! 成立， 否则， 存在 序列 1y,| 的 某 个 大 于 
yo 的 项 ， 记 为 yY”， 使 得 

”> yo 及 y” 属于 象 f(D). 
但 由 假定 , 象 用 DD) 是 一 个 区 间 .， 这 样 ， 由 于 ye，7 属于 人 拟 了 ) ， 故 
区 间 [ yo,y" 」 包含 在 象 人 DD) 中 . (3. 25) 
在 D 中 选取 x' 使 得 信 x" ) =y . 因为 蚂 数 1 是 单调 的 ， 可 看 到 x。<x ,f(x6) <Ax ). 

定义 7 =minly + 6/2, y" | ,于 是 y, <y,<y ,所 以 由 (3.25), 在 D 中 存在 点 x, 使 得 

xz.) =7y ， 同 样 由 了 的 单调 递增 知 x。> xo， 
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然而 ， 序 列 tx.| 收敛 于 xe 及 x, >x。， 这 样 存在 一 下 标 入 ,使 得 当 n 宇 NN 时 有 zx, <x,。， 于 是 
由 于 /是 单调 递增 的 ， 当 m 兰 时 有 
AUx) fx) = 7 <Yyo +E. 
这 样 ，(3. 23) 对 选 定 下 标 成 立 . 如 同 已 经 叙述 过 的 ，(3.24) 的 验证 是 类 似 的 这样， 序列 
{A(x.) 是 收 钙 于 亿 x。) 的 ， 如 图 3.8 所 示 . 


-—------”----------------~-- y=f(xo+e 


Xo Xx" 


图 3.8 当 x<x 时 , f(x) < 醒 


对 于 象 是 区 间 的 一 般 隔 数 必定 是 连续 的 ， 这 是 不 成 立 的 ， 如 下 例 所 示 . 
例 3.24 定义 函数 /:R 一 R 如 下 : 
x 当 x < 0 


Hx) -人 当 x > 0, 


显然 ， 象 作 R ) 就 是 R ， 所 以 是 区 间 . 但 f:R ->R 在 x=0 处 是 不 连续 的 ， 这 是 因为 
liml/n =0 但 limf( 1/n) =~- 1 f(0). 国 
推论 3.25 今 1 是 一 个 区 间 并 假设 函数 f:1 一 展 是 单调 的 ， 则 元 数 f 是 连续 的 当 且 仅 当 它 的 
象 f(7) 是 一 个 区 间 ， 
证 阴 ”如 果 象 f(1) 是 一 个 区 间 ， 则 由 前 述 定理 知 f 是 连续 的 . 反之， 介 值 定理 (如 定 
理 3.14 所 述 ) 断 言 ， 对 一 个 连续 函数 ， 若 它 的 定义 域 是 一 个 区 间 ， 则 它 的 象 也 是 一 个 区 间 ， 图 


反 函 数 的 连续 性 


定义 另 数 1:D 一 RR 称 为 严格 递增 的 ， 倘 若 
对 品 中 所 有 的 点 4,v, 其 中 v > 4u, 有 f/f(v) > fl(u). 
加 数 /:D 一 RR 称 为 严格 递减 的 ， 人 倘若 
对 也 中 所 有 的 点 Lo 其 中 > 4u, 有 f(v) < f(u). 
函数 或 者 是 严格 递增 的 ， 或 者 是 严 客 递减 的 ， 通 称 为 严格 单调 的 . 
例 3.26 对 xz>0， 定义 几 zx) =x*. 则 函数 f: [0，% ) 一 R 是 严格 递增 和 的， 这 是 因为 当 4， 
v 在 定义 域内 有 日 u >v 时 ， 由 平方 差 公式 
2 


uw -yy =(u-v)(u+v) >0. 图 


例 3.27 对 所 有 xx， 定义 f(x) =x. 则 函数 f:R 一 R 是 严格 递增 的 ， 事 实 上 ， 由 立方 差 公 
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式 ， 对 所 有 u,v 有 
uy -vy = -vu +u+v). 
如 果 u,v 有 相同 符号 ， 则 wv >0， 于 是 w+u+v >0， 因 而 当 w>y 时 有 沁 > 坊 ， 另 一 方 
面 ， 如 果 尺 >0 >v， 则 vw >0 >v， 最 后 ,车 uw, v 中 有 一 个 是 0， 则 显然 有 ww >vi. 图 


严格 单调 郴 数 ./F:D 一 R 有 如 下 性 质 : 对 象 人 DD) 中 的 任 一 点 Y， 在 定义 域 D 中 恰 有 一 点 x 使 
得 f(x) =y， 这 一 性 质 是 重要 的 ， 因 而 它 有 专门 的 名 字 . 
定义 ”函数 六 D 一 民 称 为 是 一 对 一 的 ， 销 车 对 于 象 用 中 ) 中 的 每 一 点 yY， 在 定义 域 DD 中 恰 有 
一 点 x 使 得 f(x) =Y. 
不 难看 出 , f:D 一 RR 是 一 对 一 的 ， 只 要 对 D 中 的 u 和 wv， 如 果 f(w) =f(v)， 则 w=vw 
对 一 个 一 对 一 的 聘 数 1:D 一 RR ， 按 定义 ,大 YY 是 f(D) 中 的 一 点 ， 则 在 D 中 恰 有 一 点 + 使 
得 f(x) =y， 我 们 把 这 个 x 表示 成 f(y) ， 所 以 就 定义 了 函数 
f :CD) 一 下 ， 
我 们 称 之 为 f:D 一 R 的 反 怠 数 . 为 弄 清 楚 消 数 与 它 的 有 反 清 数 ， 一般 把 定义 城中 的 变量 记 为 *， 
而 象 中 的 变量 记 为 y， 于 是 反 跑 数 可 由 下 述 关 系 加 以 刻 历 ，; 
f (f(x)) =x 对 D 中 所 有 x; 
ff (y)) =yY 对 乓 已 ) 中 所 有 7 
正如 工 面 已 注意 到 的 ， 严 格 单调 函数 是 一 对 一 的 ， 因 而 它 有 友 函数 . 
例 3.28 对 所 有 x， 定义 聘 数 /:R 一 尺 为 /(x) = x. 由 于 f: R 一 R 是 多 项 式 , 它 是 连续 
的 .我们 在 例 3. 27 中 已 证 实 f 是 严格 递增 的 ， 现 在 由 介 值 定理 (如 定理 3.14 所 述 )， 象 
f/(R ) 是 一 个 区 间 ， 然 而 ， 对 每 个 自然 数 n， 
fln) =n >n -及 f(-n)=~-n <~n, 
所 以 AR ) 是 一 个 区 间 ， 它 是 上 无 界 及 下 无 界 的 ， 因 此 f(R ) =R. 其 反 函 数 / ”": R 一 R 有 下 
述 两 个 关于 反 了 是 数 的 特征 性 质 ， 
f(x)=x 对 R 中 所 有 x; 
Cr (7)) =y 对 f(R) = R 中 所 有 >. 
当然 标准 指数 记号 是 
y 三 f(y)， 对 R 中 所 有 y. 齐 
有 许多 防 数 是 作为 另外 一 个 函数 1:D 一 R 的 反 另 数 出 现 的 ， 它 的 性 质 可 由 原来 函数 的 人 性质 
推导 出 来 ， 当 我 们 研究 微分 时 ， 会 看 到 这 类 例子 .容易 看 出 严格 单调 蛆 数 的 反 刀 数 仍 是 严格 单 
调 的 .下 面 也 是 反光 数 继承 原来 酌 数 的 性 质 的 一 个 有 趣 例 子 . 
定理 3.29 令 了 是 一 区 闻 并 假设 函数 万 1 一 及 是 严格 单调 的 ， 出 反 函 数 广 : f(1) 一 RR 是 连 
续 的 . 
证 明 ”定义 D=f(1)， 则 函数 /”: D 一 R 是 单调 递增 函数 且 以 区 间 7 为 它 的 象 ， 定理 3. 23 
蕴涵 函数 /”:D 一 R 是 连续 的 . | 
上 面 定理 给 我 们 提供 一 类 新 的 连续 蚂 数 .对 自然 数 n， 定 义 f: [0，% ) 一 R 为 
f(x) =x 当 x 宇 0. 
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如 同 在 例 3. 28 中 所 论证 的 ， 由 符 差 公式 及 介 值 定理 可 以 看 到 /: [0，w ) 一 R 是 严格 递增 的 且 
人 L0, %m))=[0，w )， 上 面 定 理 副 涵 反 酒 数 /”: [0，% ) 一 R 是 连续 的 ， 当 然 ， 它 有 下 述 关 
于 反 哨 数 的 两 个 特征 性 质 . 
fi (x) =x 当 x 宕 0， 
(f(yY))" =y 当 y 在 fA([0,wm)) = [0,om) 中 . 
当然 ， 标 准 指数 记号 是 
y "=f (y) 当 y>0. 
y“ 称 为 y 的 n 次 根 . 
对 一 个 人 希 整 数 n 及 任 一 数 x 头 0， 定义 
x = 1/x ". 
由 归纳 法 先 对 自然 数 进行 论证 ， 对 整数 寡 ， 有 下 述 热 知 的 代数 公式 ， 其 证 明 留 作 练习 ， 对 整数 
m,n 以 及 任 一 数 x 关 0， 
x "x =x "” 及 (x)" = Yo (3.26) 
我 们 现在 将 定义 有 理 界 ， 这样 上 述 两 个 代数 性 质 仍然 保持 . 
定义 对 x>0 及 有 理 数 ?=m/n， 其 中,，n 是 整数 及 nn 是 正 数 ,我 们 定义 
x (x")'". 
但 是 这 里 有 个 问题 . 因为 每 个 有 理 数 可 以 表示 成 不 同 的 整数 的 商 ， 因 此 需 建 立 下 面 的 关 
系 : 若 m 是 整数 而 n,， 上 是 自然 数 ， 则 
(xz ) = (Cx) (3. 27 ) 
事实 上 ， 由 于 对 w >0， 
nL 一 [Cu] 一 7 
令 4=x" ,我们 有 
sm = 2) = [en)]®, 
由 此 可 得 (3. 27)， 因 此 有 理 禾 是 被 完全 定义 的 . 
我 们 把 它 留 作 习 题 ， 首 先 对 每 一 个 正 数 x 及 整数 m，n(n 为 正 的 ) ， 证 明 


(xz ) ”= (xs )”， (3. 28 ) 
然后 用 上 式 去 证 明 (3. 26) 对 有 理 数 r 及: 成立: 对 x>0， 
XX =x ” 及 (x)" = x". (3. 29) 
命题 3.30 对 x0 及 有 理 数 rr， 定 义 
f(x) = 


池 数 /: [0，oo ) 一 及 是 连续 的 ， 

证 明 我 们 把 函数 放 [0，% ) 一 R 表示 成 连续 防 数 的 复合 函数 ， 因 此 ， 由 定理 3.6， 
f/: [0，% ) 一 R 是 连续 的 . 事实 上 ， 对 * 关 0， 定 义 

g(x) =x* 及 h(x) = x". 
由 定义 ， 
f(x) = g(h(x)) = (g° h)(x) 当 x 宕 0. 

冰 数 hh: 【0，w ) 一 R 是 连续 的 ， 这 是 因为 它 是 一 个 多 项 式 ， 由 定理 3.29， 函 数 g: [0，o ) 一 R 
是 连续 的 ， 这 是 因为 它 是 定义 在 一 个 区 间 上 严格 递增 函数 的 反 范 数 . 加 
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习题 


l, 


72. 
8. 
9, 


对 下 述 每 一 个 陈述 ， 确 定 其 真 假 ， 并 给 出 理由 . 

a. 单调 函数 六 R 一 R 是 一 对 一 的 . 

b. 严格 递增 荡 数 f;R -一 R 是 一 对 一 的 . 

严格 递增 函数 /:R 一 R 是 连续 的 . 

一 个 一 对 一 的 消 数 /:R 一 R 是 单调 的 . 
求 其 象 等 于 R 的 连续 函数 /: (0，1) 一 及 . 

. 求 其 象 等 于 [0，1] 的 连续 轴 数 f: (0，1) 一 R. 

c. 求 严格 递增 且 象 等 于 ( -1,1) 的 连续 隔 数 1:R 一 R. 


an 


' 求 下 列 每 个 函数 的 象 : 


a f: [0,，%w ) 一 R ， 定 义 如 下 ; 对 x 将 0, f(x) =1/(1 +x’ ). 
b, hh (0,，1) 一 R ， 定 义 如 下 ; 对 0<x<1, h(x) =1/(x +8gx). 


. 定义 


_1x*-1 若 x<0 
AD = [1 若 *>0 
证 明 f:R 一 R 严 格 递增 且 矿 : A(R ) 一 R 在 1 处 是 连续 的 . 


. 令 D=[0， 1]U(2, 3 ] ， 并 定义 f.D 一 RR 为 


四 x 当 0<xYxs 近 1 
fA) = {。，， 当 2 < x 所 3. 
证 明 六 D 一 及 是 连续 的 ， 确定 广 : f(D) 一 R 并 证 明 f”: 作 D) 一 R 是 不 连续 的 . 这 与 定理 3.29 天 盾 吗 ? 


. 函数 记 R 一 中 是 奇 函 数 ， 倘 若 对 所 有 * 有 


fA-x) =- fx). 
证 明 : 如 果 /:R 一 R 是 奇 函 数 且 它 在 [0，% ) 上 是 严格 递增 的 ， 则 /:R 一 R 也 是 严格 递增 的 ， 
对 奇 自然 数 n， 定 义 /(x) =x*， 其 中 x*eRR， 证 明 /:R 一 RR 是 严格 递增 的 且 /(R) = 只， 
Q 是 有 理 数 集 ， 证 明 不 存在 严格 递增 函数 .六 Q 一 也 使 得 所 Q ) =RR 
对 任意 整数 m，n 及 数 zz0， 证 明代 数 伍 等 式 (3. 26) 成 立 . 


10. 对 正 数 a, 45 及 目 然 数 n，m， 证 明 : 


a = 上当 上 且 仅 当 a”= 4" 当 和 且 仪 当 a” = 4b. 


11i。 对 正 数 x 及 整数 加 ，n{n 为 正 )， 证 明 ， 


(x )" ~ (x")'", 


12. 用 习题 10 与 11 证 明 (3. 29). 
13. 令 f: [a,b] 一 RR 是 连续 且 一 对 一 的 函数 ， 满足 f 作 a) <A(48)， 令 。 是 开 区 间 (a,， 5) 中 一 点 证明 f(o) < 


fl(c) <f/(b). 


14. 令 f: [a，4bj 一 R 是 连续 有 一 对 一 的 函数 ， 满足 f(a) <f(5)， 证 明 f: [a, 5] 一 R 是 严格 递增 的 ，( 提 示 ; 


用 习题 13. ) 


15. 今 f: ia,，6b] 一 R 是 连续 且 一 对 一 的 函数 . 证 明 ; f:; [ae，b] 一 R 是 严 褚 单调 的 ，( 提 示 : 用 习题 14. ) 
3.7 极限 


在 本 章 前 面 几 节 中 已 经 研究 了 连续 晒 数 的 性 质 ， 本 市 研究 晒 数 在 接近 某 些 点 时 的 性 状 ， 这 


些 点 未 必 在 给 定 的 函数 的 定义 域内 ”对 一 数 集 D 及 一 数 x。 ， 用 记号 D\、 |xo! 表示 集 {x 在 D 中 1 
x 关 xo|、 也 就 是 说 ， 序 列 |x, | 远离 点 x。， 如 果 对 任意 n， 有 zx, 关 x。o- 
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定义 ”对 于 实数 集 呈 ， 数 2 称 为 万 的 极限 点 ， 若 在 刀 \ ixo1 中 存在 收效 到 x 的 点 的 序列 . 
例 3.31 对 满足 oe<b 的 数 e 与 45， ae 与 4 都 是 开 区 间 (a，b) 的 极限 点 ， 虽 然 它 们 之 中 任何 
一 个 都 不 属于 (a,， 4b).、 为 理解 a 是 (a,， 65) 的 极限 点 ， 只 需 注 意 ifa+ (5-a)/2n| 是 (a, 0) 中 的 
序列 ， 不 同 于 a 而 又 收 伍 到 a. 因 
例 3.32 每 个 实数 是 有 理 数 集 Q 的 极限 点 ， 事 实 上 ， 设 x。 是 任 一 实数 ， 则 根据 有 理 数 的 
稠密 性 (定理 1.9) ， 对 每 个 自然 数 m， 可 在 区 间 (xe，xo +1/n) 内 选取 一 有 理 数 q,， 则 {fq,1 是 有 
理 数 序列 ， 不 同 于 x。 而 又 收敛 到 x。 类 似 的 论证 表明 每 个 实数 也 是 无 理 数 集 的 极限 点 . 国 
定义 ”给 定 函 数 f:D 一 RR 及 它 的 定义 域 吃 的 一 个 极限 点 x。， 对 数 《， 我 们 记 


limf (x) = £,， (3. 30) 
镶 若 只 要 |x,| 是 D\ {xo1 中 收效 到 x, 的 序列 ， 就 有 
limf/(x.) = {. 


将 (3.30) 读 成 “ 当 万 中 的 xz 趋向 于 xo 时 ， 护 xz) 的 极限 等 于 6" 
对 于 函数 /:D 一 R 及 其 定义 域 D 的 一 个 极限 点 xm， 如 果 存 在 数 4 使 得 limf(x) =4， 我 们 写 
作 ”limf(z) 存 在 ";， 而 如 果 不 存 在 这 样 的 4， 我 们 写作 “lim/(x) 不 存在 ” 
比较 极限 的 定义 与 函数 在 其 定义 域 中 的 点 的 连续 性 的 定义 ， 不 难看 出 (见习 题 8) ， 如 果 *。 
是 数 集 D 的 极限 点 并 且 也 属于 九 ， 则 函数 广 D -* R 在 x。 连续 当 且 仅 当 
lmKx) = /(x0). 
因此 ， 由 于 已 经 提供 过 许多 连续 函数 的 例子 ， 所 以 我 们 已 经 计算 过 许多 极限 


例 3.33 我 们 已 经 证 明 多 项 式 的 商 在 其 分 母 不 等 于 零 的 点 处 是 连续 的 ,平方根 函数 是 连 
绫 的， 连续 晒 数 的 复合 是 连续 的 .由 此 可 得 


, 3x+3 3 
m4 -2 加 


= 2， (3.31) 


为 验证 这 一 点 ， 令 序列 |x,| 收 伍 到 1， 且 对 所 有 的 n，x, 关 1 根据 平方 差 公 式 ， 对 所 有 的 m， 
(xz -1)/(x,-1) =x,+1.， 这 样 ， 


例 3. 34 


2 


%， 


lim | 
这 就 证 明了 (3. 31). 浅 
例 3. 35 


= lim[x +1] = 2， 


多 一 8 

% -2 

为 验证 这 一 点 ， 令 序列 jx, } 收 敏 到 8， 且 对 所 有 的 mm，x,. 和 8， 根据 立方 差 人 公式， 对 每 个 n， 
x-8 = (x) -2 = (x -2)(x” +2x +4), 


所 以 根据 n 次 方 根 函 数 的 连续 性 ， 


lim 
| 


= 12. (3. 32) 
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多， 一 


lim i = lim[x” +2x.” +4] = 12. 图 
入 网 和 J 则 一 中 和 
下 面 的 定理 既是 收敛 序列 和 、 积 及 商 性 质 的 模拟 ， 也 是 推论 ,在 3. 1 节 中 我 们 对 连续 卫 数 
建立 过 完全 类 似 的 结果 . 
定理 3.36 对 于 函数 ff.D 一 RR 与 g:D 一 上 民 以 及 它们 定义 域 DD 的 极限 点 %o， 假 设 
limf( x) = 及 limg( x) = 8. 


则 
lim[f(x) + g(x)] =A+8B, (3. 33) 
lim[f(x)g(x)] = AB, (3. 34) 
如 果 Bz0， 且 对 DD 中 所 有 x， g(x)#*0， 
.f(x) _aA 
lim oy = 全 . (3. 35) 


证 了 明 设 {1x,1 是 D\ 1xo1 中 收敛 到 x%。 的 序列 ， 由 极限 的 定义 可 得 
limf(x,) =4 及 limg(%*,) = B. 


收敛 序列 的 和 的 性 质 北 涵 
lim[f(4,) + g(x,)] = A+8, (3. 36) 
收敛 序列 的 积 的 性 质 蕴涵 
lim [f(x,) g(x,)] = AB. (3. 37) 
如 果 对 D 中 所 有 的 x*，g(x) 性 0， 收 全 序列 的 商 的 性 质 弟 泣 
(x.) A 
由 极限 的 定义 ， 从 (3.36)、(3.37) 及 (3.38) 可 分 别 得 (3.33)、(3.34) 及 (3.35). 国 
我 们 还 有 下 列 关 于 极限 的 复合 性 质 . 
定理 3.37 对 和 函数 f:D 一 RR 及 g:U 一 R ,假设 xx 是 也 的 满足 
limf\ x ) = yo (3. 39 ) 
的 极限 点 ，yo 是 UU 的 满足 
limg(y) = € (3. 40) 
的 极限 点 ， 此 外 ， 假 设 
f(D \ tx ) 包含 在 U\ yo 中 ， (3.41) 


则 
lim(g。 f) (%) = £. 
证 阴 设 1x,| 是 D\ x6! 中 收敛 到 zx。 的 序列 。 从 (3.39) 可 得 fx,)| 收 人 钱 到 y,。， 对 每 个 旧 


然 数 mn， 今 y =Ax,)， 则 序列 {y。 | 收 伍 到 yo， 假设 由 (3.41) 可 推出 1y.1 是 VU\ 1y,| 中 的 序列 . 
从 (3.40) 可 得 1g8(7,) | 收敛 到 4 因此 ， 


lim(C&。. 记 (xs) =. 国 
例 3.38 假设 卫 数 /:R 一 R 有 下 列 特性 : 
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fx) -Ko)  。 
# 一 心 pp 


由 极限 的 复合 性 质 可 得 ， 如 果 上 是 任意 自然 数 , 则 
As) -100) _» 


lim 


lim 
x—0 


此 外 ， 对 任 态 和 关 0， 由 极限 的 复合 性 质 也 可 推出 
Jim Ae) - /(0) 一 6 ， 


所 以 
lm 一 人 ol Se (0) -ee 国 
习题 
1， 求 下 列 极限 或 确定 它们 不 存在 : 
a. lim{t xl b. lim + ¢. Lim da. lm 
xz 下 一 中 >02 + ,i ,4 
2. 证 明 : 
.x -1 Ax 
人 bmz =4 b. im 


. 定义 函数 /:R 一 RR 如 下 ， 若 x0， f(x) =x+] 及 A(0) = 4. 证 明 lim x) =1, f 在 x=0 处 不 连续 ， 
4. 求 下 列 极限 或 确定 它们 不 存在 ， 
a imi tl bp jim! + 1/x* jm +1/(x-1) 
0 TAX :~01+1l/x sl2 +1/(xr-1)’ 
. 设 D 是 仅 由 单个 数 x。 所 组 成 的 实数 集 ， 证 明 集 了 无 极限 点 .同样 证 明 自 然 数 集 N 无 极限 点 . 
. 设 九 是 R 的 非 空子 集 且 有 上 界 、 问 sup DP 是 否 是 D 的 极限 点 ? 
. 解释 为 什么 在 lim/( x*) 的 定义 中 必须 有 x。 是 DD 的 极限 点 这 一 条 件 . 
. 8. DD 中 的 点 x, 称 为 也 的 孤立 点 (iaolated point) ， 倘 若 存在 r>0 使 得 在 区 间 (x。-r，x。 +7) 中 仅 有 的 DD 的 点 
是 xs 本身 . 证 明 D 中 的 点 xz。 或 者 是 品 的 弧 立 点 或 者 是 DD 的 极限 点 . 

b. 假设 xz 是 D 的 孤立 点 .证 明 每 一 个 沙 数 f.D 一 R 在 zx。 是 连续 的 . 

¢. 证 明 : 如 果 刀 中 的 点 %。 是 了 的 极限 点 ， 则 哨 数 f;:D 一 RR 在 是 连续 的 当 且 仅 当 lim/(x) = 所 xzo) 
9. 假设 函数 /:R 一 R 具有 如 下 性 质 ， 存在 其 个 虹 >0， 使 得 
对 所 有 x eR |1f(x)lI<MIxl:. 


ae 局 全 二 


证 明 
gr 0 及 国人 -9 
10. 对 每 个 数 x， 定 义 信 x) 是 小 于 或 等 于 z 的 最 大 整数 ， 画 出 函数 /F:R 一 R 的 图 形 ， 给 定数 x。 ， 分 析 极 限 
limf( x). 
11.。 设 上 为 自然 数 。 证明 | 
xz -1 _ 人 


1im 
:+l 


xT—|1 
12. (一 般 单调 收 伍 原理) 设 a 与 8 是 满足 a <6 的 数 且 集 1= (a，6b). 假设 函数 f:1 一 R 是 有 界 的 且 是 单调 递增 
的 . 证 明 limfx) 枉 在， 


4.1 导数 代数 
了 清 数 f:R 一 R 的 最 简单 的 类 型 是 图 形 为 直线 的 吗 数 . 对 于 这 样 的 画 数 ， 比 
f(x,) — f(x,) 


(其 中 x, 半 x,) 不 依赖 于 感 *) 与 x; 的 选取 ， 用 m 表示 这 个 比 并 称 m 为 了 的 图 形 的 儿 率 ( slope). 
所 以 ,图 形 为 一 直线 的 卫 数 /完全 可 通过 指定 它 在 某 一 点 (比如 x) 的 函数 值 然 后 再 指定 它 的 笠 
率 m 而 确定 . 因而 ， 它 可 由 如 下 公式 定义 : 
对 所 有 x eR, fx) = f(r) +m(x - xo). (4.1) 

对 图 形 不 是 直线 的 函数 ， 说 “图 形 的 斜率 ”就 毫 无 意义 ， 然 而， 许多 孙 数 有 这 样 的 特性 : 
在 特定 点 其 图 形 可 由 切线 近似 ， 我们 稍 后 会 给 出 确切 含义 ， 于 是 可 以 把 图 形 在 某 点 的 斜率 定义 
为 切线 的 斜率 .斜率 是 随 点 变化 的 ， 当 可 以 确定 每 一 点 的 斜率 时 就 有 了 分 析 旺 数 的 非常 重要 的 
资料 ， 这 是 微分 法 背后 基本 的 几何 概念 “. 

一 个 会 有 点 z 的 开 区 间 1= (a，0) 称 为 zxo 的 一 个 邻 域 . 


切线 与 导数 


为 使 上 述 描 述 精确 化 ， 我 们 需 定义 切线 ， 对 函数 f:1 一 R ,其 中 1 是 点 x。 的 一 个 邻 域 ， 对 
于 了 中 一 感 x(x 壮 xo) ， 连 结 感 (%。， 似 %0)) 与 (x*， 所 x)) 的 斜率 是 
f(x) -f(xo) 


多 一 Xo 


如 图 4. 1 所 示 . 


图 4.1 在 后 (x*。， 所 xo)) 处 切线 的 人 铅 率 的 近似 


BB 我 们 将 要 对 可 微 函数 ( 它 的 图 形 不 是 直线 ) 证 明 式 (4. 1) 的 一 种 形式 ， 称 为 第 一 基本 定理 (对 导数 求 积分 ) :对 一 个 
可 微 函 数 AP:R 一 R ， 它 的 导数 是 连续 的 ， 式 (4. 1) 变 成 : 对 所 有 x， 


f(x) = f(x0) + [fae 
这 里 的 公式 和 符号 将 在 第 6 章 说 明 . 
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可 以 期 待 : 若 ./7 一 及 的 图 形 在 点 (*xe， 帮 zxo)) 处 有 一 条 斜率 为 mo 的 切线 ， 则 有 
A -f(zxo) 


+ 1 -po 
定义 令 了 是 点 io 的 一 个 邻 域 ， 函 数 .1 -有 称 为 在 x。 是 可 微 的 ， 如 果 
A -f(xo) 


| (4.2) 
于 下 讨 一 交 0 
存在 ， 在 此 情形 下 用 广 (xu) 表 示 上 述 极 限 并 称 它 为 六 1 一 及 在 zx 的 导数 ， 即 
， f(x) — f(xo) 
f(x0) = ln (4.3) 


如 果 瑟 数 f:I 一 R 在 1 中 的 每 一 点 都 是 可 微 的 ， 就 说 f:1I 一 中 是 可 微 的 并 称 函 数 族 :I 一 民 为 
f:1I 一 RR 的 乎 数 . 
对 在 x。 可 微 的 函数 :1 一 R , 称 由 方程 
7 = f(x0) +f (x0o) (x 一 2%o)， eR 
确定 的 直线 为 了 的 图 形 在 点 (xzo， 扰 zxo)) 处 的 切线 如 图 4.2 所 示 . 


了 


y= f(xo) + f(xoMx ~ x0) 


图 4.2 Jf 在 点 (x。， 扩 xo)) 的 图 形 的 切线 


注意 ， 由 于 lim[x - 6。] =0， 在 确定 可 微 性 的 不 能 用 极限 的 商 公式 ， 为 解决 这 个 问题 ， 在 


这 里 及 下 一 节 里 讲述 了 一 种 计算 (4.2) 型 的 极限 的 技术 ， 称 为 求 导 法 则 ， 我 们 先 考 虑 某 些 特殊 
的 例子 . 


三 个 例子 


例 4.1 对 所 有 *， 定 义 作 x) =mx +b、 那 么 , f:R -一 R 是 可 微 的 ， 且 对 所 有 x 有 
f(x) = m. 
事实 上 ， 对 R 中 的 x。， 者 x 关 x。， 则 
xs) - Axo) 加 m(x— zo) 
一 hn 
和 一 Xo 一 Xo 
这 样 ， 
f(x) -f(x,o) 


iim 一 limm 一 [下 。 时 
¥—* 0 多 一 No Fs—*0 
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例 4.2 考虑 图 形 不 是 直线 的 最 简单 的 多 项 式 ， 定 义 凡 zx) =x ，xeR， 那么 , /:R 一 R 是 
可 微 的 且 
对 所 有 x 上 及， ff"(x) = 2x. 
事实 上 ， 对 及 中 的 每 个 x。， 由 平方 差 公式 ， 如 果 x* 关 x。， 
f(x) -f(xo) x — x0 _ (x -Xo) (x + Xo) 
xX—%o X 一 %0 % 一 和 0 
所 以 ， 
f' (xo) = lim ee = lim[x +x, | =2xo. | 


例 4.3 对 所 有 %， 定 义 /(x)=1xl. 那么 ,f/f:R 一 RR 在 x=0 处 不 可 微 .、 为 看 到 这 一 点 ， 
注意 当 x >0 时 ， 
f(x) - f(0) 二 | x | = 1 


xX—-0 x 
而 当 x <0 时， 
这 就 得 出 
tim AAD -1 及 ADO-AO --1 
这 样 
i 不 存在 
容易 看 出 当 xz#0 时 , f 是 可 微 的 ， 且 当 x>0 时 (x) =1, 而 当 x <0 时 f(x)= -1， 加 
求 正 整 数 堵 的 导数 


命题 4.4 对 自然 数 n， 定 义 f(x) =x  ，xeER， 那 么 ， 函 教 广 开 一 及 是 可 报 的 ， 且 对 所 有 >x， 

f'(x) = nx. 

证 阴 ” 辐 定 数 x。 ， 注 意 到 由 畴 差 公 式 ， 
对 所 有 x eR，,， x ~xi = (xr- Xx)(x" +x Yo++X + xa!), 

因此 
如 果 > * Xo ， PO 一 Ya 十 区 "和 + 。。 二 Xe + Xa | 
可 以 看 到 等 式 右 边 有 nn 项， 每 一 项 当 x 趋 于 xo 时 以 如 ”作为 极限 这样， 由 极限 的 和 的 性 质 ， 
. f(x) -f(xo) A-] 
1m 一 一 一 一 = 二 nxo . 


站 名 一 Xo 


可 徽 函 数 是 连续 的 国 
命题 4.5 设 了 是 点 wo 的 邻 域 ， 假 定 函 数 广 一 及 在 xo 是 可 徽 的 ， 那 么 ,1 一 及 在 xo 是 连 
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续 的 . 
证 明 由 于 
| f(x) - f(xo) 
i 一 
x—#0 ~ Xo 


从 极限 的 积 的 性 质 可 得 
lim[ f(x) - F(x )] = lim [A Axo) . (x - xo) | 
可 一 区 个 Er) pp 一 Xp 


= f'(%) :0=0. 
于 是 lim/(x) =/(x。)， 这 意味 着/ 在 x。 是 连续 的 . 


正如 例 4. 3 所 示 ， 函 数 在 一 点 的 连续 性 并 不 区 涵 画 数 在 该 点 的 可 微 性 . 


求 和 、 积 及 商 的 导数 


定理 4.6 设 1 是 点 xo 的 邻 域 ,假设 函数 :1 一 民 和 g:1 一 展 在 x 是 可 徽 的 . 


(i) 和 f+g:1I 一 R 在 x 是 可 微 的 ， 且 
(f +8)'(x0) = f° (x) +g (ro0); 
(ii) 积 大 :5 一 及 在 zo 是 可 微 的 ， 且 
(fg)'(x0) = f(xo)g (x0) +f' (x0) g(xo); 
(二) 如 果 g(x) 到 0，x eT， 则 饮 数 1/g8:1 一 民 在 xo 是 可 柚 的 ， 且 
1 , 8 (%0) 
(3 0) = (gE(xo)) 
(iv) 著 对 了 中 所 有 xx，gx) 天 0， 则 商 Jg:T 一 及 是 可 微 的 ， 且 
[A's) _ B(xo)f 《xzo) -Aro)g (xo) 
& (g(xo)) 


(i) 的 证 朋 设 xel 且 xz#%o， 


f+e)(x) -f+e) (0) _ fr) -fxro) 8(x) -el%o) 


和 一 %0 xX 一 %0 和 一 Xo 
于 是 由 导数 的 定义 及 极限 的 和 的 性 质 ， 
| (f+ 8)(x) - (f+ 8)(%,) 


=f (x0) + g (xo). 


~ X 一 X0 


=f'(%) 且 lim[x-xol=0， 
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(ii) 的 证 明 ”在 本 证 明 中 ， 为 便于 分 解 因 式 ， 在 分 子 中 我 们 减 去 和 加 上 项 f(x)g(zx。). 


xel Hx x,, 
(fe) (x) -~ (fa)(xo) flx)g(x) -f(xo)g(xo) 


和 一 和 0 一 Xo 


_ f(x) g(x) -f(x)g(x0) + f(x)g(x0) ~ f(xo) g(xo) 


X— Xo 


= f(x) [2 E07] + es) [SO A ]. 


斌 分 法 03 


由 于 可 微 性 蕴涵 连续 性 ， limf( x) =f(x6o)， 所 以 ,运用 导数 的 定义 及 极限 的 和 与 积 的 
性 质 ， 
lim JE) (2 - (8) (xo) 
=f(xo)g' (x0) + g(xo)f "(xo). 
( 坊 ) 的 证 明 对 7 中 zx 且 x 天 xo， 
(l/g)(x) 一 (18) (xzo) _ 1/g(*) ~ 1/g(%o) 


— | -8(*)] 
rE 和 一 Xo 


=- 一 Ez A | 
g jC) x -Xo 
由 于 可 微 性 蕴涵 连续 性 ， lmgt x) =8(xo). 因此 ， 可 用 导数 的 定义 以 及 极限 的 积 与 商 的 性 
质 ， 从 上 面 的 恒等式 得 到 
ml (1/8)(x) - LE (0) | = TE ‘Xo) x0) 


和 X 一 2 (E(xzo))” 
(iv) 的 证 明 对 7 中 的 x* 且 * 关 xz， 有 
f(x) _ 1. 
g(x%) gl*) 
商 的 导数 公式 现在 可 由 (i) 及 (ii) 推出 . 加 


命题 4.7 对 整数 m， 如 果 nn 之 0， 定 义 集 口 =RR， 如 果 n<0,， 定义 集中 =|xeR | xx0i. 
对 所 有 xeO, 定义 
f(x) = 2 . 
函 教 大 O 一 和 是 可 徽 的 且 
对 所 有 x e 四， (xz) = nw!. 
证 明 n>0 的 情况 显然 就 是 命题 44， 所 以 只 需要 考虑 n <0 的 情形 .但 如 果 n <0， 则 


对 所 有 % e 中 @， f(x) = 二 


其 中 -nm 是 自然 数 ， 那 么 ， 由 命题 4.4 及 可 微 函 数 倒 数 的 求 导 公式 [定理 4.6 的 (四 )] 可 得 
六 OO 一 及 是 可 微 的 且 

对 所 有 x e 中， f/f'(x) = 一 = nr”! 国 

推论 4.8 对 多 项 式 p:RR 一 RR 及 gq:R 一 尺 ， 定 义 集中 = |xeR1aq(x) 关 01}， 那 么 ， 商 
p/9:O 〇 一 RR 是 可 微 的 . 

证 明 ”由 命题 4.4 及 定理 4.6 的 (i) 及 (ii) 可 得 p; OO 一 RR 与 9;O 一 RR 都 是 可 微 的 ， 则 定 
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理 4.6 的 (iv) 推 出 p/g:O 一 R 是 可 微 的 . 国 
习题 


1. 对 以 下 每 一 个 陈述 ， 确 定 它 的 真 假 ， 并 给 出 理由 ， 
a. 若 浮 数 f:R -RR 在 x, 处 连续 ， 则 它 在 x。 处 可 微 ， 
b. 着 函数 .RR 一 RR 在 x 处 可 微 ， 则 它 在 x。 处 连续 . 
c. 若 联 数 ;R -> R 可 微 ， 则 Jf:R 一 R 也 是 可 微 的 . 
2. 对 所 有 x*， 定 义 f(x) =x +2x+1， 求 出 /的 图 形 在 点 (2，13) 处 的 切线 方程 ， 
3。mi ，m: 是 数 ， 且 ,天 让: ， 定 义 
mx + 人 4 xr 0 
A#) = 1。 +4 当 x 宕 0. 
证 明 防 数 /:R 一 R 在 x=0 处 连续 但 不 可 微 . 
4. 用 导数 的 定义 直接 计算 下 述 各 函数 在 x =1 处 的 导数 . 
a 对 所 有 x>0, f(x) = Vx+1. 
b. 对 所 有 xeR, f(x) =x +2x. 
¢， 对 所 有 xeR, x)=17(1 + Xx’ ). 
5. 求 下 列 极 服 值 或 确定 它们 不 存在 : 
x—1 . x -16 


6. 令 1， J 是 开 区 间 及 函数 :1 一 RR 与 h:] 一 RR 满足 性 质 h(J) SGI， 所 以 定义 了 复合 /。h;J 一 R， 证 明 ; 如 果 
xo 在 J 内 ,4h:J 一 RR 在 点 x。 处 连续 ， 当 > 天 xe 时 h(x) h(xo) 以 及 f:1 一 RR 在 点 h(xo) 是 可 微 的 ， 则 
f(A(z)) -fh(xo)) 
a hls) hs) /Ne)) 
7. 用 习题 6 证 明 : 若 f:R 一 RR 在 x =1 处 可 微 ， 则 : 


十. lim A+ A = 上 请 (1) b lim (A 7 =f"(1) 
久 一 必 ed 1- 

e. lm/ AD -A p01) d. lim fe A 2p'(1) 
证 一 和 宽 一 s—=l 于 一 


e lim RAD -3p°0) 


(提示 : 对 于 后 两 个 极限 ， 先 使 用 大 着 公式 . ) 
8. 对 自然 数 mnz2， 定 义 


0 车 x* 志 0 
fs) = {2 若 x > 0. 
194 | 证 明 阴 数 f;:R 一 R 是 可 微 的 . 
9. 假设 函数 f:R 一 R 有 如 下 性 质 : 
对 所 有 的 x € RR， -x f(x) 大 和 


证 明 /.R 一 RR 在 x*=0 是 可 微 的 ,有 上 且 f"(0) =0. 
i0.。 对 实数 4 与 5， 定 义 
_ 3x’ 若 x 志 1】 
gl*) 1 ， 若 x > 1， 
a 与 少 为 何 值 ， 画 数 &:R 一 R 在 zx=1 处 是 可 袜 的 ? 
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11. 假设 阔 数 g:R 一 R 在 x=0 是 可 微 的 ， 还 假设 对 每 个 自然 数 4，g(1/n) =0. 证 明 g(0)=0 且 g'(0) =0. 
12. 假设 函数 广 R -+ R 是 可 微 及 单调 递增 . 证明 对 所 有 x 有 /'(x) 0. 
13. 假设 函数 /:R 一 R 是 可 微 的 及 存在 一 有 界 序 列 |x,1{ 若 nm，x, 二 x ) 使 得 对 每 一 下 标 n 有 f(x,) =0. 证 
明 存 在 点 zx 使 得 Kxo) =0 及 f(x6) =0. (提示 ; 应 用 列 紧 定 理 . ) 
14. 假设 函数 f;R 一 R 在 点 x。 处 可 微 ， 分 析 极 限 
1im fxo+h) -fxo -hk) 
A 一 0 h 
(提示 : 在 分 子 式 中 加 碱 f(x,).) 
15, 设 函 数 /:R 一 R 在 x。 是 可 微 的 .证 明 
im 下 和 一 5 大 二 
ss0 x ~ Yo 
16. 设 函 救 f:R 一 RR 在 x=0 是 可 微 的 .证 明 
Lim Kx ) -/0) = 0. 
一 必 bs 


= fAxo) - xof (Xo). 


17. 假设 函数 f;:R 一 R 在 0 处 可 微 ， 对 实数 a, 了 及 c 且 cx0， 证 明 


hm 
二 一 用 


18. 令 函 数 h:R 一 及 是 有 界 的 . 定义 画 数 人 有 一 及 为 
f(x) = 1 +4x + x h(x) (对 所 有 x)， 
证 明 /(0) =1 及 f'(0) =4( 注 意 : 这 里 没有 关于 函数 h 的 可 微 性 的 假设 ). 
19. 对 自然 数 n， 几 何 和 公式 断言 


A -A = [和 = 外 oo) 


有 十 
如 果 和 天 11+x+…+X = 一 
一 考 


根据 微分 法 求 下 列 和 式 : 
1] +x+2x + +nx’ 
然后 骨 求 下 列 和 式 : 


1 +2x+ -+nx"'. 


4.2 求 反 函 数 与 复合 函数 的 微分 


定理 3. 29 断言 ， 若 7 是 区 间 ， 郴 数 ./.7 一 有 是 严格 单调 的 且 象 为 了 = 帮 D) ， 则 它 的 反 画 数 
f"':J 一 R 是 连续 的 ， 若 了 在 点 x。 处 可 徽 ， 很 自然 地 会 考虑 反 函 数 广 在 /中 的 点 xm 一 Fxo) 处 
的 可 微 性 问题 我 们 将 证 明 : 若 f 在 点 x。 是 可 微 的 且 m=f'(x。)， 那么 车 m 头 0， 反 水 数 /” 在 
yo 处 便 可 徽 且 在 ye。 处 的 导数 等 于 1/m， 在 证 明之 前 ， 我 们 先 几 何 地 解释 一 下 为 什么 这 个 公式 
是 自然 的 . 

事实 上 ,假设 函数 :1 一 R 在 点 xe 可 微 及 在 点 p = (xz。，Yo) 处 的 切线 《 是 非 水 平 的 ， 这 就 
意味 着 

m= /f'(x,)z0. 
那么 ， 对 反 函 数 而 言 ， 在 点 p 处 的 切线 仍 是 同一 个 f， 从 反 函 数 的 观点 看 ， 切 线 《定义 为 以 生 
直 轴 为 定义 域 的 函数 的 图 形 ， 因 而 它 的 斜率 是 严 王 广 (xo ) 的 倒数 ， 如 图 4. 3 所 示 . 
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> = fx) 


mm py 
图 4.3 (人 (F ) (7) =1/7'(x,) 
例 4.9 对 R 中 的 所 有 x， 定义 


f(x) = 2x +1. 
项 数 FR 一 有 的 图 形 是 斜率 为 2 的 直线 ， 果 数 的 导数 是 常数 ， 此 常数 是 2， 反 郴 数 


广 :R 一 及 显 式 地 由 


广 (7) = y/2 -1/2 对 所 有 7 

给 出 。 此 孙 数 的 图 形 是 一 条 直线 ， 其 斜率 为 1/2， 所 以 反 函 数 的 导数 是 常数 ， 其 值 为 1/2， 萝 

例 4.10 对 x>0,， 定义 

f(x) = x 
函数 /， (0，% ) 一 R 是 严格 递增 的 , 广 (3) =6， 这样 ,的 图 形 在 点 (3，9) 的 切线 的 斜率 等 于 
6， 这 个 函数 的 反 顶 数 广 : (0，m ) 一 R 由 下 面 显 式 给 出 : 
广 (y) = YY 当 y > 0. 
我 们 期 待 反 嫩 数 的 图 形 在 点 y。=9 处 的 切线 的 斜率 是 1/6， 事 实 上 , 着 yY>0 及 yz9， 则 由 于 
y~9 = (Vy+3)(YyY -3)， 故 
PON HI 1 
y-9 y-93 yy+3 -3 +3 
这 样 ， 由 平方 根 阻 数 的 连续 性 ， 
Lim f° (y) -f° (9) 
y-9 


y—9 


. 1 
lim 
7 y+3 


反 函 数 的 导数 


定理 4.11 邻 1 是 x。 的 一 个 分 域 及 画 数 J:1 一 R 是 严格 单调 且 连 续 的 ， 假 设 f 在 x。 处 可 徽 
及 f'(xo) 关 0， 定义 J=f(1)， 则 反 函 数 f :J 一 BR 在 点 y,。=f/(zx。) 处 可 微 且 


AA) _ l 
(f ) (yo) f(xo) 
证 明 由 介 值 定理 知 了 是 y。= 扩 zx) 的 一 个 邻 域 ， 对 中 的 点 y 且 y 关 Y。， 定 义 


(4. 4) 
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x=f (7y), 
所 以 
f (7) -ff (7) 1 -fxo) (4.5) 
一 yo X 一 Xo 
由 于 反 贤 数 f”" :J 一 及 是 连续 的 ， 
limx = limf ~ (y) = f(y) 三 Xo. 

由 极限 的 复合 性 质 、 极 限 的 商 的 性 质 以 及 /;1 一 R 在 x。 处 可 微 的 定义 得 出 

i f(y) -f° (yo) lim fA -f(xo) 】 

7 *70 yy~ Yo YY0 -Xo f° (xo) 
这 样 ,f” :J 一 R 在 y, 处 可 微 且 它 的 导数 由 (4.4) 给 出 . 国 


经 常 将 反 泪 数 视 作 原 始 对 象 ， 在 这 种 情况 下 我 们 把 变量 改 为 x， 因 此 提出 下 述 推 论 . 
推论 4.12 令 1 是 一 个 开 区 间 ， 人 假设 函数 f.1 一 RR 是 严格 单调 、 可 微 的 且 对 本 中 的 每 一 点 
导数 不 为 堆 ， 定 义 J=f(1). 则 反 务 数 f':J 一 RR 是 可 微 的 且 


-1 、 1 加 1 
U )(#) = pe)) 
证 明 ”由 于 可 微 性 蕴涵 连续 性 ， 所 以 函数 /:1 _* R 是 连续 的 .于 是 可 在 中 的 x 处 应 用 前 
述 定理 ， 其 中 x=/(f"'(x))，, 而 -1(x) 扮 演 上 述 定理 中 wx 的 角色 . 国 


命题 4. 13 对 于 自然 数 n， 定 义 g(x) =x“,，x>0， 则 西数 g: (0，m ) 一 R 是 可 微 的 ， 且 
对 所 有 x>0， 


elJ. (4.6) 


(x) - Lye! 
证 阴 ”如 果 f; (0，m ) 一 民 R 定义 为 对 x>0,， f(x) =x"， 则 根据 定义 ,水 数 g: (0，% ) 一 R 
是 f: (0，% ) 一 R 的 反 旺 数 . 按照 命题 4 7， 如 果 x>0, f'(x) =nx"*“， 由 推论 4.12 可 以 推出 


如 果 x > 0， 


1 1 1ya -1 


! 二 1 之 一 王 本 
g (x) ~_f’'(g(x)) n(x ”)"” ~ 站 
复合 西数 的 导数 


我 们 前 面 证 明 过 连续 陆 数 的 复合 函数 是 连续 的 ， 可 微 取 数 的 复合 函数 是 可 微 的 ， 并 且 存 在 
复合 项 数 的 导数 公式 .这 就 是 下 面 定理 的 内 容 . 

定理 4. 14( 链 式 法 则 (Chain Rule)) 设 了 是 点 2 的 邻 域 ， 假 设 函 数 F:1 一 及 在 xi 是 可 微 的 . 
设 J 是 满足 八 1) 和 J 的 开 区 间 ， 并 假设 函数 8 一 有 在 败 xo) 是 可 微 的 ， 别 复合 函数 ge。 一 及 在 
xo 是 可 微 的 ， 且 


(Cg。 力 (zx,) 一 g' (f(xo) )fF' (ro ). (4.7) 
证 阴 定义 y=f(xo)， 对 1 中 的 每 个 x，x 关 x。， 若 令 y=f(x)， 则 由 于 
f(x) -f(xo) 


= ] ， 
yy 一 Yo 
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我 们 有 


(go° f(x) (g° (x0) 8(7) -go) EC) -So) fx) -fxo) (4. 8) 
0 


车 y-y =f(x) -f(zxo) 关 0. 如 果 存 在 含有 zx。 的 开 区 间 ， 其 中 如 果 x 关 xo 就 有 f(x) 关 f(x。)， 则 
通过 对 上 述 恒等式 取 极 限 ， 并 用 极限 的 复合 性 质 与 积 的 性 质 便 可 得 要 证 的 结果 . 在 不 存在 这 样 
的 区 间 时 结论 可 能 成 立 的 理由 如 下 .引进 辅助 函数 :J 一 R 定义 为 

[g(y) ~- g(yo) /ly-yo] 者 YE JHYzY, 


h(y) = | 
g' (yo) 大 YY = yo 
注意 到 
对 所 有 Ye J, g(y) -ge(yo) = h(y)ly -yo]， 
所 以 上 述 恒等式 (4.8) 可 以 改写 为 
对 1 中 的 x 关 加 ， 中 8 - nC)) AO -Ae)]. (4.9) 
事实 上 ， 如 果 扩 x) 关 f(xo)， 则 (4.9) 与 (4.8) 一 致 ， 而 如 果 f(x) = 玉 xo)， 则 (4.9) 的 每 一 边 等 于 0. 

正 是 由 g'(y,) 的 定义 可 得 :J 一 RR 在 Y。, 是 连续 的 ， 进 而 f:1 一 RR 在 zx。 的 可 微 性 荡 涵 /7 一 R 
的 连续 性 ， 于 是 由 于 连续 范 数 的 复合 函数 是 连续 的 ， 所 以 g。 太 -一 及 在 x 也 是 连续 的 ， 由 此 ， 
用 极限 的 积 定 理 及 恒等式 (4.9)， 可 得 到 

lim Se 一 户 ( JUxo)) 广 (xzo ) = g' (f(xo) ) 广 (xo)， 国 

回忆 在 3.6 节 中 ， 对 有 理 数 +=m/n， 其 中 m,n >0 是 整数 ,我 们 已 经 对 rr 次 蜂 聘 数 作 了 
定义 ， 即 令 x 一 (入 )“( 当 xx>0)， 并 已 证 明 它 是 连续 函数 .现在 要 证 明 r 次 需 函 数 是 可 微 的 . 

命题 4.1S 对 有 有理数 r， 定义 h(x) =x ，z>0， 则 函 教 有， (0，m) 一 及 是 可 微 的 ， 且 

h'(x) =rx xx > 0. 

证 上 明 ”由 于 r 是 有 理 数 ， 可 以 选取 整数 m 及 n， 其 中 n>0 使 得 r=m/n， 对 x>0， 定义 
f(x) =x" 及 g(x) =x“， 所 以 由 定义 h(x) =g(f(x)). 按照 命题 4.7, 若 xyx>0， 函数 
f: (0，%w ) 一 R 是 可 微 的 且 f(x) =mx" ， 另 一 方面 ， 按 照 命题 4 13， 若 zx >0， 函 数 g5: (0，om ) 一 R 
是 可 微 的 且 g'(x) = (1/n)x“””， 由 链 式 法 则 ， 可 得 


若 x >0, h(x) = (go f(x) = g' (f(x) f(x) = (1/n)(x") (nx ) = rz 国 
习题 
1. 假设 函数 f:R 一 R 与 5:R 一 R 是 可 微 的 ， 并 定义 hm 六 g: R 一 R. 若 g(1) =2, g(2)=1,f'(1)= -1， 
(2) =2, 8g'(1) =3 及 g'(2) =4, 求 h'(1) 与 4'(2). 


2. 对 所 有 x >0， 定 义 f(x) =1/ VI+x. 求 (f7')'( VI75). 


3. 对 x >0， 定 义 放 x) =i/x， 证 明 广 :(7) =1/YY( 当 y>0). 直接 计算 反 函 数 的 导数 ， 铸 后 检查 这 个 计算 结果 
与 由 式 (4.6) 得 到 的 结果 是 否 一 致 . 
4. 对 1 三 (0,，1) 中 的 x， 定 义 f(x) =1X(1+s)， 证 明太 7 一 及 是 严格 递减 且 可 徽 的 以 及 大 门 =(1X2，1) =J 证 
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明 对 中 的 y 有 f(y) = (1 -y)/y， 直 接 计 算 它 的 导数 ， 然后 检查 这 个 计算 结果 与 申 式 (4.6) 得 到 的 结果 
是 否 一 致 . 
. 了 是 x, 的 一 个 邻 域 ,1.1 一 有 连续、 严格 单调 及 在 x, 处 可 徽 ， 假设 广 (xo) =0. 运用 反 蚁 数 的 特征 性 质 : 
f° (fx)) = x 当 x 在 /内 
及 链 式 法 则 证 明 反 函数 : f(1) 一 R 在 点 所 x ) 处 是 不 可 微 的 这样， 定理 4.11 中 的 假定 f(xo) 关 0 是 必要 的 . 
,假设 函数 f; (0，m ) 一 R 是 可 微 的 并 令 c >0， 现 定义 g: (0，m ) 一 RR 为 g(x) =f(cx)( 当 x>0). 用 导数 定 
义 证 有 明 g'(x) =cf'(cx)( 当 x*>0). 
7. 假设 函数 上 4:R 一 R 是 严格 单调 、 可 微 的 ， 对 所 有 x, h'(x) >0, 和 且 h(R)=R. 令 f:R 一 R 是 可 微 的 并 对 所 
有 x 定义 g(x) =Ah (x)). 求 g'(x). 
8. 假设 薄 数 f:R 一 R 是 可 微 的 ， 而 1 x. | 是 严格 递增 的 有 界 序 列 并 满足 对 所 有 neN， f(x,) 所 所 x,,,)， 证 明 存 
在 满足 f(x,) 宕 0 的 数 x。 (提示 : 应 用 单调 收 钙 定理 . ) 
9. 陌 数 f:R 一 R 称 为 依 耳 数 ， 如 果 


UA 


对 所 有 x eR, fx) =f -x); 
函数 /:R -* R 称 为 奇 逊 数 ， 如 果 

对 所 有 xeR, fx) =-f(-x), 
证 明 ， 如 果 f:R 一 RR 是 可 微 的 且 为 奇 函 数 ， 则 f°:R 一 R 是 偶 函 数 . 


4. 3 中 值 定 理 及 其 几何 推论 


现在 我 们 将 证 明 微 积分 学 中 最 有 用 且 在 儿 何 上 值得 注意 的 结果 之 一 一 一 中 值 定理 ?.， 它 断言 : 
如 果 函 数 /:， [a，b] 一 R 是 连续 的 ，f: (a,， 8) 一 R 是 可 微 的 ， 则 在 开 区 间 (a, 6) 内 存在 点 x。 使 得 
函数 图 形 在 点 (x。，f(xo) ) 处 的 切线 平行 于 通过 点 (a， f(a)) 及 (b5，(f(5)) 的 直线 . 
为 证 明 中 值 定 理 ， 先 证 明 某 些 预 先 的 结果 . 
引 理 4.16 设 / 是 点 xo 的 一 个 邻 城 ， 并 假定 函数 1 一 展 在 zxo 是 可 徽 的 .如 果 点 xo 是 画 
数 六 1 一 及 的 极 大 值 点 或 者 极 小 值 点 ， 则 广 (xzo) =0， 如 图 4.4 所 示 . 


了 


图 4.4 车 % 是 f 的 极 小 值 点 或 极 大 值 点 ， 则 f(x。) =0 


证 明 注意 到 正 是 根据 导数 的 定义 ， 
jm RA RA) = f'(x,). 


和 和 一 Xo 塞 一 + 宇和 ed to 


日 ”该 定理 通常 称 为 拉 格 朗 日 中 信 定 理 ， 以 区 别 于 下 一 节 将 要 证 明 的 柯 西 中 值 定 理 . 
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首先 假设 x。 是 极 大 值 点 ， 则 
f(x%) - f(xo) > 


对 了 中 所 有 %Y < xo， 7 0. 
WW (xo) 
f' (Xo) = lim 天 二 和 > 
另 一 方面 ， 
对 了 中 所 有 >x > xo， 2 0, 
YY (xo) 
f'(xo) = lim fe 0 
所 以 f'(zxo) =0. 
在 x。 是 极 小 值 点 的 情况 下 ， 只 需 将 证 明 用 于 相反 的 不 等 式 即 可 . 各 


定理 4.17( 罗 尔 (Rolle) 定 理 )) 假定 和 台数 ff [a, 61 一 RR 是 连续 的 ,而 让 (a,，b) 一 RR 是 
可 投 的 ， 再 假定 
fla) = f(b). 
则 在 开 区 间 (a,， 6b) 内 存在 点 x。， 满 足 
f' (zo) = 0. 
证 明 由 于 /: [a, bj 一 R 是 连续 的 ， 按照 极 值 定理 ， 它 在 [a， 5 上 既 有 极 小 值 也 有 极 大 
值 ， 由 于 f(a) =f(b)， 如 果 极 大 值 点 与 极 小 值 点 都 在 区 间 的 端点 处 出 现 ， 则 晴 数 f; [oa, 56] 一 
R 是 党 数 ， 所 以 在 (a,b) 内 的 每 一 点 x 处/'(x) =0， 否则 ， 函 数 在 开 区 个 【= (a， b) 内 有 极 大 
值 点 或 者 极 小 值 上 点， 根据 上 面 的 引 理 ， 在 该 点 处 jxo) =0 唱 
罗 尔 定理 是 拉 格 户 日 中 值 定 理 的 特例 ,但 事实 上 ， 一 般 的 结果 可 直接 由 罗 尔 定理 得 出 . 
定理 4.18( 拉 格 朗 日 (Lagrange) 中 值 定理 ) 假定 阳 数 f: [a, bj] 一 R 是 连续 的 ， 并 县 
f: (a,b) 一 R 是 可 徽 的 . 于 在 开 区 闻 (a，b) 内 存在 点 so， 满足 
b) -f(a 
f' (xo) =- /0) —- Ao) A ) 
如 图 4.5 所 示 ， 


| 
| 
1 
| f(b) 一 fla) 
| 
| 


图 4.5 切线 平行 于 连接 两 端点 的 线段 
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证 明 对 于 数 m， 我 们 希望 对 函数 h，[a, 6b] 一 R 运用 罗 尔 定理 ,函数 h: [a, 5] 一 R 定 


义 为 : 对 于 xe[la, 65], h(x) =f 作 x) -mx， 为 此 需 有 h(a) =h(5b5)， 当 选取 
A -fa) 
b-a 


时 ， 该 式 人 恰好 成 立 。 对 于 这 个 m， 运 用 罗 尔 定理 选取 (a, 65) 中 的 一 点 x。 使 得 h'(x。) =0.， 因为 
在 态 xo。 有 h(x) = 广 (z) -下 ， 故 


, _ f(b) - f(a) 
f° (xo) = pa 图 


上 述 中 值 定 理 是 微 积 分 学 中 分 析 画 数 最 重要 的 工具 之 一 ， 注意 定理 的 证 明 仅仅 依赖 导数 的 
定义 以 及 极 值 定理 . 

作为 一 般 原则 ， 如 栗 我 们 有 关于 函数 的 导数 的 资料 以 用 来 分 析 函 数 ， 那 么 首先 应 当 运 用 中 
值 定理 .本 节余 下 部 分 是 这 一 策略 的 各 种 应 用 ， 


恒 等 准则 


晒 数 ./D 一 及 称 为 常 值 ， 若 作 在 某 个 常数 c， 使 得 对 了 中 的 所 有 z*， 扎 zx) =c. 
引 理 4.19 设 1 有 是 开 区 闻 并 假定 函数 f1 一 RR 是 可 微 的 ， 则 f.1 一 RR 是 常数 当 且 仅 当 
对 所 有 x ei, f/f/'(x) = 0. 

证 阴 ”首先 假定 /:1 一 RR 是 常数 ， 则 对 所 有 xe1， 显 然 有 f'(x) =0.， 为 证 明 其 逆 ， 假 设 对 1 

中 的 所 有 x 有/"(x) =0. 选取 了 中 的 一 点 xo 并 定义 c= 所 zx。)， 我 们 要 证 : 对 上 中 的 所 有 >x， 
f(x) = 5x. 

设 x 是 中 的 一 点 ,假定 x*<x。 因为 可 微 性 总 涵 连 续 性 ， 把 限制 在 [x，x。] 是 连续 的 ， 当 然 ， 
限制 在 开 区 间 (*，xo) 是 可 徽 的 ， 依 照 中 值 定 理 ， 在 开 区 间 (*，xo) 内 存在 一 点 z， 使 得 


f(z) = -A 
但 f(z) =0， 所 以 Az) =Axzo)=c. 对 x>x。， 相 同 的 论证 可 用 于 ff 在 区 间 [x。，x] 上 以 得 出 结 
论 Ax) =c， 故 六 1 一 R 是 稼 值 且 为 c. 时 


两 个 函数 g:1 一 RR 与 h:1 一 RR 称 为 相差 一 常数 ,如果 存在 某 个 数 c<， 使 得 
对 所 有 x eI, g(x) = h(x) + 
当然 ， 两 个 注 数 g:1 一 RR 与 :1 一 R 相等 ， 若 对 所 有 xe1， g(x) =h(x)， 有 时 说 相等 的 函数 是 
虱 相 等 ， 为 的 是 强调 泣 数 在 它们 的 定义 域内 的 所 有 点 有 相同 的 值 ， 下 述 结果 从 几何 上 君 是 十 分 
清楚 的 . 由 于 经 常用 到 ， 所 以 将 其 命名 . 
命题 4. 20( 恒 等 准则 ) 设 1 是 开 区 间 且 设防 数 g:1I 一 RR 与 h:1 一 RR 是 可 微 的 ， 则 两 个 澡 教 
相差 一 常数 当 且 仅 当 
对 所 有 xel, g(x) = h'(x). (4. 10) 
特别 地 ， 两 个 函数 恒 相 等 当 且 仅 当 (4. 10) 式 成 立 且 在 了 中 存在 某 个 点 wx 满足 
g(xo) = h(x ). 
证 明 ”定义 /=g - h:1 一 R. 按照 和 的 微分 法 则 , /:1 R 是 可 微 的 且 
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对 所 有 x eel, f(x) = g(x) -h(x). 
再 有 ， 注 意 到 f;1 一 R 是 常数 当 且 仅 当 陶 数 g:1 一 RR 与 h:1 一 RR 相差 一 常数 ， 由 上 面 的 引 理 可 得 
要 证 的 结果 . | 


严格 单调 的 准则 


推论 4.21 设 1 是 开 区 间 且 函数 :1 一 RR 是 可 微 的 . 假定 对 所 有 xel, f(x) >0， 则 六 1 一 
R 是 严格 递增 的 . 
证 明 设 w 和 vw 是 1 中 满足 u<v 的 点 ， 将 中 值 定理 用 于 f: 【u,vj 一 R 并 在 开 区 间 (u，v) 
中 选取 一 点 多 0 使 得 
(za) = A. 


由 于 广 (xo) >0 以 及 v-u>0， 由 此 得 f(v) > 所 二) 国 
用 - f:1 一 RB 替换/:1 一 RR ,上述 推论 意味 着 ， 如 果 f:1 一 RR 在 1 中 的 所 有 点 * 处 有 人 负 导数 ， 
则 f:1 一 R 是 严格 递减 的 ， 
上 述 结果 给 出 一 种 方法 来 求 可 徽 函数 /7 一 及 的 严格 单调 的 区 间 ， 该 方法 的 有 效 性 依赖 于 
能 够 求 得 f'(x) =0 的 点 ， 事 实 上 ， 除 非 鲍 数 f:1 -> R 十 分 简单 ， 否 则 求 出 这 种 点 通常 是 很 
难 的 ， 


选择 极 值 的 准则 


定义 隐 数 /1:D 一 R 定义 霹 D 中 的 点 zo 称 为 f:D 一 RR 的 局 部 极 大 值 点 (Local maximizer)， 
若 存 在 某 个 5>0 使 得 
对 DD 中 所 有 满足 |]x -x。61<65 的 点 xx， f(x) < f(x,). 
称 x。 为 f:D 一 RR 的 局 部 极 小 值 点 (Local minimizer) ， 若 存在 业 个 86>0 使 得 
对 忆 中 所 有 满足 LIx-xol<f 人 的 点 Y， f(x) > f(xo0). 

引 理 4. 16 断言 : 如 果 7 是 点 x。 的 一 个 令 域 且 f:1 一 R 在 x。 是 可 微 的 ， 则 点 xe 是 f:1 一 及 的 

局 部 极 小 值 点 或 者 局 部 极 大 值 点 ， 必 须 有 

六 (xzo) = 0. 
然而 ， 已 知 , 广 (xo) =0 并 不 能 保证 zx。 是 局 部 极 大 值 点 或 局 部 极 小 值 点 ， 人 例如， 如果 对 所 有 xe 
R , f(x) =x’, 则 f'(0) =0, 但 点 0 既 不 是 局 部 极 大 值 点 也 不 是 局 部 极 小 值 点 ， 为 建立 局 部 极 
大 值 点 与 局 部 极 小 值 点 存在 的 充分 准则 ， 有 必要 引进 高 阶 导 数 . 

对 于 以 开 区 间 工作 为 定义 域 的 可 短 函 数 产 [一 R ,如 果 f.1 一 R 是 可 微 的 ， 就 说 /:1 一 民 有 一 
阶 导 教 (one derivative) ， 并 对 所 有 ze 定义 广 …(x) =f'(x). 如果 函 数 广 :7 一 R 本 身 有 导数 ， 
就 说 /17 一 RR 有 两 个 导数 (two derivatives) 或 者 说 有 一 个 二 阶 寻 数 (second derivative) ,以 让 :I 一 R 
或 /* :1 一 及 表示 六 :1 一 及 的 导数 ， 假 设 对 自然 数 丰 已 经 定义 了 /7 一 民有 大 阶 导 数 是 什么 意思 ， 
并 定义 了 :1 一 R , 则 如 果 f/” :1 RR 是 可 微 的 ， 就 称 f:1 一 RR 有 k+1 阶 导 数 并 定义 1 :1 一 
R 是 f";.1 一 R 的 导数 .在 这 里 的 上 下 文中 ,用 f(x) 表 示 f(x). 
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一 般 地 ， 如 果 函 数 有 上 阶 导 数 ， 人 它 不 一 定 有 上 +1 阶 导 数 ， 例 如 ， 消 数 f:R 一 RR 定义 为 : 对 
所 有 xeR, f(x) =1x1x， 则 此 隆 数 是 可 微 的 但 没有 二 阶 导 数 . 

定理 4.22 设 了 是 包含 点 xzo 的 开 区 闻 并 假定 函数 广 [ 一 虹 有 二 阶 导 数 ， 假设 

f'(x0) = 0. 

如 果 广 (xo) >0， 则 Xo 是 f:1 一 民 的 局 部 极 小 值 忘 ; 如 果 广 (xo) <0， 则 x 有 是 f:1 一 RR 的 局 部 极 
大 值 点 . 

证 明 ”首先 假设 广 (x。) >0， 由 于 
fr(x ) = lm 到 (xo) 
可 得 (见习 题 18) 存 在 5>0 使 得 开 区 间 (xe -6，x +5) 包 含 在 1 之 中 ， 且 

如 果 x € (xo -6,xo + 68)， fm > 0 (4.11) 
但 f(xo) =0， 所 以 (4.11) 就 相当 于 论断 
Pxz) >0， 若 zx <x <x+6; f(x) <0， 者 x。~6 <x < wo. 
由 这 两 个 不 等 式 并 运用 中 值 定 理 可 得 
如 果 0<lx-xl<G， 则 f(x) > f(zxo). 

当 f"(xo) <0 时 可 类 似 地 论证 . 国 

如 果 同 时 有 f/f'(x6) =0 及 (xz) =0， 上 述 定 理 未 对 x 是 否 为 局 部 极 值 点 提供 任何 信息 . 
从 检查 形 如 斤 x) = cx"(x eR ) 的 泪 数 在 x。=0 处 的 情形 来 看 ， 如 果 f'(x6。) =0 且 三 (xz) =0， 则 
xo 既 可 能 是 局 部 极 大 值 点 也 可 能 是 局 部 极 小 值 点 ,或 者 什么 极 值 点 都 不 是 ， 

我 们 所 描述 的 中 值 定理 的 几何 推论 到 上 自前 为 止 肯 定 是 与 人 们 的 几何 直觉 相符 合 的 ， 然 而 ， 
证 明 那 些 从 几何 角度 看 起 来 显而易见 的 结论 还 是 有 必要 细心 些 ， 在 9.6 节 ， 我们 将 描述 具有 以 
下 三 条 性 质 的 函数 1:R 一 R， 

(1) f:R 一 R 是 连续 的 . 

(ii) f:R 一 R 在 任何 一 点 都 不 可 微 . 

(ii) 没 有 任何 一 个 区 间 1 能 使 得 f.1 一 R 是 单调 的 

正 是 存在 这 样 一 种 陋 数 ， 才 使 得 直观 的 几何 论证 绝对 有 必要 建立 在 分 析 的 基础 之 上 ， 一 个 
不 太 令 人 吃惊 但 仍 有 点 意外 的 例子 是 防 数 1:R -+R 的 存在 性 ， 该 旺 数 具有 (0) >0 但 没有 0 的 
任何 一 个 邻 域 了 能 使 得 函数 .太一 有 在 其 中 是 递增 的 . 我们 在 习题 20 中 描述 了 一 个 这 样 的 
例子 ， 


> 0， 


O ”假定 正弦 星 数 的 周期 性 与 可 微 性 是 热 知 和 的， 下面 是 一 个 可 微 孙 数 的 例子 ， 该 函数 在 x=0 处 有 正 的 导数 但 无 0 的 邻 . 


域 使 它 在 邻 域内 是 单调 递增 的 : 
f(x) = 
这 个 反 直 觉 性质 的 缘由 是 导数 广 在 zx=0 非 连续 . 


人 sinl/x 当 *¥0 
当 * =0, 
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习题 


1. 对 以 下 每 一 个 陈述 ， 确 定 其 真 假 ， 并 给 出 理由 . 
a. 若 叮 微 隙 数 f:R 一 R 是 严格 递增 的 ， 则 对 所 有 x 有 f(x) >0. 
b. 若 可 微 晃 数 f:R 一 R 是 单调 递增 的 ， 则 对 所 有 x 有 六 (x) 宕 0. 
c. 车 阴 数 f:R 一 R 是 可 微 的 且 对 [ -1，1j 中 的 所 有 zx 有 
f(x) < fA0), 
则 f°(0) =0. 
d. 若 函 数 广 R 一 及 是 可 微 的 且 对 [ -1，1] 中 的 所 有 x* 有 
f\x) < A(1), 
则 f°(1) =0. 
2. 粗略 地 夯 出 下 列 阴 数 的 图 形 、 求 它们 的 递增 或 递减 区 间 . 
a. f:R 一 R 定义 如 下 ; 对 所 有 xeR, f(x) =x +ax +bx+c, 
b. h: (0，%m ) 一 及 定义 如 下 : 对 x>0, h(x) =a+b/x,， 其 中 a>0, b>0. 
3. 对 实数 a,b,c 及 d， 定 义 中 =|x1 cx+dx0|， 再 定义 
ax + 
对 所 有 x e OO, flx) = ra 
证 明 ; 如 果 卫 数 f;O-+ R 不 是 常数 ， 则 它 没 有 任何 的 局 部 极 大 值 点 或 局 部 极 小 值 点 。 画 出 它 的 略图 ， 
4. 对 c>0， 证 明 下 列 方程 没有 两 个 解 : 
x -3x++¢c=0, 0<x<l1. 
5. 证 明 下 列 方程 怡 有 一 解 : 
x +5x+1=0, -lil<x<0. 
6. 证 明 下 列 方 程 恰 有 两 个 解 : 
x +2x -6x+2=0, xeR. 
7. 对 任意 数 a 与 5 以 及 侦 自 然 数 nn， 证 明 下 列 方程 至 多 只 有 两 个 解 : 
x* +ax+b=0, xeR. 
如 果 = 是 奇数 ， 上 述 结论 成 立 吗 ? 
8. 对 数 a 与 5， 证 明 下 列 方程 愉 有 三 个 解 当 且 仅 当 4c +275 <0: 
x tarx+b=0, xeR. 
9. 设 D 是 非 零 实数 集 、 假 设 畏 数 g:D 一 R 与 4: D-*R 是 可 微 的 且 
对 所 有 x eD, g(x) = kh'(x). 
畏 数 g:D 一 RR 与 h， DR 相差 一 常数 蚂 ?7 (提示 ; 吃 是 区 间 吗 ?) 
10. 证 明 : 不 存在 这 样 的 可 微 隆 数字:R 一 RR, 即 在 x<0 时 后 (x) =0， 而 在 x30 时 下 (x) =1， 可 如 下 进行 论证 ， 
(i) 苞 数 是 连续 的 ; 《ii) 函数 在 ( - ,0) 是 常 值 ; (i) 函数 在 (0，w ) 上 形 如 F(x) =4 + Bx， 然 后 导出 不 质 . 
tt. 设 是 自然 数 ， 人 假设 函数 f:R 一 R 是 可 微 的 且 下 列 方程 至 多 有 nn -1 个 解 : 
f'(x) =0, xeR. 
证 明 下 列 方程 至 多 有 n 个 解 : 
A(x) =0, xeR. 
12. 用 归纳 法 和 习题 11 证 明 : 如 果 p:R 一 R 是 次 数 为 的 多 项 式 ， 则 方程 
p(x) =0, xeR 
至 多 存在 ” 个 解 . 
13. 假设 函数 f:R 一 及 是 可 微 的 并 且 


14. 


15. 


16. 


17., 


18. 


19, 


20. 


21. 


22. 
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(i x+X +2 xxeRR 
及 0) = 5. 
求 函 数 广 表 一 及 ， 
假设 函数 g: ( -1，1) 一 R 是 可 微 的 并 且 - 
人 -<x<l 
g(0) = 25. 

求 项 数 g: ( -1，]1) 一 R， 
设 g:R 一 有 与 AR 一 AR 是 可 微 画 教 ， 假 设 

对 所 有 x eR, g(x)f'(x) = f(x)g'(x). 
恕 果 对 所 有 xe R ，g(x) 头 0， 证明 在 R 中 存在 菜 个 c 和 使 得 对 所 有 xeR, fx) =cg(x). 
假定 f:R 一 R 与 g:R 一 RR 都 是 可 微 的 ， 并且 

人 = g(x) 以 及 g'(x) = -f(x) xeR 

f(0) = 0 及 g(0) = 1 
证 明 

对 所 有 x eR，,， [f(x)] + [g(x)]” =1. 
(提示 ; 对 所 有 xeR ， 定义 h(x) 三 [f(x)]*+[g(x)]*， 证明， R 一 R 是 一 个 常数 函数 , ) 
设 1 是 开 区 间 ， 假设 函数 1:1 一 R 是 连续 的 且 在 1 中 的 点 x。 处 有 记 x。) >0. 证 明 存 在 5>0， 使 得 着 1 x -xo1 <56， 
则 x)>0. 
设 1 是 点 x。 的 一 个 邻 域 ， 并 假设 耳 数 g: /一 R 是 可 微 和 的， 定义 

[g(x) -g(x0)j/[x-xo] 若 * 六。 
h(x) = | : 
g(x) 若 x = xo. 

证 明 上 :1 一 R 是 连续 的 .如 果 g'(x。) >0， 用 上 题 证 明 存 在 5>0 使 得 车 OG< 1x-xl <5, 则 [g(x) -~ 
g(xo) J/[x -x,] >0. 
假设 西数 f:R 一 R 是 可 微 的 , f':R 一 R 在 0 外 是 连续 的 ,， 昌 f(0) >0， 证 明 存 在 含有 0 的 开 区 间 1， 使 得 
f:I 一 R 是 严格 单调 的 . 


定义 
-x 车 x 为 有 理 数 
(x) = XX 一 
A {2 。 车 x 为 无 再 数 . 
证 明 广 (0) =1, 但 在 点 0 处 无 邻 城 1 使 得 酒 数 是 单调 递增 的 . 


设 函 数 广 R 一 及 有 如 下 性 质 ; 存在 正 数 使 得 对 R 中 所 有 的 u,v， 有 1 fu) -f(v) | sce(u -po) ， 证 明 函 
数 f:R 一 R 是 常数 . 
假设 /:R 一 R 是 可 微 的 并 且 存 在 正 数 c 使 得 
对 所 有 x e R， 产 (xs) 关 
证 明 
若 * 主 0, 则 太 x) 3 人 0) +cx 而 若 xz 志 090, 则 所 x) 去 (0) + ex. 
用 上 述 不 等 式 证 明 f(R ) =R. 


, 设 函 数 /:R 一 R 有 二 阶 导 数 且 假设 


对 所 有 xeR, ffx) 所 0 以 及 f(x) > 0. 
证 明 f/f:R 一 R 是 常数 (提示: 注意 f°:R 一 R 是 递增 的 .) 


， 设 冰 数 f:R 一 R 有 二 阶 导数 及 fA 作 0) =0， 并 且 对 所 有 x 有 


f(x) f(x). 
对 所 有 x 是 否 有 f(x) =0? 
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4.4 柯 西 中 值 定 理 及 其 解析 推论 


以 下 是 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 有 用 的 推广 , 
定理 4. 23( 柯 西 (Cauchy ) 中 值 定 理 ) 假设 函数 六 [a, 8b] 一 R 与 g: [a, b] 一 R 是 连续 
的 ， 且 f: (eae，b) 一 及 与 g: [a, 85] 一 R 是 可 微 的 . 此 外 ， 假 定 
对 所 有 x ee (a,b), g'(x) ¥ 0. 
那么 在 开 区 间 (a, 了) 内 存在 点 x。， 满 足 
f(b6) -fla) _ f(xo) 
g(b) -g(a) g(xo) 
证 明 ”为 证 明 该 定理 ,我们 将 运用 罗 尔 定理 ， 这 类 似 于 证 明 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 对 一 个 数 
m， 我 们 对 函数 h: [a， 585] 一 R 应 用 罗 尔 定理 ， 该 函数 定义 为 
对 x € [a,bl, h(x) s/f/(x) - mg(x). 
为 此 ， 必 须 有 h(a) =h(65) ， 这 在 选取 
» 2 七 站) -~ flo) 
g(b) - g(o) 
时 恰好 成 立 ， 对 于 这 个 m， 运 用 罗 尔 定理 在 开 区 间 (a，, 5) 中 选取 一 点 xz 使 得 h'(x。) =0， 因 为 
hz) =f(x) -mg'(x)， 氛 以 在 点 x。 有 


(4. 12) 


f(xo) m= f(b) ~ f(a) | 
8' (Xo) EC) - gla) 


注意 ， 如 果 对 a<x<8 有 g(x) =x， 则 柯 西 中 值 定 理 便 化 为 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 
下 面 是 柯 西 中 值 定 理 的 推论 ， 在 第 8 章 我 们 用 多 项 式 过 近 陋 数 ， 而 这 个 推论 将 是 用 以 估计 
出 现 的 误差 的 一 个 重要 工具 . 
定理 4.24 设 1 是 开 区 间 而 nn 是 自然 数 ， 并 假设 可 数 1:1 一 民有 nn 阶 导数 ， 还 假定 在 了 中 的 
点 xo 处 ， 
对 Ok<nrn-l, f(x) =0. 
那么 对 1 中 的 每 个 点 x 关 x。， 存 在 严 档 介 于 x 与 x。 之 间 的 点 z， 在 该 点 处 


{an} 
fz) =e 0)" (4. 13) 


证 明 定义 g(x) =(x -x0)", xel， 于 是 对 0<k<n-1, 8g” (xzo) =0 且 g" (xzo) =n! 设 * 为 
! 中 不 等 于 x。 的 点 ， 不 妨 设 x >x。 将 柯 古 中 值 定理 用 于 涌 数 f: [x6, x] 一 R 及 g: [x。, x*x]- 一 及 ， 可 
选择 (x。，x) 中 的 点 x:， 满 足 

f(x) _ fr) -Hxo) _ f(r) 

g(x) g(x) -g(x0) g(x) 
再 将 柯 西 中 值 定 理 用 于 f°: [x。，x,] 一 R 与 g': [x。6，x,] 一 R ， 以 便 选 择 (x。，x,) 中 的 点 *,， 
使 得 在 x, 满足 


(4. 14) 


一 = 一 一 一 一 = 一 (4. 15) 
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所 以 由 (4. 14) ， 有 
LA) _f (2) 
g(x) gx) 
继续 依次 对 更 高 阶 导 数 应 应 用 柯 西 中 值 定理 ,可 得 (x,。，x) 中 的 一 点 x,， 使 得 
flx) f(z) f(x,) 


上 二 2 
aa ad LT 


B(x) g'" (xo) ni 
令 z=x,， 便 得 到 (4. 13 ) 式 . 国 


习题 


1. 假设 函数 .六 R 一 R 有 二 阶 导 数 ， 满足 f(0) =f(0) =0, 并 且 当 | x1 <1 时 1 "(x)1 1. 证 明 : 若 xs1， 
则 A x) 和 所 172. 
2. 设 p:R 一 R 是 次 数 不 大 于 5 的 多 项 式 ， 设 在 R 中 的 某 个 点 x。 处 
plx0) = p(x0) =… sp (xz) =0. 


证 明 对 所 有 xeR，, p(x)=0. 
- 定义 ft) =?(0s1s1) 及 g(t) =t (O01e1). 
a 求 数 c(0<c<1)，,， 使 得 


tad 


fl1) -1f(0) _f'(e) 
g(1) -g(0) gg'(e) 
b. 证 明 不 存在 满足 以 下 条 件 的 数 c; 0<c<1 且 
全- -f/f(0) = 三 (c) 1 -0) 
8(1) -8g(0) =g (ce)(l -0). 
. 假设 蛆 数 /: La, bj 一 及 与 g: [ce，b] 一 R 是 连续 的 ,并且 f/f: (a, b) 一 R 与 g: (a, b)—R 是 可 微 的 还 假 
定 对 (a, 65) 中 的 所 有 x*， i 兰 1 g'(x)1 >0. 证 明 
对 [a,b] 中 所 有 wv 有 1 fw) -Fe | 1 gu) - gl(v)1. 
. 设 函 数 /:〈( -1，1) 一 R 有 5 阶 导 数 ， 且 它 的 a 阶 导数 1 ( -1,1) 一 R 是 有 界 的 ， 还 假定 f(0) =f'(0) =… = 
f/f“ (0) =0. 证 明 存 在 正 数 好， 使 得 
对 ( -1,1) 中 所 有 xz， 1 f(x)1< MI x1". 
. 设 函 数 f ( -1, 1) 一 R 有 5 阶 导数 . 假定 存在 正 数 版， 使 得 
对 (一 1,1) 中 所 有 zx， 1 fx) MIzr1". 
证 明 f(0) =f(0) =…=f" "(0) =0. 
7. 设 1 是 点 各 的 一 个 邻 域 ， 并 假定 函数 f:1 一 R 有 二 阶 导 数 . 证 明 
ba ft) a) + fh) ps,) 
8. 设 1 是 开 区 间 而 是 自然 数 . 假定 f:1 一 R 与 g:1 一 R 有 nr 阶 导数 . 证明 记 :1 一 有 n 阶 导数 并 有 下 面 的 公 
式 ( 称 为 菜 布 尼 英 (Leibnitz) 公式 ): 


对 所 有 x eI， (fg)"" (x) = PAN 
对 n=2 与 r=3， 明确 地 写 出 公式 . 
4.5 莱 布 尼 次 记号 


到 现在 为 止 ， 给 定 开 区 间 了 及 可 微 函 数 /7 一 R, 已 用 
六: 一 下 


> 


| 


a 
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表示 了 函数 的 导数 ， 从 而 /'(x) 是 f:1 一 RR 在 1 中 点 * 处 的 导数 ， 这 个 记号 是 完全 适用 的 .然而 ， 
随 着 我 们 引进 新 类 型 的 函数 ， 以 及 当 研 究 积分 时 ， 某 些 公式 与 算法 方法 使 用 另外 一 种 由 莱 布 尼 欧 提 
出 的 记号 会 更 容易 适应 ， 此 外 ， 胡 布 尼 英 记号 广泛 用 于 科学 和 工程 技术 领域 ， 所 以 有 必要 典 悉 它 
对 可 微 函数 /:1 一 ,用 
d 或 并 
(f(x)) 或 于 
表示 /'(x)， 如 果 用 (x*，y) 表示/:1 一 R 的 图 形 上 的 点 ,我 们 也 用 
表示 /"(*). 

莱 布 尼 茨 记号 的 优点 在 于 经 过 适当 的 解释 ， 可 以 把 df，dy，dx 等 记号 看 作 是 R 中 的 数 并 
进行 各 种 代数 运算 ， 而 得 到 的 公式 仍然 有 意义 ， 药 布 尼 茨 记号 在 数学 和 科学 中 使 用 已 有 300 多 
年 ， 是 十 分 有 用 的 ， 但 是 莱 布 尼 茨 记号 体系 确实 有 不 确定 性 ， 所 以 在 解释 公式 时 必须 小 心 ， 这 
在 下 面 用 莱 布 尼 蒋 记号 表示 的 链 式 法 则 的 公式 中 有 很 好 的 说 明 


链 式 法 则 与 莱 布 尼 荧 记号 
对 数 a,， bz#0 及 c 天 0， 


b b 
对 于 莱 布 尼 艾 记号 ， 相 应 的 消去 公式 是 
| dg _d.du 
dx du dx' (4. 16) 


我 们 对 (4. 16) 寻 找 一 个 合适 的 解释 ， 下 述 解释 是 合理 的 ; 假设 晴 数 /:R 一 RR 与 a: R 一 R 是 可 
微 的 . 考 虐 复 合 函 数 f。 u: R 一 R ， 依照 链 式 法 则 ， f°u: 及 一 及 是 可 微 的 且 

(f ou) (x) = f° (ux) )u' (x) (对 所 有 x). (4.17) 
如 果 用 


由 代 着 (f。 ua)'(z)， 对 代 震 /u(x)), 虹 代 知 u(x)， 


则 (4. 17) 变 成 (4. 16 ). 

类 似 于 (4. 16) 的 公式 是 经 常 出 现 的 ,它们 十 分 有 用 . 事实 上 ， 类 似 公 式 在 多 元 障 数 的 微 
积分 中 更 为 有 用 . 但 是 ,在 式 (4.16) 中 ,符号 dd4 在 t=zx 与 +=w 财 有 着 完全 不 同 的 意义 . 
我 们 引进 符号 df/dx 表示 f(x) ， 而 在 式 (4. 16) 中 它 代表 (f/f。w)'(x). 式 (4.16) 是 链 式 法 则 的 
一 个 合理 的 表示 ， 但 是 在 个 别 符号 里 有 着 不 确定 性 . 当 使 用 菜 布 尼 获 记 号 时 ， 对 上 下 文中 个 别 
符号 的 意义 作出 解释 永远 是 必要 的 ， 而 且 这 些 解释 必须 是 经 过 精确 证 明 的 . 


反 务 数 的 导数 与 莱 布 尼 菊 记号 


对 任意 两 个 非 零 实数 ， 
l 


WEE 
mh 


oO 
b b/a 
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对 于 荣 布 尼 活 记号 ， 对 应 的 倒数 公式 是 
dx | 
dy 二 dy/dx (4. 18) 
什么 意义 可 以 附加 在 式 (4.18) 上 ? 假设 f:1 一 R 是 可 微 及 严格 单调 的 ， 且 对 /中 的 所 有 x 有 
三 (xz) 天 0， 定 义 J = 太太 及 对 7 中 的 zx*， 令 7Y= 拟 z)， 依照 反哺 数 的 求 导 公式 ， 如 推论 4.12 所 表 
述 的 ， 反 函数 1” :/ 一 R 是 可 微 的 且 
a, 1 


当 x 在 了 于 中 . (4. 19 ) 


如 果 令 


x = 广 (7y) 当 y 在 J 了 中 ， 


则 按照 上 面 引进 的 符号 体系 ， 
Ef) = CU) 
及 
7 = f(x), 


可 以 看 到 (4. 18 ) 可 解释 为 (4. 19) 的 一 个 肾 愤 的 形式 . 
最 后 一 个 记号 约定 : 当 太 7 一 入 有 二 阶 寻 数 时 ， 把 js) 记 为 


d_ df dy ， 
习题 
1. 对 下 述 公式 给 一 个 合理 的 解释 
z+ 8) = 时 + 98 
2. 对 下 述 公 式 给 一 个 合理 的 解释 : 
FY 


3. 对 下 述 公 式 给 一 个 合理 的 解释 : 


第 5 章 作为 微分 方程 解 的 初等 函数 


5.1 微分 方程 的 解 


到 目前 为 止 ， 我们 所 掌握 的 可 微 函 数 是 极为 有 限 的 ,包括 常 值 函 数 ， 有 理 禾 沙 数 ， 以 及 由 
它们 通过 加 、 来 、 除 、 复 合 构成 的 函数 ， 还 有 它们 的 反 函 数 ， 但 是 在 数学 与 科学 的 大 多 数 基本 
问题 的 研究 中 ， 出 现 的 是 更 为 广泛 的 函数 ， 例 如 ， 三 角 郴 数 、 指 数 函 数 以 及 它们 的 反 函 数 . 

本 章 我 们 引 人 指 数 画 数 、 三 角 函 数 作为 微分 方程 的 解 ， 这 不 仅 扩充 了 我 们 所 掌握 的 可 微 函 
数 ， 同 时 也 将 展示 我 们 在 前 面 四 章 所 发 展 的 工具 的 威力 . 

我 们 暂时 地 假设 这 两 个 微分 方程 是 有 和 解 的 . 

前 先 ， 暂 时 假设 下 述 微分 方程 是 有 解 的 . 


对 数 的 微分 方程 


人 = lvx 对 所 有 x > 0 (5.1) 


F(1) = 0. 
当 我 们 学 过 积分 后 ， 这 一 暂时 假设 可 以 去 掉 ， 在 第 6 章 ， 作 为 第 二 基本 定理 (对 积分 求 导 数 ) 
的 一 个 推论 ， 我 们 将 证 明 ， 可 把 这 个 微分 方程 的 解 表示 成 一 个 积分 的 形式 "， 在 假设 方 
程 (5. 1) 有 解 后 ,我 们 将 证 明 解 是 唯一 的 . 这 个 解 保 持 了 自然 对 数 的 所 有 热 知 的 性 质 ， 此 外 ， 
它 有 反 肾 数 且 反 晴 数 保 持 了 指数 函数 的 所 有 热 知 的 性 质 . 
其 次 ， 暂 时 假设 下 述 微分 方程 是 有 解 的 . 


三 角 范 数 的 微分 方程 


位 对 所 有 x 
f(0) =1 及 f'(0) =0. 

当 我 们 学 习 了 收敛 午 级 数 的 性 质 之 后 ， 这 个 暂时 的 假设 可 以 去 掉 ， 在 第 9 章 ， 作 为 对 罕 级 
数 求 导 可 以 逐 项 微分 的 一 个 推论 ， 我 们 将 证 明 ， 这 个 微分 方程 的 解 可 以 显 式 地 表示 为 一 个 者 级 
数 8， 但 假设 微分 方程 (5.2) 有 解 ， 我 们 可 以 证 明 这 个 解 是 唯一 的 ， 这 个 解 保持 了 余弦 函数 所 
有 热 知 的 性 质 ， 且 它 的 导 函 数 的 负 值 保持 了 正弦 函数 的 所 有 热 知 的 性 质 ， 特 别 地 ， 我 们 证 明 微 
分 方程 (5.2) 的 解 是 一 个 周期 函数 . 

在 研究 本 章 中 的 微分 方程 的 解 时 ， 我 们 会 经 常 使 用 在 4. 3 节 中 建立 的 恒 等 准 则 ， 这 里 把 它 


(5.2) 


GO 微分 方程 (5. 1) 的 解 可 定义 为 
F(x)} = 「 一 出 对 所 有 x > 0. 
白 ” 微 分 方程 (5.2) 的 解 可 定义 为 


是 { — 1) tx 
F(x) = ; . 
x 之 C2 对 所 有 x 


作为 微分 方程 解 的 初等 函数 3 


重 述 如 下 . 
恒 等 准则 


一 个 可 微 晒 数 g:1 一 R (其 中 1 是 开 区 间 ) 便 等 于 0 当 且 仅 当 

i. 它 的 好 蝴 数 g :7 一 及 恒 等 于 0， 

i 在 1 中 存在 某 个 点 xo 使 得 g(xe) =0. 

作为 本 章 中 使 用 的 技巧 的 一 个 预示 ,我们 在 此 提供 一 个 有 代表 性 的 例子 ， 来 说 明 如 何 使 用 
恒 等 准 则 ， 我 们 希望 证 明 微分 方程 (5. 1) 的 解 具 有 下 述 所 熟悉 的 自然 对 数 的 性 质 ， 对 任意 正 数 
a 与 6， 

Flab) = F(a) + F(b). (5.3) [117 
如 果 把 8 看 作 变 量 且 记 为 *， 这 相当 于 证 明 : 如 果 定 义 函 数 g: (0，%~ ) 一 R 为 
g(x) = F(ax) - F(a) - F(x), 当 x >0， 

则 g 恒 等 于 0， 由 下 是 微分 方程 (5. 1) 的 解 和 链 式 法 则 ， 可 以 用 恒 等 准则 证 明 g 是 恒 等 于 0 的 . 
事实 上 ， 由 链 式 法 则 可 得 


g'(z) = [F(ax) - F(a) - F(x)] = 对- 二 = 0( 当 = >0) 


以 议 


及 
g(1) = F(a) ~- F(a) - F(1) =- F(1) =0. 
这 样 ， 由 和 蚀 等 准则 ，& 蚀 等 于 0， 因 此 和 恒等式 (5.3) 成 立 . 


5.2 自然 对 数 函 数 与 指数 渔 数 
给 定 有 理 数 r， 我 们 寻找 一 可 微 函 数 拍 (0，w ) 一 R ， 使 得 


F'(x) = x 当 x > 0. 
如 果 r 关 -1 且 c 是 任 一 实数 ， 则 由 


了 中 
F(x) = +e 当 x > 0 


定义 的 函数 (0，w ) 一 R 是 上 述 微分 方程 的 一 个 解 ， 由 伍 等 准则 可 知 ， 所 有 解 都 是 这 种 形 
式 ， 而 r= -1 的 例外 情况 则 更 有 趣 


自然 对 数 
例外 情况 是 求 一 可 微 函 数 下 ，(0，% ) 一 R ， 使 得 
F'(x) = 当 x > 0. 


基于 我 们 已 经 建立 的 理论 ， 现 在 还 不 能 确定 究竟 是 否 存 在 这 样 一 个 晒 数 . 
为 了 扩充 可 微 函 数 ， 我 们 暂时 假定 存在 一 个 可 微 函 数 (0，% ) 一 R ， 使 得 
人 = 1/x 当 x >0 
F(1) = 0， 


(5.4) 
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在 第 6 章 ， 我 们 会 证 明确 实 有 这 样 一 个 函数 . 上 述 微 分 方程 仅 有 一 个 解 ， 这 是 因为 如 果 环 ,与 
所 , 同 是 它 的 解 ， 则 它们 的 差 gf -天 将 有 人 恒 等 于 0 的 导数 及 g(1) =0， 由 恒 等 准 则 知 ，g 恒 
等 于 0， 因此 F, = 二 

定理 5.1 令 函 数 丰 : (0，m ) 一 R 满足 微分 方程 (5.4)、， 则 

i. 对 所 有 a, b>0, F(ab)=F(a) +F(b). 

ii 当 a>0 且 rr 是 有 理 数 时 ,F(a'’) =rFf(a). 

iii.。 对 每 一 数 c， 序 在 唯一 正 数 x 使 得 F(x) =c. 

(让 ) 的 证 明 ”这 一 -性 质 已 在 上 节 最 后 证 明了 . 

(站 ) 的 证 明 定义 

h(x) 三 F(x ) -rrF(x) 当 x > 0. 

为 验证 乙 等 式 (i)， 只 要 验证 函数 hh; (0，% ) 一 中 恒 等 于 0， 因 为 天 (x*) =1/x( 当 x>0), 用 
链 式 法 则 ， 我 们 看 到 了 栖 数 疡 是 可 微 的 且 


h(x) = [F(x') -rrF(x)}|] = rx -一 = 0. 


F 


其 次 ， 因 为 Ff(1) =0， 
Rh(1) = F(1) - rF(1) = 0. 
这 样 。 从 人 饭 等 准则 推 得 对 所 有 x >0， h(x) =0.， 于 是 (ii) 得 证 . 
( 进 ) 的 证 明 ”由 于 对 所 有 的 x>0，F'(x) =1/x >0， 消 数 下 (0，%w ) 一 R 是 严格 递增 的 . 
还 注意 到 ， 运 用 (i) 可 得 
对 所 有 的 x > 0，0 = F(1) = F(x ,一 | = F(x) + F( 二 )， 
和 多 


所 以 对 所 有 x >0，F(1/x) = -xz)， 这 样 ， 为 验证 ( 语 ) ， 可 以 假定 ec>0， 只 需 证 明 方程 
F(x) =e, xy>1 (5.5) 
存在 一 个 解 就 足够 了 ， 由 于 可 微 必 连续 ， 防 数 (0，%m ) 一 R 是 连 绪 的 ， 由 于 f(1) =0<c, 按 
照 介 值 定理 ， 为 证 明 方 程 (5.5) 有 一 个 解 ， 只 要 证 明 存 在 数 x。> 1， 使 得 F(x。) >c 就 可 以 了 . 然 
而 ， 电 性 质 (ii) 可 推出 对 每 个 目 然 数 m，R(2 ) =nf(2)， 按照 阿 基 米 德 性 质 ， 可 以 选取 上 自然 数 
n， 使 得 nF(2) >c， 所 以 ,因为 F(2) >F(1) =0， 如 果 定 义 x。=2"， 则 有 F(x6) =nF(2) ><c. 
国 
唯一 的 作为 微分 方程 (5.1) 的 解 且 具有 上 上述 定理 所 摘 述 的 性 质 的 函数 上 (0，%w ) 一 R 在 科 
学 中 频繁 出 现 ， 所 以 它 有 一 个 特别 的 名 字 一 一 称 为 自然 对 数 (natural logarithm ) 一 -一 用 inx 表示 
F(x)， 其 中 x >0. 
由 自然 对 数 的 定义 及 链 式 法 则 可 得 ， 如 果 了 是 开 区 间 ， 而 函数 户 :7 一 及 是 可 微 的 ， 并 且 对 
所 有 xel, h(x)>0， 则 


h'(x) 


对 所 有 z e 1， 全 (lnk(x)) = (5.6) 


指数 函数 


由 于 在 定义 域 中 的 每 一 点 ， 自 然 对 数 的 导数 是 正 的 ， 所 以 自然 对 数 这 个 防 数 是 严格 递增 
的 ， 因 而 它 在 定义 城 RR 上 有 有 反 函 数 ， 用 g:R 一 (0,%~ ) 表示 这 个 反 函 数 , 这 样 ， 由 反 函 数 的 两 个 
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特征 性 质 ， 
Lk =x 当 x >0 
lng(x) =x 当 -% <x<%m, 
此 外 ,按照 定 理 4.11， 反 消 数 g:R 一 RR 是 可 微 的 ， 由 于 对 所 有 x， 
Ing(%) = x*, 
[lng(x)] = [x], 


因而 由 微分 公式 (5.6)， 对 所 有 *， 


此 外 ,由 于 lnl =0， 
e£(0) = ge(lnl) = 1. 
这 样 ， 自 然 对 数 的 反 酚 数 g:R 一 及 是 下 述 微分 方程 的 解 : 


{5 = gz) 当 -w “xc om (5.7) 
gs(0) = 1. 
由 于 自然 对 数 是 严格 递增 的 ， 它 的 象 是 整个 有 ， 下 述 方 程 
inx = 1, x* >0 (5.8) 
有 了 唯一 解 . 如 图 5.1 所 示 . 
图 5.1 e 是 唯一 的 数 xx 使 得 Inx=1l 
定义 使 得 lnx =1 的 唯一 正 数 x 记 为 @. 
回忆 如 果 a 为 正 数 ，x = mn 是 有 理 数 ， 其 中 m,n 为 整数 且 n>0， 则 a” 定义 为 
a 一 《a“) (5.9) 


直到 现在 ， 当 x 是 无 理 数 时 ， 我 们 还 没有 对 符号 a 下 过 定义 例如， 还 没有 定义 符号 3*， 可 
是 ， 自 然 对 数 及 它 的 反 荐 数 允 许 我 们 定义 正 数 的 无 理 知 事实 上 ， 由 定理 .1 的 结论 (ii) ， 对 
有 理 数 x 及 正 数 a， 


lIna” = xlna 
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所 以 
gl(lna' ) = g(xlna). 
为 一 方面 ， 因 为 g 是 自然 对 数 的 反 函 数 ， 故 


g(lna’) = a. 
这 样 ， 
a” = g(xlna)， 对 a >0 及 x 是 有 理 数 . (5. 10) 
特别 地 ， 
e = g(x) 对 所 有 有 理 数 x. (5. 11 ) 


然而 ， 因 为 式 (5. 10) 的 右边 是 对 任意 数 x( 有理数 或 无 理 数 ) 都 有 定义 的 ， 我 们 现在 有 了 一 
个 自然 的 方法 去 定义 正 数 的 无 理 数 署 . 

定义 ”对 任意 正 数 a 以 及 任意 数 x， 定 义 

a = g(xlna), 

其 中 2:R 一 R 是 自然 对 数 的 反 汪 数 . 

式 (5. 10) 表 明 当 x 是 有 理 数 时 ， 上 述 的 a 的 定义 与 先前 所 说 的 oa” 的 定义 是 一 致 的 ， 其 
次 ， 当 a =e 时， 我 们 有 

e = g(x)， 对 所 有 *. 

因为 对 所 有 x，g'(x) =g(x)， 用 和 链 式 法 则 ， 着 1 是 一 开 区 间 且 了 铺 数 h:1 一 R 是 可 微 的 ， 则 

对 1 中 所 有 x， 


[gC(h(4))] = 8'(h(z)) h(x) = 有 (有 (sx) h(x) 
但 是 对 所 有 x 有 g(h(x)) =e"”， 这 样 前 述 的 微分 公式 可 重 写成 


[es = esdh'(x). (5. 12) 
现在 我 们 有 了 两 个 新 的 可 微 隔 数 类 . 
命题 5.2 邻 a>0， 则 
[a"] = arjne， 对 所 有 x. (5.13) 
证 阴 运用 式 (5.12)， 对 所 有 xzeR， 
[a"] = [g(xlno) ] = [en ] = elna = alna. 图 
命题 5.3 设 r 是 任意 教 ， 则 
对 所 有 x > 0， [x = rx . (5.14) 
证 明 对 *>0， 再 次 运用 式 (5. 12) ， 因 为 x =g(rlnx) =e“ ， 我 们 有 
d 7 rtas rins r 了 r-l 
人 [x] = 全 [。 j=[e ] 区 (rinz) = w= . 图 
指数 函数 的 微分 方程 


定理 5.4 设 c 和 上 是 任意 实数 . 则 微分 方程 
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人 eR, F(x) = kF(x), 
F(0) = (C 
恰 有 一 解 ， 解 由 下 列 公式 给 出 : 
对 所 有 yx <E 民 ， F(x) = ce 
证 明 由 微分 公式 (5.12) 可 以 看 出 ， 由 (5.16) 定 义 的 函数 给 出 (5. 15) 的 一 个 解 
是 证 明 解 的 唯一 性 ， 设 函数 FF:R 一 R 是 (5. 15) 的 解 ， 定 义 函 数 h: R 一 R 为 


h(x) = Yo x eR. 
e 


利用 导数 的 商法 则 ， 对 所 有 x， 有 
ke“F(x) - ke“F(x) _ 


h'(x) = (om) 0, AtO) = F(0) -c= 0. 
由 恒 等 准则 可 得 申 数 六 是 恒 等 于 0 的 ， 这 样 ， 对 所 有 x， 
F(x) = ce “. 
所 以 微分 方程 (5.15) 怡 有 一 解 . 
习题 
1. 设 a >0. 证 明 对 任意 数 xz, 及 x,， 
b. (a™t)®? = 2 
2. 对 a>0,， 证明 
limn[a” -1|] = ina. 
3. 设 0<asp 证 明 
b-a 


bi i bi 
4. 设 a。>0， 证 明 存 在 数 上 使 得 
对 所 有 xeR ,oa = oe”. 
用 中 值 定理 证 明 : 如 果 xx¥0， 则 e ”>1+x。， 然 后 证 明 下 列 方程 恰 有 一 解 : 
2e' = (1 + x)’, xeR, 
.证明 在 开 区 间 (1，e) 中 存在 数 c 使 得 


CA 


1 = lne - lnl = 一 (e- 1 


并 由 此 得 结论 c > 2， 
7. 用 上 题 证 明 下 列 方程 愉 有 一 解 : 
Xe =2 0<x<1， 
8. 对 固定 数 as， 下 列 方 程 有 多 少 解 ? 
xjlnx = a, YY > 0. 


9. 假定 hh:R 一 R 是 具有 下 列 性 质 的 可 微 函 数 ; 
对 RR 中 所 有 a 及 b,， h(a +6) = h(o)h(b), 
且 蚂 数 不 蚀 等 于 0， 
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(5. 15) 


(5. 16) 
. 余下 的 
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3， 用 导数 的 定义 证 明 ， 
对 R 中 所 有 x， h'(x) = h'(O)h(x). 
b. 证 明 : 如 果 有 = 和 (0) ， 则 对 所 有 xeR, h(x) =e”. 
10. x 的 双 丰 余弦 (hyperholic cosine) 用 coshx 表示 ,xz 的 双 曲 正弦 (hyperbolic sine) 用 sinhx 表示 ， 定 义 如 下 ， 


对 所 有 yx Ee R ,coshx = = 3 及 sinhx w= 一 


给 定数 a，a 及 有 B， 求 方程 
人 ERR，Px) ~- af(x) =0 
人 人 0) =a 且 大 (0) = 有 
具有 如 下 形式 的 解 : 
对 R 中 所 有 x， f(x) = ciecoshax + c,sinhax. 
11. 证 明 
nln +)] = 
(提示 : 利用 对 数 函 数 在 x=1 处 的 导数 ). 
12. 用 习题 11 及 指数 蝎 数 的 连续 性 ,证明 


lmtk 1 + l/n)” = e， 
5.3 三 角 项 数 


绸 数 .FRR 一 R 称 为 以 T>0 为 周期 (period) 的 周期 溺 数 ， 如 果 
对 所 有 的 xeR, f(x+7T) = f(x). 
到 目前 为 止 ， 除了 常数 陌 数 之 外 ， 我 们 还 没有 过 到 任何 周期 汽 数 . 由 于 周期 现象 在 自然 界 中 出 
现 ( 行 星 、 摆 ， 等 等 ) ， 并 且 三 角 学 的 基本 若 数 是 周期 函数 ， 因 而 需要 分 析 这 样 的 函数 . 
用 从 单个 微分 方程 推演 对 数 旺 数 及 指数 汽 数 性 质 的 同样 方式 ， 我 们 将 以 单个 微分 方程 作为 
出 发 点 ， 定 义 并 分 析 正 弦 与 余弦 函数 ， 在 本 节 ， 将 研究 具有 如 下 性质 的 函数 广 R 一 到 : 
对 所 有 xzxeR， F(x) tf(r) = 0. (S$. 17 ) 
5| 理 5.5 假设 函数 产 民 一 R 是 撤 分 方程 
人 eR, f(x) +f/(x) =0 
f(0)=0 且 f/f/(0)=0 
的 解 ， 则 对 所 有 xeR, f(x) =0. 
证 阴 ”对 所 有 的 xeR， 定义 g(x)=[f/(x)] +[f'(x)].. 
运用 链 式 法 则 ， 对 所 有 x， 
g(x) = 2/(x)f (x) +27 (x)f"(x) 
= 2f'(x) [f(x) + f(x)] 
= 0. 


(5.18) 


此 外 ， 
g(0) = [f(0)) +[f(0)] = 0. 
于 是 ,根据 恒 等 准则 ， 函 数 g:R 一 R 恒 等 于 0.， 但 是 
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ie ip -mi Er -一 ai ea 一 


对 所 有 x eR, 0<[f/(x)] < g(x), 
所 以 对 所 有 xeR ,f(x) =0. 有 


余弦 本 数 的 微分 方程 


对 固定 的 数 a 及 B6， 考 虑 微分 方程 
人 f(x) +f(x) = 0 (5. 19) 
f(0) = a 且 e (0) = 有 . 
该 方程 圣 多 只 有 一 个 解 ， 这 是 久 为 ， 恕 果 有 两 个 相 蜡 的 琐 数 都 是 (5. 19) 的 解 的 话 ， 则 它们 的 
差 将 是 (5. 18 ) 的 不 恒 等 于 0 的 解 ， 而 这 是 与 引 理 5.5 相 矛 盾 的 . 
暂时 假定 在 w=1 及 B=0 人 情形 下 ，(5.19) 存 在 一 解 ， 在 第 9 章 中 将 证 明 存 在 这 样 的 一 个 函 
数 ， 用 C: 及 一 R 表示 这 个 解 ， 这样、 根据 定义 ， 
人 eR, C(x)+C(x) = 0 


(5. 20 ) 

CO) =1 且 C0C(0) = 0. 

正弦 函数 的 微分 方程 
我 们 定义 一 个 伴随 函数 S: RR 一 R 为 

对 所 有 xx ER，Sx) =- C'(x). 

对 (5. 20) 的 第 一 行 微分 可 得 
C”(x) +C'(x) = 0， 

因此 ， 由 于 

C "xj =-S"(x) 及 C(x) = - S(x), 
我 们 有 

S'(x) +S(x) =0 xeR 
为 一 方面 ， 
C'(0) = 0 大 而 5(0) = 0. 
此 外 ， 
S (0) =-C" (0) = C(0) = 1 因而 $'(0) = 1, 

因此 函数 $5; 及 一 R 是 下 述 微分 方程 的 唯一 解 : 

人 SS"(x) + SCx) =0 (5. 21) 

St0)} =0 且 (0) = 1, 

为 便于 以 后 参考 ， 记 住 下 述 公式 是 有 用 的 : 
对 R 中 所 有 x， 5S'(x) = C(x) 以 及 C'(x) =-S(x). (5.22) (126 


三 个 三 角 函 数 恒 等 式 


定理 5.6 对 所 有 的 a 及 4b， 
[S(a)] +[C(la)] = 1 ( 毕 达 哥 拉 斯 恒等式 ) 
SGa+p) =SGalCGCb) + Cl(a)S(b) 【《 正 绽 加 法 公 和 式 ) 
Cla+b) =Lta)Cctpb) -Sl(a)S(b) 《〈 余 菠 加 法 公式 ) 
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证 明 ”为 证 毕 达 辣 拉 斯 恒等式 ， 对 所 有 *， 定 义 g8(z) 王 [S(z)] +[C(x)] -1 注意 到 

对 所 有 x eR,g'(x) = 23(x)S (xzx) +2C(x)C'(x) = 2C(x)[S(x) + S"(x)] = 0. 
而 且 ， 由 于 C(0) =1 及 S(0) =0， 因 而 g5(0) =0， 于 是 ,根据 馆 等 准则 ， 函 数 g 但 等 于 0， 这 
样 ， 毕 达 哥 拉 斯 恒等式 成 立 , 

为 证 明正 弦 加 法 公式 ， 面 定 实数 上， 并 定义 

f(x) = S(x+6b) -LSGxz)CG) + C(x)S(5) ] ,对 所 有 >x. 
则 A0) =0 且 (0) =0， 此 外 ， 对 所 有 xeR, f(x) +f 作 x) =0， 这 是 由 于 
S"(x+b) +SC(x+6) =0, S(x) +S(x) =0 以 及 C(x) + C(x) = 0. 

这 样 ， 旺 数 /:R -RR 是 (5. 18) 的 解 ， 按 照 引 理 5.5， 对 所 有 xeR ,f(x) =0， 这 就 证 明了 正 改 
的 加 法 公式 . 

最 后 ， 对 上 述 酌 数 产 一 及 求 微分， 有 

对 所 有 x eR, 0=f(x) = C(x+b) - [C(x)C(b) -SGxz)SCb) ]， 


于 是 ， 余 蓄 加 法 公式 得 证 . 国 
毕 达 哥 拉 斯 钼 等 式 的 一 个 推论 如 下 : 
对 所 有 x eR，,，15S(x)I<l 及 1CGx)l<l. (5. 23) 
正弦 函数 与 余弦 了 钞 数 的 周期 性 


下 面 我 们 将 证 明史 数 3:R 一 及 与 C:R 一 下 是 周期 函数 ， 思 路 是 证 明 存 在 最 小 正 数 P， 在 该 
点 处 C(p) =0， 然 后 用 正 艾 与 余弦 的 加 法 公式 证 明 这 两 个 函数 具有 周期 7 =4p. 

定理 5.7 存在 一 个 最 小 正 数 x 满足 C(x) =0. 

证 明 ”对 任 一 连续 函数 /:R 一 R ,fA(0) >0, 并 且 存 在 一 个 任意 正 数 x 使 得 作 x) =0， 则 存在 
一 最 小 正 数 x 使 得 /(x) =0( 习 题 16)， 这样 只 需 证 明 存 在 某 个 正 数 x 使 得 Kx) =0 就 足够 了 . 

从 中 值 定 理 知 ， 可 选 一 数 :严格 介 于 0 与 2 之 间 ， 使 得 S(2) -S(0) =2C(z)， 因 为 S(0) =0 
及 1 5(2) 1 <1, 我 们 看 到 1 2C(z) 1 <1， 这样 ， 由 余弦 加 法 公式 及 毕 达 格拉 斯 饭 等 式 得 

C(2z) = [C(z)]* - [S(z)] =2[C(z)] -1 大 0. 

于 是 ，C(0) >0 及 C(2z) <0. 因而 由 介 值 定理 知 ， 存 在 介 于 0 与 2z 间 的 一 个 数 x 使 得 
C(x) =0. | 
定理 5.8 令 p 是 最 小 正 歼 使 得 C(x) =0， 则 元 数 C:R 一 RR 及 5S:R-，R 都 有 周期 4p. 

证 明 因为 当 0<x<p 时 ，S (xz) =Cl(x) >0， 因 而 旺 数 $S: [0, pj] 一 R 是 严格 递增 的 .于 
是 ， 由 S$S(0) =0 知 5S(p) >0. 但 C(p) =0， 四 此 由 毕 达 哥 拉 斯 恒等式 推出 S(p) =1， 因而 C(p) = 
0 且 S(p)=1， 所 以 运用 正弦 和 余弦 加 法 公式 ， 

对 所 有 x eR, S(x+p) = C(x) 有 上 且 C(x +p) =- S(x). (5. 24) 
在 (5.24) 中 用 x+p 替换 x， 可 得 z 
对 所 有 x eR, S(x+2p) =- S$S(x) 以 及 C(x +2p) = - C(x), (5.25) 
接 下 来 再 在 (5. 25) 中 用 * +2p 替换 x， 我 们 有 
对 所 有 x， S(x +4p) = S(x) 及 COz+y4p) = C(x); 


作为 彼 分 方程 解 的 初等 函 载 91 


即 函 数 S$: R 一 R 及 C:R 一 R 有 周期 4p. 因 


正如 我 们 提 到 过 的 ， 在 此 之 前 ， 所 见 到 的 任何 函数 都 不 是 局 期 孙 数 ， 当 然 常 数 函 数 除外 . 

定义 数 二 为 2p， 其 中 p 是 满足 C(p) =0 的 最 小 正 数 ， 于 是 S:R 一 R 和 C:R-，R 有 周期 
27， 当然， 需要 证 明 ;的 这 一 定义 是 与 通常 的 图 面积 中 7 的 定义 是 一 致 的 .特别 地 ， 必 须 证 
明 微 分 方程 (5. 10) 的 解 的 第 一 个 正 的 零点 出 现在 p， 其 中 p 是 单位 半径 的 加 的 面积 的 一 半 ， 为 
此 ， 首 先 需 要 讨论 积分 ， 所 以 我 们 把 使 用 符号 7 的 正当 理由 推迟 到 第 7 章 .， 然 而， 从 现在 起 对 
所 有 x eR ， 用 sinx 表示 S(x) 并 用 cosx 表示 C(x)， 哨 数 5:R 一 RR 称 为 正弦 (sine) 马 数 ， 函 数 
C:R 一 及 称 为 余弦 (cosine) 力 数 , 


二 阶 微 分 方程 的 解 


余弦 函数 定义 为 微分 方程 (5. 20) 的 唯一 解 ， 事实 上， 余弦 与 正弦 浮 数 在 一 般 微分 方程 中 
起 着 至 关 重 要 的 作用 .， 下面 即 是 一 个 示例 . 

定理 5.9 设 aa 与 BB 是 任意 数 ， 则 微分 方程 
z {en f(x) +f(x)=0 (5. 26) 

/1(0) =aw 且 f°(0)=8B 
恰 有 一 解 ， 该 解 定义 如 下 : 
对 所 有 x eR,，, f(x) = acosxr + Bsinx. (5. 27) 

证 明 ”微分 方程 (5. 26) 至 多 只 能 有 一 解 ， 这 是 因为 ， 如 果 它 有 两 个 相 异 的 解 ， 则 两 者 之 
莽 就 是 微分 方程 (5. 18) 的 不 恒 等 于 零 的 解 ， 而 这 是 与 引 理 5.5 相 了 矛盾 的 ， 由 (5.20) 及 (5.21) 
可 得 式 (5.27) 定 义 了 微分 方程 (5. 26) 的 一 个 解 . 国 


正切 耳 数 


我 们 将 以 正切 函数 的 讨论 结束 本 节 ， 从 关于 余弦 的 两 个 关注 点 开始 ， 首 先 ， 从 一 的 定义 来 


看 ，(5.25) 的 第 二 个 恒等式 可 以 改写 成 
对 所 有 xeR,， cos(x + TT) = — cosx. 
其 次 ， 余 弦 函 数 是 偶 函 数 ， 即 对 R 中 所 有 x，cos( -x) = cosx， 这 可 以 从 余弦 函数 及 由 jx) = 
cos( -*) 定 义 的 晴 数 f: R 一 R 是 微分 方程 (5. 20) 的 解 得 出 ， 而 该 微分 方程 有 唯一 解 . 由 定义 
知 ，cosTm/2 =0， 和 藻 0 和 xz<TI/2， 则 cosx >0， 因 此 当 - Tv2 <x<T2 时 有 cosxy >0 及 
cosx = 0 当 目 仅 当 x = 7/2 + nT ,其 中 为 整数 
定义 D= {tz1x 天 T/2 +nT， nn 是 整数 |， 则 以 DD 为 定义 域 的 正切 (tangent) 函数 由 下 式 定义 ; 
对 所 有 x € D， tanx = sinx 
cosxX 
于 是 ,正切 晒 数 由 于 是 可 微 晒 数 的 商 因而 是 可 微 的 . 由 导数 的 商 公 式 连同 (5. 22) 式 ,得 
如 果 z* 关 卫 + nf， 其 中 是 整数 ， 则 所 [tan(z)] = 一 于 


忆 人 DB 高 
定理 5.10 巴 数 tan: ( -7T/2，T/2) 一 R 是 严格 递增 的 奇 函 教 并 且 以 整个 R 为 它 的 象 . 


(5. 28 ) 


[129] 
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证 了 明 由 于 


之 


对 -二 <x < 二 ， 全 [tanx] = cos xx > 0， 


2 2 
消 数 tan; ( -7/2，7 人 2) 是 严格 递增 的 ， 我 们 把 正切 隔 数 是 奇 函 数 ( 妈 tan( -x) = -tanz) 作 为 
习题 留 给 该 者 ， 
剩 下 的 是 证 明 在 区 间 ( -mw/2，7w/2) 上 其 值 域 为 整个 尺 . 因为 正切 孙 数 是 奇 隔 数 且 tan0 = 
0， 所 以 只 需 证 明 对 给 定 的 c >0， 方程 


tanx = ¢, 0 <x < (5.29) 


有 和 解 ， 按 照 介 值 定理 ， 由 于 tan0 =0， 为 证 方程 (5. 29) 有 和 解 ， 只 需 在 区 间 (0，mw/2) 中 求 得 一 点 
x 使 得 tanx >c 就 行 了 .， 而 由 于 正弦 晒 数 在 区 间 [0，7/2] 上 递增 ， 所 以 


举 遇 /不 
4 2 COSX COSX 


此 外 ， 出 于 余弦 酒 数 在 区 间 (0，7/2) 内 连续 并 且 为 正 ，cosT/2 =0， 所 以 可 在 区 间 (T/4，7/2) 内 
选择 一 点 x 使 得 cosx < (sinmn/4)/ec。， 在 该 点 ,tanzx > <. | 


习题 


1, 求 用 sina 及 cosa 表示 sin3a 的 公式 . 用 此 公式 计算 sinTy73 及 cosT/3， 上 下 计算 sinmw/6 及 cosT/4. 
2. a. 用 微分 方程 (5.20) 的 解 的 唯一 性 证 明 余 弦 函 数 是 偶 画 数 ， 即 对 及 中 所 有 x， 有 
cos( — %) = CO8X， 
b. 用 微分 方程 (5.21) 的 解 的 唯一 人 性 证 明正 引 澳 数 是 奇 数 ， 即 对 及 中 所 有 x， 有 
Bin( ~ x) = — sinx. 
c、 用 上 述 结果 证 明正 切取 数 是 奇 陶 数 . 
3. 导出 cos(a -5) 与 sin(a -bb) 用 sina、sinb、cosa 及 cosb 表示 的 公式 . 
4. 对 数 & 及 5b， 其 中 1a1l <1, 证 明 下 列 方程 ( 称 为 开 普 沥 (Kepler) 方 程 ) 恰 有 一 解 ; 
x = asinx+b, x eR. 
5. 证 明 下 列 方 程 愉 有 一 - 解 : 
e+cosx+x=0, xeR. 
6. 对 数 a 及， 定义 
对 所 有 xeR，Rzx) = sinx + ax + b. 
a 取 什 么 值 旺 数 f:R 一 R 是 通 增 的 ? 
7. 求 集合 1sinx + cosx | x eR | 的 极 大 值 与 极 小 值 点 . 
8. 用 导数 的 定义 证 明 


S81nx% 


有 
9. 设 上 是 固定 数 ， 假 设 函数 .六 R -+ R 是 微分 方程 
[对 所 有 eR. f(x) + kf/(x) =0 
/(0) =0 及 f(0)=0 
的 解 ， 证 明 对 所 有 xeR ,f(x) =0. 
10. 设 a。, 及 大 是 周 定数 . 用 上 题 证 明 下 面 的 微分 方程 至 多 有 一 解 : 
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ply eR, F(x) + kf(x) =0 
f(0) = a 及 ff(0)=&b. 
然后 验证 如 果 上 上 0， 方程 的 解 由 下 式 定 义 : 
对 所 有 x eR, f(x) = acoskx + bsinkx. 
11. 设 a 与 5 是 满足 ao +=1 的 数 ， 证明 在 区 间 [0, 2") 内 ， 存 在 一 个 数 9 使 得 
人 = 人 
sing = 6. 
12. 对 正 数 县 , 7 以 及 区 间 [0，2F) 内 的 数 ge ， 定 义 
对 所 有 xxeR，gSCx) = Msin( Tx + Do). 
画 出 函数 g:R 一 R 的 图 形 . 
13. 设 c 与 c, 是 满足 c +c2 =1 的 数 . 定义 
对 所 有 x eR, h(x) = ccosx + co Sinx. 
用 习题 11 及 余弦 函数 的 加 法 公式 证 明 存 在 数 9。 使 得 
对 所 有 xe 了， h(x) = cos(x + 0,). 
14。 定 义 


f(x) = 仁和 人) +x 车 x* 关 0 


兰 x*=0. 
证 明 函 数 f.R RR 是 可 微 的 且 f/'(0) =1， 再 证 明 不 存在 0 的 这 样 一 个 邻 域 !， 使 得 函数 f:1 一 R 是 递增 的 . 
15, 在 上 题 中 所 定义 的 函数 f:R 一 及 有 连续 的 导数 吗 ? 为 你 的 解答 说 明理 由 . 
16. 假设 函数 g:R 一 及 是 连续 的 ，g(0) >0， 且 在 某 正 数 s。 处 ，g(xo) =0. 证 明 存 在 满足 g(x) =0 的 最 小 正 数 
p. (提示: 定义 p=inffx1 x>0, g(x) =0} 并 证 明 p>0 及 g(p) =0.) 


5.4 反 三 角 函 数 


正 纺 函数、 余弦 函数 及 正切 函数 都 是 周期 函数 ， 所 以 它们 都 没有 反 郴 数 ， 但 如 果 将 这 些 蜗 
数 限 制 在 适当 的 区 间 上 ， 则 这 些 限 制 函数 便 有 反 范 数 ， 为 研究 这 些 限 制 函 数 的 反 荐 数 ， 回 忆 一 
个 在 推论 4. 12 中 建立 的 可 微 函 数 的 反 昂 数 的 公式 是 有 用 的 . 

命题 5.11 令 了 是 一 个 开 区 间 且 假设 太一 及 是 严格 单调 且 可 微 的 ， 并 且 对 了 中 所 有 xx 有 
f'(x) 关 0， 则 有 一 个 可 微 的 反 函 数 ， 其 定义 域 是 一 个 开 区 间 J， 如 果 用 8:J 一 及 表示 这 个 反 函 
数 ， 则 当 x 属 于 J 时， 其 导数 由 下 面 公式 给 出 : 


， 1 
g' (Xx) = FOOD (S. 30) 


反正 弦 沙 数 


由 于 sin: [ -7w/2，T/2] 一 R 是 严格 递增 的 连续 晴 数 ,有 目 sin( - 7/2) = -1 及 sinw/2 =1， 
由 介 值 定理 知 对 [ -1，1j 中 每 个 数 *， 方 程 
sinz = %， ze | - 工 , 工 
存在 唯一 解 ， 用 arcsinx 表示 这 个 解 ， 这 样 就 定义 了 反正 弦 (arecsine ) 范 数 ， 用 arcsin: [ -1，1j 一 
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R 表示 sin : | -7 本 | 一 R 的 肥 旺 数 . 
由 于 
[sinz] = cosr #0 -了 <x<7 


由 反 画 数 公 式 (5. 30) 可 得 反正 弦 沙 数 是 可 微 的 ， 并且 
| 


CE [aresinx ] = -ll<x<l|]. 
dx cos( arcsinx ) 


然而 ，arcsinx 是 在 ( - TZ2，T/2) 中 取 值 ， 所 以 cos(arcsinx) >0. 因此 ， 运 用 毕 达 可 拉 斯 恒 等 
式 ， 有 


cos( arcainxz) = [1 -sin (arcsinxz)]: =VI-x 
因此 ， 

如 果 -1<x<1， 有 [arcsin = 一 . (5.31) 
反 余弦 函数 


现在 转 到 反 余 纹 (arccosine) 函 数 . 事实 上 ， 由 于 cos: [0，Tj] 一 及 是 严格 递减 的 连续 晴 数 ， 
且 cos0 =1 及 cosm = -1， 由 介 值 定理 知 对 [ -1，1j 中 每 个 x， 方 程 


cosz = XxX, seE[0,7n] (5. 32) 


存在 唯一 解 . 用 arccosx 来 表示 这 个 解 ， 因此 定义 了 码 数 arccos: [-1，11] 一 R， 它 是 
cos; [0，7m] 一 R 的 反 消 数 ， 由 于 


[ooax] =— sinx 0 0<x<7, 
dx 


由 有 反 消 数 公 式 (5. 30) 可 推 得 


| 
ain( arccosx ) 


[arccoes = -1 二 第 所 1 ， 


然而 当 x 在 ( -1，1) 内 时 ，arccoszx 属于 区 间 (0，T) ， 所 以 sin( arccosx ) >0， 因 此 ， 运 用 毕 达 
哥 拉 斯 恒等式 可 知 


sin(arccosx) = [1 - cos (arccosx))]'” = v1 -x’. 
于 是 ， 
d | 
一 [arccosx] = 一 -1 <x%<1， (5. 33 ) 
dx 1 -x 
反正 切 函 数 


最 后 考虑 反正 切 (arctangent) 函数 ， 按 照 定理 5.10， 函 数 tan; ( - 79/2，7/2) 一 R 是 严格 
递增 的 旺 数 ， 其 象 是 整个 RR. 由 此 可 得 ， 对 每 个 数 x*， 方 程 
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tanz 三 区， ze |- 


|3 
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"2 
有 唯一 解 ， 用 arctanx 表示 这 个 解 ， 这 就 定义 了 tan;( -FT/2，T/2) 一 R 的 反 荫 数 arctan:R 一 R. 
由 公式 (5. 28) 及 反 聘 数 公 式 可 推出 
对 所 有 x eR,， [aretanx] = cos (arctanx ) ， 
然而 ， 由 毕 达 可 拉 斯 恒等式 ， 


因此 ， 设 z= arctanx ， 
| 
cos (arctanx) 


x +1 = tan (arctanx) +1 = 


这 样 ， 
对 所 有 xeR,， QTaretanz] = 5 (5. 34 ) 
dx 1 +x 
习题 
1. 证 明 : 如 果 -1 x 志 1]，arcsinx + arccosx = 可 /2. 
2. 求 微分 方程 
人 =x/ Vi-x, -1l<x<!] 
F(0) =1 
的 唯一 和 解 ， 


3. 假说 f:R 一 R 和 g:R 一 R 是 周期 为 了 的 周期 眶 数 . 在 什么 条 件 下 和 /+g:R 一 R 也 是 周期 聘 数 ? 在 什么 条 件 
下 复合 了 活 数 f。g:R 一 R 是 局 期 旺 数 ? 
4. 对 所 有 x eR 定义 h(x) =4sin(x/2)， 通 过 限制 函数 :RR 一 R 到 一 个 适当 的 区 和 间 [a， 8] 上 使 得 h: [a, 5b] 一 R 
是 严格 递增 的 且 h([a, 68])=[ -4, 4], 求 h: [a,b] 一 R 的 反 函 数 并 计算 它 在 区 间 ( -4，4) 内 的 导数 . 
5。 假定 
对 所 有 xeR,p(lx) =ar +bx+ec >0. 
求 微 分 方程 
对 所 有 x e R，F'(x) = 一 ~ 
p(x) 
的 解 . 《提示 : 配 平 方 . ) 
6. 证 明 
如 果 & < v, arctanv ~ arctanu <y-u. 134 
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第 6 章 积分 法 : 两 个 基本 定理 


6.1 达 布 和 ; 上 积分 与 下 积分 
对 某 类 称 为 可 积 的 (integrable) 函数 /，[a，5]_R ， 我 们 定义 一 个 称 为 /在 [a，&1 上 的 积 
分 (integral) 的 数 ， 并 记 为 「 F 本章 有 四 个 主要 目标 : 


i. 定义 可 积 函 数 及 积分 的 概念 ， 并 建立 可 积 性 的 准则 ， 称 之 为 阿 基 米 德 - 获 曼 定理 . 

ii. 证 明 连 续 孔 数 f: [a, 5b] 一 R 是 可 积 的 . 

iii、 证 明 第 一 基本 定理 (对 导数 求 积 分 ) ， 它 表明 对 - -个 连续 函数 Ff [a,，4]-*R ， 若 它 在 
开 区 间 (a,， 48) 上 有 连续 有 界 导 数 ， 则 下 述 积分 公式 成 立 . 

「 F'(x)d = F(b) - F(a). 

iv 证 明 第 二 基本 定理 (对 积分 求 导数 )， 它 表明 对 一 个 连续 函数 /: [a, 65] 一 R ， 当 x 在 开 区 间 

(Ge，b) 内 时 ， 有 
S[ fa] = f(x). 
积分 的 意义 是 依赖 于 它 所 处 的 上 下 文 ， 例如 ， 下 述 积 分 解释 在 几何 上 是 合适 的 ; 
若 可 积 函 数 /: [a。, 5] 一 R 具有 如 下 性 质 : 对 所 有 xs [a， 56] ,f(x) >0， 则 积分 /是 


f:[a,b] 一 R 之 下 区间 [a,b] 之 上 的 图 形 的 面积 . 
/: [a, bj 一 R 的 积分 有 许多 其 他 的 物理 解释 ,但 利用 它 作 为 面积 的 几何 解释 我 们 可 以 给 
积分 下 定义 .如 图 6. 1 所 示 . 


了 


a b 


图 6.1 阴影 区 域 的 面积 等 于 「 7 


日 由 R. Courant 与 Fritz John(Springer-Verlag，1989) 所 著 的 《Introduction to Calculus and Anaiysis》 一 书 介 绍 了 在 物理 学 
号 工程 中 所 提出 的 积分 的 许多 有 趣 的 应 用 . 皮 数 的 积分 定义 为 图 形 下 的 面积 这 一 和 思路 是 有 用 的 、 但 这 仅 是 直观 的 
动机 ， 因 为 我 们 还 没有 面积 的 精确 定义 . 这 与 画 数 的 导数 定义 中 把 它 理 解 为 切线 的 斜率 相 类 似 、 尽 管 在 此 之 前 我 
们 还 没有 切线 的 精确 定义 . 
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上 达 布 和 与 下 达 布 和 
令 a 与 6 是 实数 ， a <65， 如 果 n 是 自然 数 且 


aG=Xx0 <X < <x <x, =b, 
则 P= 1x。，…，zx。| 称 为 区 间 [a,，6] 的 一 个 划分 (partition)， 对 每 个 下 标 i=0, 称 x; 是 P 的 划 
分 点 ， 若 i1， 称 [x;,， zx] 是 P 的 一 个 划分 区 间 . n=1 即 是 [a, 6] 的 原始 划分 ，x。 =a， 
xi =b 这 时 中 惟有 两 个 划分 所 和 一 个 划分 区 间 ， 


图 6.2 在 划分 区 间 [x*-，，zj 上 的 近似 面积 


假设 函数 f: [a，b 一 R 有 界 且 P= {xe，…，x, 是 定义 域 [e，b] 的 一 个 划分 ， 对 每 个 下 
标 i 之 1 ， 定 义 
m. inf 人 ,%. 
| i {f(x)lxe {x,,, | (6. 1 ) 
M, = sup|/(x)|xe [xz yx] |. 
如 图 6.2 所 示 ， 我 们 定义 


L(f,P) = 2 mi(zi - xi) 
| (6. 2) 
U(f,P) = 2, M(x — xX,_1). 


称 U(f，P) 为 函数 f: [a,， bj 一 R 基于 划分 P 的 上 达 布 和 ， 称 LL(f，P) 为 防 数 J/: [a,，b] 一 RR 基 
于 划分 了 的 下 达 布 和 .如 图 6.3 所 示 . 
从 m, 与 M, 的 定义 直接 可 得 ， 对 每 个 下 标 i 之 1， 有 
m, < M., 

因此 对 [Le， 妇 的 任 一 划分 P， 

L(f,P) < U(,P). (6.3) 
关于 表示 为 面积 的 积分 的 直观 概念 认为 ， 可 积 函 数 /: [a,， 5] 一 R 应 具有 如 下 和 性质， 对 [a，4。] 
的 任 一 划分 P 有 


LP) < [ys UY,P). (6.4) 
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L(f,P) Uf, P) 
> 


P = {x0, Xi, x2, X3, Xa, xs} P= {x x1, 9, x3, xa, Xs} 


a= Xo xX: XX Xa Xx b=xs d= XI YX2 NR 4 b=x 


图 6.3 上 达 布 和 与 下 达 布 和 


为 了 确定 积分 的 值 ， 我 们 要 证 明 对 定义 在 有 界 闵 区 间 上 的 有 界 函 数 ， 任 一 下 达 布 和 小 于 或 
等 于 任 一 上 达 布 和 ， 甚 至 这 些 和 是 基于 不 同 的 划分 .我 们 把 证 明 分 成 儿 部 分 

我 们 常会 用 到 这 样 的 事实 : 车 P= 1x。，…，x.| 是 区 间 [a, 86] 的 一 个 划分 ， 则 P 中 划分 区 
间 长 度 和 就 是 区 间 [a， 686] 的 长 ， 即 


b-a-= > (x -< (6. 5) 
引 理 6.1 假设 函数 /: [a,b] 一 R 有 界 且 数 m 和 及 具有 性 质 
mf(x) < M, xrxe [a,bl. 
若 忆 是 定义 城 [a, 5b] 的 一 个 划分 ， 则 
m(b -a) < LfP), U(f,P) < Mb - a). 
证 有 明 令 P=1x。，…，x.| ,对 每 个 下 标 i>1, 数 m 是 集 |f/(x)1xe[x.,, x]| 的 下 界 ， 
所 以 由 下 确 界 的 定义 ， 


mm.. 


这 样 由 长 度 公 式 (6.5)， 
m(b—-a)= m D(x, 一 %_) = Dm — Xx,.,) 


< 六 mlx -XL1) = LF,P). 


因此 ，m(5 -a)<<L(f，P)， 类似 地 ， 可 证 明 U(f, P)<M(b-a). 国 

给 定 区 间 [a，45] 的 划分 P，[a, 6&8] 的 另 一 个 划分 P' 称 为 P 的 一 个 加 细 { refinement) ， 如 果 
P 的 每 个 划分 点 也 是 P" 的 划分 点 车 P= |x。，…，,x,| 而 P' 是 P 的 加 细 ， 则 对 每 个 下 标 i 之 1， 
P 的 划分 点 属于 划分 区 间 [x,.,，x;] ， 它 定义 了 区 间 [x,_,，z,] 的 划分 P.， 注 意 到 


PD LSP) = Lp,P'), BUGP) = UU,P'). (6. 6) 
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引 理 6. 2( 加 细 引 理 ) 假设 函数 J [a,b] 一 R 是 有 界 的 ， 设 P 是 其 定义 域 [a,， 5b] 的 划 
分 ， 如 果 P 是 PP 的 加 细 ， 则 
L(f,P) < L(f,P*), U(f,P' ) < U(f,P). 
证 明 设 P=1x。，…，x*,}. 对 每 个 下 标 i, 设 m, 如 (6.1) 式 所 定义 并 设 P 是 由 P” 所 引 
起 的 [x,_,，x;] 的 划分 . 将 引 理 6. 1 应 用 于 函数 户 [x,.,，x;] 一 R ， 得 到 
m(x, -Xx..) Lf,P) ll<ign. 


求 上 述 ”个 不 等 式 的 和 并 利用 公式 (6. 6) 得 到 


LU,P) < BLY,P,) = CPP 


类 似 地 ， 可 论证 VCA，P ) 和 VC，P). 国 
给 定 区 间 [a,5] 的 两 个 划分 忆 与 P,， 由 取 P) 的 划分 点 与 P, 的 划分 点 的 并 所 组 成 的 划分 

P' 是 P, 与 P, 的 共同 加 细 (common refinement)， 这 是 因为 P' 既是 P, 的 加 细 也 是 P, 的 加 细 . 
引 理 6.3 假设 函数 F， [a, 6] 一 R 是 有 界 的 ， 则 对 定义 域 [a，p] 的 任意 两 个 划分 书 与 P,， 


L(f,P,) < U(Ff,P,). (6.7) 
证 明 设 P 是 P, 与 P, 的 共同 加 细 . 由 加 细 引 理 可 得 
L(f,P) < LfP), U(f,P) < U(f,P,). 国 


雪 一 -方面 ， 由 不 等 式 (6.3)， 
L(f,P  ) < U(f,P” )， 
这 样 ， 
L(f,P,) < Lf,P) UP ) < UVU(f,P,). 
上 积分 与 下 积分 


定义 ”假设 f: [a，b] 一 R 是 有 界 的 ， 则 定义 在 [a,，b] 上 的 下 积分 ( 记 为 】 用 为 


[f= sup1L(f,P) 1 P 是 区 间 [a,b] 的 一 个 划分 1 (6.8) 
一 全 一 
定义 /在 [a,，b] 上 的 上 积分 [ 记 为 | /为 
[f= inf[U(f,P)1 PP 是 区 间 [a,6b] 的 一 个 划分 |}. (6.9) 
引 理 6. 4 对 有 界 品 数 f [a, b]—R, | 
|f< |f (6. 10) 


证 阴 令 P 是 fa, 5b] 的 一 个 划分 ， 由 引 理 6.3 可 知 U(f,，P) 是 f 的 所 有 下 达 布 和 这 一 集合 
的 上 界 . 因此 由 上 确 界 的 定义 得 


[f< U(f,P). 
但 这 一 不 等 式 断 育 | 7 是 /的 上 达 布 和 这 一 集合 的 下 界 . 这 样 ， 由 下 确 界 的 定义 得 
fe . 
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例 6.5 令 函 数 f: [a, 65] 一 R 有 常 值 c<， 我 们 断定 这 个 消 数 的 上 积分 与 下 积分 都 等 于 c(b -ea). 
事实 上 ， 这 由 定义 可 立刻 得 到 . 令 P=1{zx6,，…，x,| 是 [a, 81 的 一 个 划分 对 每 一 个 下 标 i 宇 1 ,着 
m,，M, 是 按 (6. 1) 所 定义 的 ， 则 m, =e 及 MM, =c， 由 长 度 和 公式 (6.5) 得 


c(b -a) = oT - x1)]= Del -Xi-) = Lf,P) = Uf,P). 


这 样 ， 下 达 布 和 集合 仅 由 单个 数 c(8 - a) 组成， 同样 上 达 布 和 和 集合 也 如 此 . 由 下 积分 及 上 积分 
定义 得 


[f=e(s -oe) 及 [f=e(s-a) 
例 6.6 考虑 由 下 式 定义 的 狄 利克 雷 (Dirichlet) 函数 /: {0, 1] 一 R : 
A = 人 当 x 在 [0,1] 内 为 有 理 数 
1 当 * 在 [0,1] 内 为 无 理 数 
令 P= fx。，zi，…，zx,| 是 定义 域 [0，1] 的 一 个 划分 、 由 于 有 理 数 及 无 理 数 各 自在 R 中 稠密 ， 
这 就 得 出 对 每 个 下 标 i 宇 1， 若 m,，M, 是 依照 (6.1) 加 以 定义 的 ， 则 m, =0 及 MM, =1， 这 样 ， 下 
达 布 和 集合 仅 由 0 组 成 ， 因 此 由 上 确 界 的 定义 ， 


[f=0. 
另 一 方面 ， 上 达 布 和 集合 仅 由 1 组 成 ， 因 此 由 下 确 界 的 定义 ， 

[f=1. | 
习题 


1.、 对 干 区 间 [0，1] 的 划分 已 =10，1 人 4，L2，11 ， 对 以 下 三 个 函数 户 [0,1] 一 上 计算 LL(f, P) 及 U(f,P). 
a.7x) =x， 当 x 在 [0，1] 中 . 
b. f(x) =10， 当 xz 在 L0，1] 中. 
c.f(x)= -x ， 当 x 在 [0,1] 中 . 

2. 对 区 间 [a，,，6] 及 一 正 数 6， 有 几 R 的 阿 基 米 德 性 质证 明 存 在 [a，6]j 的 一 个 划分 P= |x。，、…，zx,i， 使 得 P 的 任 
一 划分 区 间 [x;.,，x;] 的 长 小 于 6. 

3. 假设 有 界 函 数 f La， 要 一 及 具有 如 下 性 质 : 对 [a，6] 内 的 每 个 有 理 数 x*， 所 x) =0.， 证明 


fr<o<p 


. 假设 有 界 函 数 f: [a,， 85] 一 R 具有 如 于 性 质 : 对 所 有 xe La, 8]， 


> 


f(x) 2 0. 
证 明 | /> 0. 
5. 假设 两 个 有 界 函 数 f: [a, 8] 一 R 及 g: [a, 8] RR 具有 如 下 性 质 : 对 [a, 46] 中 所 及， 
g(x*) € f(x). 


a 对 [a, 5b] 任 一 划分 P,， 证明 L(g, P) <L(f, P). 
b. 用 (a) 证 明 g< |/ 


6. 假设 f; [a，b] 一 R 是 有 界 孙 数 且 存在 la, 65] 的 一 个 划分 PP 使 得 L(f,，P) = U(f，P), 证 明 f: [a, bj 一 RR 
是 常数 . 
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7. 定义 
f(x) = f 当 点 x 在 [0,1] 内 且 为 有 理 数 
0 当 点 x 在 [0,1] 内 且 为 无 理 数 . 


证 明 [s = 0 及 | 7> 172. 


6.2 阿 基 米 德 - 黎 归 定理 
定义 假设 函数 f， [a, 1 一 R 有 界 ， 我 们 称 f: [a, 65] 一 RR 是 可 积 的 或 1/ 在 [a,， 86] 上 是 可 


积 的， 倘若 - 
太公 


当 上 式 成 立时 ， 元 数 f: [a, 6] 一 R 的 积分 ( 记 为 | 四 定 义 为 


Ir= [r=] 

我 们 在 例 6.5 已 经 证 明 殉 数 /: [a,5] 一 R 为 常 值 c 且 是 可 积 的 ， 它 的 积分 等 于 c(6b -a). 
正如 前 面 已 提 到 过 的 ， 一 个 正 函 数 的 积分 可 以 直观 地 解释 为 相应 图 形 的 面积 我 们 也 看 到 
例 6.6 中 狄 利 克 雷 函数 是 不 可 积 的 ， 狂 利克 雷 函 数 不 可 积 并 不 令 人 证 异 ， 这 是 因为 没有 什么 明 
显 的 方法 把 这 一 函数 的 图 形 下 的 区 域 赋予 面积 ”. 

为 了 证 明 函 数 的 可 积 性 的 一 般 准 则 ， 我 们 建立 下 述 关 于 上 、 下 达 布 和 及 上 、 下 积分 的 有 用 
的 不 等 式 . 

引 理 6.7 对 有 界 函 数 六 [a, 8] 一 R 及 [a,， 858] 的 一 个 划分 书 ， 


L(f,P) < [rs frs U(f,P). (6. 11) 
作为 推论 ， 我 们 还 有 如 下 三 个 不 等 式 : 
0<UUP) - {fs VY,P) -CHP)， (5. 13) 
0 < {f-L0,P) < VY,P) -Lf,P). (6. 14) 
证 明 ”因为 下 积分 是 下 达 布 和 集合 的 一 个 上 界 ， 而 上 积分 是 上 达 布 和 集合 的 一 个 下 界 ， 
故 有 
LP)<|f 及 [fs vd,P). 
但 是 依照 引 理 6. 4， 


昌 ” 这 里 定义 的 积分 通常 称 为 歼 遇 积分， 以 区 别 其 他 形式 的 积分 .还 有 一 个 惑 员 格 (1Lebesgue) 积分， 它 与 歼 曙 积分 定 
义 相 类 似 ， 不 同 之 处 是 把 区 向 [a，85] 分 解 为 区 间 的 并 ， 而 不 是 分 解 成 所 谓 的 可 测 集 (measurable) 之 并 ， 区 间 就 县 
-一 个 可 测 集 ， 这 样 ， 作 为 勒 中 格 积分 的 概念 ， 有 示人 沾 上 和 与 下 和 ， 因 此 可 能 有 更 好 的 积分 近似 ， 犹 利克 雷 函 数 是 
勒 贝 格 可 积 的 ，H. L Royden( New York :Macmillan，1988 ) 的 著作 《Real Analysis》 对 勒 贝 格 积分 有 清楚 的 阳 述 . 
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|f<|/ 
因此 ， 不 等 式 (6. 11) 成 立 ， 最 后 三 个 不 等 式 也 可 由 此 立即 得 到 . 加 
定理 6.8( 阿 基 米 德 - 黎 曙 定理 9) 设 /: [a, 8] 一 R 是 有 界 函 数 ， 则 在 [ae， b] 上 可 积 当 
县 仅 当 区 间 Lae，b]j 存 在 划分 序列 |P | 使 得 


lim[ UC(f,P.) ~- Lf,P.)) = 0. (6. 15) 
此 外 ， 对 每 一 个 这 样 的 划分 序列 有 
limLO,P.) = [7 及 limuP) = {/ (6. 16) 


证 明 首先 假设 划分 序列 满足 (6.15)， 我 们 运用 引 理 6.7， 在 不 等 式 (6.12) 中 ， 对 下 标 
n， 用 P, 替代 P， 则 用 (6. 15 ) 可 得 不 等 式 


o< jy-Jysim[uP) - LY,P,)] =0. (6.17) 


这 样 ， 下 积分 等 于 上 积分 ， 所 以 由 定义 知 函数 在 [ae，48] 上 可 积 . 
现在 证 明 相反 论断 ， 假 设 f 在 [a,$] 上 可 积 ， 由 定义 知 


[t= [r=f (6. 18) 
固定 自然 数 w 由 下 积分 的 定义 ,|7 是 了 的 下 达 布 和 集合 的 最 小 上 界 . 这 样 数 [ 站 | - 
tn{ 它 小 于 人 月 不 是 下 达 布 和 集合 的 上 界 , 故 有 [a ,6] 的 划分 P' 使 得 


fA- < CPP， 


因此 由 (6. 18) 有 

[[ A- < LP'), (6. 19) 
类 似 地 对 上 积分 ， 有 [a， 4b] 的 划分 P" 使 得 

UP < [[ y+ 二 (6. 20) 


由 加 细 引 理 ， 上 面 两 个 估计 对 P' 与 P" 的 公共 加 细 ( 记 为 P,) 也 成 立 ， 在 第 一 个 估计 
式 (6.19) 中 用 P. 代替 P' 而 在 第 二 个 估计 式 (6. 20) 中 用 P, 代替 P" 得 
1 :11 2 
0 < UO,P.) - Lf,P,) < [ [f+ |- [ 1- 一 | = 二 
这 样 ， 
lim[ UCf,P,) - LO,P,)] = 0 


日 ”这 个 定理 之 所 以 归功 于 看 腊 数 学 家 阿 基 米 笨 ， 是 因为 他 首先 通过 构造 对 象 的 内 接 与 外 接 和 多边形 近似 来 设计 与 完善 
了 用 以 计算 非 多 边 形 几 何 对 象 的 面积 的 策略 .这 个 定理 也 归功 于 德国 数学 家 黎 受 ， 是 因为 他 在 1845 年 将 阿 基 米 葵 
的 近似 策略 用 于 更 一 般 范 转 内 的 面积 计算 ， 在 阿 基 米 德 利用 精巧 的 抓 等 儿 何 的 构造 计算 好 物 线 与 图 的 面积 的 2000 
多 年 以 后 ， 才 是 袭 受 的 贡献 阿 基 洲 德 计 算 了 半径 为 1 的 图 的 面积 并 对 他 的 近似 作出 了 精确 的 误差 界 ， 他 计算 的 
9 的 误 着 不 超过 1/500. 
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现在 只 剩 下 证 明 如 果 函 数 了 在 [e,，8] 上 可 积 旦 1P.| 是 满足 (6. 15) 的 划分 序列 ， 则 达 布 和 
序列 收敛 于 积分 但 是 ， 如 果 (6.15 ) 成 立 ， 则 这 些 达 布 和 序列 的 收敛 性 立即 可 从 不 等 式 
(6. 13 ) 与 (6. 14 ) 得 出 ， 其 中 用 P, 代替 PP， 而 用 积分 代替 土 积分 与 下 积分 . 加 

从 阿 基 米 德 - 黎 昌 定理 来 看 ， 对 满足 (6.15) 的 划分 序列 给 予 一 个 命名 是 有 用 的 . 

定义 令 f: [a, 56] 一 R 是 有 界 函 数 ， 对 每 个 自然 数 n, 令 P, 是 [a, 5b] 的 划分 ， 则 1P,i 
称 为 f 在 [a,， 6 上 的 阿 基 米 德 序列 ， 若 它 满足 

lim[ U(f,P,) - L(f,P.)) =0. 

这 样 ， 阿 基 米 德 - 黎 冯 定理 可 重 述 如 下 : 有 界 消 数 f: La, bj] 一 R 是 可 积 的 当 且 仅 当 jf 在 
[a,， 5} 上 存在 一 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 此 外 ， 对 f 在 [a，b] 上 划分 的 任 一 阿 莽 米 德 序列 ， 对 应 
的 上 、 下 达 布 和 收敛 于 f 在 [a，4b] 上 的 积分 . 


规则 划分 


定义 ”对 自然 数 n， 区 间 [a，b] 上 的 划分 P= |x。，…， x,| 定 义 为 
(b — a) 
nn 


和 =a+!}i Oi<n, 


称 为 将 [a，6b] 划 分 成 n 个 划分 区 阅 的 规则 划分 . 
将 La,，5] 划 分 成 5 个 划分 区 间 的 规则 划分 可 由 它 所 有 的 划分 区 间 等 长 度 来 刻画 ， 即 (b -a)/n. 


划分 的 间隙 


定义 ”对 区 间 [a, 5] 的 一 个 划分 也 =|ixo。，…，x,.|， 我 们 定义 忆 的 间 际 ( 记 为 gapP) 为 划 
分 的 最 大 划分 区 间 的 辩 度 ， 即 
gapP 刁 InaX [ x, — %,.1]. 
可 以 看 到 ， 对 于 一 个 划分 P 及 一 正 数 sa，gapP <s 当 且 仅 当 P 的 每 个 划分 区 间 的 长 度 小 于 2 
单调 函数 的 可 积 性 


例 6.9 单调 递增 函数 /Le，b] 一 R 是 可 积 的 . 我 们 用 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 来 证 实 这 一 

点 . 今 P= jxo，…，z| 是 La，t] 的 一 个 划分 ， 首先 观察 到 由 于 晒 数 是 单调 递增 的 ， 对 每 个 下 
标 i 宇 1 及 划分 区 间 [Lx,  ，，x,] ， 

m, = inf{f(x)}l xe [xx = f(x,.,) 
友 

M, = suplf(x) | x € [xy xl = f(x,). 
对 一 自然 数 n,， 令 P, 是 [a, 45|] 的 规则 划分 ， 把 [a，68] 划 分 成 长 度 等 于 (b -a)An 的 n 个 划分 区 
间 . 于 是 


UUPJ) -LP)= DM- mss) = DM m) (ee) 


= (£4) 3 aa) - f(x)) = (一 ?we - f(a)). 
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如 图 6.4 所 示 ， 
f(b) — fla) 
> 一 
心 一 如 
QA= M0 | 加 Xr_1 有 nn 二 由 n 
6.4 UU, P.) -LA P) = (Ti) UD) -Ae)) 
内 此 


im[U(PPJ) -Lf,P)] = lim US) =A) Is 0] -0 


这 样 ， 该 规则 划分 序列 就 是 f 在 [a，8] 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 由 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 知 f 
在 [a, 56] 上 可 积 . 鹿 


阶梯 本 数 的 可 积 性 


定义 ”函数 矿 [a,b] 一 R 称 为 阶梯 (step) 函 数 ， 倘 车 存 在 其 定义 域 [a,， 5] 的 一 个 划分 
P =|zo，… ,Z| 及 数 c，，…，c;,， 使 得 当 1<<i<k 时 ， 对 开 划 分 区 间 (z_,，z,) 中 的 所 有 x 有 
Ax) = ci 
例 6.10 阶梯 范 数 ./: [a, 6b] 一 R 是 可 积 的 ， 我 们 用 阿 基 米 德 - 黎 间 定理 去 证 实 这 一 点 . 
选取 区 间 [ a， hb 的 一 个 划分 P* 一 | z0 ， "py z, | 9 使 得 对 每 一 下 标 i 宇 1， /在 区 间 (z..,， 2,) 取 常 
值 . 由 于 阶梯 函数 仅 有 有 了 跟 个 函数 值 ， 它 是 有 界 的 . 因此 可 选 好 兰 0 使 得 
-Me<f/xr)<M xye [ap 
我 们 将 证 明 对 [a，8j] 的 任 一 划分 P， 
U(f,P) -LL(f,P) < 4(K + 1)M. gapP. (6.21) 
从 这 个 估计 可 得 ， 如 果 1P,1 是 [a, 65] 的 任 一 划分 序列 使 得 
limgapP, = 0， 
则 
0 到 limU(f,P.,) -LL(f,P,) < lim4 (大 + 1)M. gapP, = 0. (6. 22) 


所 以 ，|P.j 是 了 7 在 Le,， 8 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 这样， 由 阿 基 米 德 - 黎 曙 定 理 知 ,， /在 
[a, 68] 上 是 可 积 的 ， 为 建立 不 等 式 (6.21), 令 忆 =1x6。，…， zx,| 是 [a, bj 的 任 一 划分 ， 我 们 称 下 
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标 i 是 交 又 下 标 ， 如 果 区 间 [x,.,，x; | 包含 划分 P 中 的 点 ， 将 PP 中 交叉 下 标 集 表 示 为 C， 因 为 P' 


有 大 +1 个 划分 点 ， 而 忆 中 每 个 划分 点 至 多 属于 P 的 两 个 划分 区 间 ， 因 此 ， 我 们 看 到 至 多 只 有 
2(k+1) 个 交叉 下 标 。 同样 注意 到 对 每 个 下 标 :之 1， 

[M. -mjlx, -x,,)] <2MIx -xj < 2M. gapP. 
因此 ， 我 们 对 Uf，P) -L(f,，P 了 ) 有 下 述 估计 : 


》 [4 -mi][x -ri ] < 4(k + 1)M. gapP. (6. 23) 


但 是 ， 如 果 i 不 是 交叉 下 标 ， 则 由 于 f 蚌 阶梯 防 数 , f 在 划分 区 间 [x;_,，x;j] 是 常数 ， 因 此 这 一 
下 标 对 达 布 和 的 差 不 会 有 什么 贡献 ， 即 


U(f,P) - L(f,P) 一 [Mi -mi][lx: -xi (6. 24) 
从 估计 (6.23) 及 等 式 (6.24) 可 得 到 所 知 要 的 估计 (6.21). 国 


莱 布 尼 荧 记号 


对 可 积 函 数 /: [a。，5] 一 R ， 它 的 积分 值 用 符号 | 7 表示 ， 但 这 一 积分 值 通常 也 表示 成 


[mad 或 [fa 


我 们 会 看 到 这 一 替代 记号 (包含 菜 布 尼 次 记号 ) 通 常 更 为 经 济 且 具有 暗示 性 . 

前 面 黄 个 例子 表明 如 何 使 用 阿 基 洲 德 - 歼 受 定理 建立 可 积 性 ， 如 果 存 在 介 于 上 、 下 达 布 和 
之 问 差 的 合适 估计 ， 也 可 以 建立 可 积 性 ， 利 用 阿 基 米 德 - 黎 冯 定 理 计算 积分 值 是 比较 困难 的 ， 
这 需要 更 多 关于 达 布 和 的 实际 值 而 不 是 达 布 和 的 差 的 信息 ， 这 些 信息 的 获得 是 攻 难 的 ， 我 们 现 
在 叙述 一 个 例子 ， 由 它 可 以 得 到 积分 的 值 . 

在 下 面 的 例子 中 ， 需 要 相继 整数 平方 和 的 求 和 公式 来 计算 达 布 和 ， 我 们 把 下 述 求 和 公式 的 
归纳 证 明 留 作 习 题 ， 对 每 个 自然 数 mn， 


Di _ n(n en +1) 


例 6.11 对 [0，1] 中 所 有 >* 定义 xz) =x*， 由 于 了 消 数 /: [0，1] 一 及 是 单调 递增 的 ， 由 
例 6.9 知 函 数 /在 [0， 1] 上 可 积 ， 我 们 将 证 明 


1 ， 1 
[x dx = 本 
对 每 个 自然 数 n, 令 P, 是 [0，1] 的 规则 划分 ， 它 把 [0，1] 划 分 成 4 个 等 长 的 划分 区 间 . 在 
例 6.9 中 已 证 明 {P.| 是 f 在 [0，1] 上 的 阿 基 米 德 序列 ， 这 样 ， 由 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 知 


[ed = limU(f,P,). (6. 26) 


(6. 25) 


对 每 个 下 标 i 宇 1， 


M = sup{f(x)|xe [x ,x]| = f(x,) = 5 及 x -x = 一 ， 


148 


149 
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所 以 ， 


用 上 面 的 平方 和 公式 (6.25)， 有 


UP) = DM) = Er = + |] 
因此 
[2a = limU(f,P,) = lim [2 3 
习题 


1 对 任意 函数 f: [a，65] 一 RR 及 [a,5] 的 划分 P= {x。，…，x,| ,证明 


2 fx) -fxi)) = f(8) -fla). 
2. 设 P,，P, 是 [a,， 46] 的 两 个 划分 证明; 车 P 是 P, 的 加 细 ， 则 gapP, 志 gapP,， 其 逆 是 否 正确 ? 


3. 令 f: [a, 5] 一 R 是 单调 递 大 函数 ，P, 是 [a,5] 的 规则 划分 ， 把 [a，8] 划 分 成 4 个 长 度 等 于 (5 -a)/n 的 区 间 . 
3a， 证 明 


U(f,P,) - L(f,P.,) 二 [f(a) -A -a] 


b. 用 (a) 及 阿 基 米 德 一 黎 曙 定理 证 明 f 在 [a,，5] 上 是 可 积 的 . 
4. a， 证 明 


"»、. ntln+1l1) 
2 2 


b， 用 (a) 及 阿 基 米 德 -- 效 晤 定理 证 明 「 - 20). 
5. 用 习题 4 中 (a) 及 阿 基 米 德 - 获 曼 定理 求 下 述 两 个 积分 . 
a. [ [x +1]dx 
b. [ [4z + 11]dx 
6. 用 阿 基 米 德 - 黎 曙 定理 证 明 ， 当 0<agb 时 ， 


8 2 2 
a [de = ~ 
py _ 03 
2 "mh 
b | ”dz = 3 


7. 假设 函数 /; 【a,， 646] 一 R 在 [a,，b] 内 除 x=a 外 的 所 有 点 处 均等 于 c。， 用 阿 基 米 德 一 黎 曼 定 理 证 明 / 在 [a， 48] 
上 可 积 并 且 它 的 积分 等 于 c (4b -a). 

8. 假设 号 数 f: 【a，6] 一 R 是 可 积 的 .证 明 存 在 [a，5] 的 划分 序列 |P,| , 它 是 f 在 [a，8] 上 的 划分 的 阿 基 米 
德 序列 ， 而 且 具 有 附加 性 质 : 对 每 个 mn， 忆 ,是 P, 的 加 细 . 对 于 这 样 的 序列 证 明 上 达 布 和 序列 是 单调 递 碱 
的 ， 而 下 达 布 和 序列 是 单调 递增 的 ，( 提 示 : 应 用 加 细 引 理 . ) 

9. 假设 函数 f: [a, bj 一 R 及 g: [a, 56] 一 R 是 可 积 的 .证 明 存 在 [a,，8] 的 划分 序列 |P,}， 它 是 f 在 [a, 5b] 上 
的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 也 是 g 在 [a，8] 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ，( 提 示 ; 应 用 加 细 引 理 . ) 

i0. 定义 
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xX 2XE3 


人 二) = 1 3 < 4. 


证 明 函 数 f: 【2, 4] 一 R 是 可 积 的 ， 
11. 对 于 区 间 [a,， 5 的 任 一 划分 P= ix。，…，x,1， 证 明 
2 [zx -x.,.] [bb-al . gapP. 


12. 假设 f; [a，4&8] 一 R 是 利 普 项 茨 曙 数 ， 即 存在 一 常数 cz0 使 得 对 于 [a，68] 中 所 有 点 u,v， 
flu) -Hv laceclu-vl. 
对 [a，bj 的 任 一 划分 P， 证 明 
Oo UFP) -APp) Ee[b- a] : gap 
(提示 : 在 每 个 划分 区 间 应 用 极 值 定理 ， 然 后 对 和 估计 用 习题 11 的 结果 . ) 
13. 应 用 习题 12 中 给 出 的 达 布 和 差 的 估计 及 阿 基 米 德 一 歼 学 定理 证 明 利 普 希 获 画 数 是 可 积 的 . 


6.3 可 加 性 、 单 调 性 及 线性 性 
定理 6. 12( 在 域 上 的 可 加 性 ) 令 函 数 记 [ab 一 及 在 [GaG，b1 上 可 积 ， 且 令 c 是 开 区 间 
(ae，8) 内 一 点 ， 则 了 在 [La，e] 与 [c，5] 上 有 是 可 积 的 ， 更 进一步 ， 
[f= [f+ (6. 27) 
证 明 ”因为 /在 [a, 8] 上 可 积 ， 由 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 知 ， 存 在 f 在 [a，58] 上 的 划分 的 阿 
基 米 德 序列 ， 即 划分 序列 1P.| 满足 
lim [ U(f,P.,) ™ L(f,P,) | 一 0, (6. 28 ) 
因此 
limU0,Pp.) = {/ (6. 29) 
运用 加 细 引 理 ， 可 以 假设 点 。 属 于 每 一 个 划分 P.， 对 任 一 下 标 n, 令 已 是 忆 在 [a, $5] 中 导出 
的 划分 ，P" 是 P, 在 [c，8] 中 导出 的 划分 ， 从 达 布 和 定义 可 得 
U(f,P.,) 一 U{f,P.) + U(f,P”) 
及 
L(f,P.) = L(f,P') + L(f,P"), 
因此 
U(f,P,) -Lf,P,) = [UCP') -LP)] + (UU,P") - LO,P') 1. 
因为 上 式 右 边 方 括 号 中 的 各 项 都 是 非 负 的 ， 从 极限 式 (6. 28) 可 得 (习题 3)| P11 是 /在 [a, c] 上 
的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 而 | P| 是 /在 [c，5] 上 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 按 照 阿 基 米 德 - 歼 曼 定 
理 ,，f 在 [a, cj] 及 [c,， 6b] 土 是 可 积 的 ， 此 外 ， 
limU(fsPs) = [1f, limU(f,Pp') = [5 
这 样 ， 从 上 面 两 个 极限 、 极 限 式 (6.29) 以 及 收 倒序 列 的 和 性 质 可 得 


108 第 6 晶 


[f= limUC,P,) = lim[ VC,P') + UC,P')) 


= limUC,P’) + lm,P') = [f+ [1/ 
定理 6. 13( 积分 的 单调 性 ) ”假设 函数 /; [a, 6] 一 民 与 g: [a, 6] 一 R 是 可 积 的 且 对 [a, 5b] 
中 所 有 x 有 
f(x) < g(x), 
则 


[fs<|e 
证 明 由 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 与 加 细 引 理 ， 在 区 间 [c，5]j 上 存在 划分 序列 |1P,| ， 它 对 于 / 
在 [a, |] 上 与 g 在 Las，8] 上 都 是 划分 的 阿 基 米 德 序列 、 因 此 ，， 
limulpPJ) = [f 及 limule,P) = [se 
因为 对 [a，48j] 的 所 有 x* 有 
f(x) < g(%), 
直接 由 达 布 和 的 定义 ， 对 每 个 下 标 mn， 
DLP) < Lf,P,). 
由 收敛 序列 的 保 序 性 得 
[f= imvP,) < limule,P) = [8 
为 方便 积分 的 线性 性 的 证 明 ， 我 们 先 比较 J+g 及 af 的 达 布 和 与 及 g 的 达 布 和 . 
引 理 6.14 令 f: [a, bj 一 R 与 8g; [ac，b] 一 有 是 有 界 函 数 ， 并 设 己 是 其 定义 域 [aG， 六 ] 的 
一 个 划分 ， 则 
L(f,P) + L(g,P) < Lf +gP) 及 Uf+g,P) LfP) + Ug,P). (6.30) 
此 外 ， 对 任 一 数 a， 
当 w 关 0，VarP) = aU(f,P), Laf,P) = aL(f,P) 
oe <0, U(af,P) = aL(f,P), Laf,P) = aU(f,P). (6. 31) 
证 有 明 检查 对 于 /或 af 在 划分 PP 的 每 个 区 间 的 达 布 和 的 贡献 可 得 (6. 30) 与 (6. 31). 
选取 划分 PP 的 一 个 区 间 [I 且 对 一 有 界 函 数 瑚 : [a,b] 一 RR ， 定 义 
M(h) 二 suplh(x)ixel)| 及 m(h) = infth(x)| x e 1.|}. 
于 是 对 I 中 每 一 护 x， 
f(x) + g(x) Mf +M(g), 
所 以 由 上 确 界 的 定义 ， 
M(f+e) MN +M(g). 
将 该 不 等 式 乘 以 区 间 1 的 长 度 并 对 得 到 的 不 等 式 在 划分 P 的 区 间 上 求 和 即 得 (6. 30) 中 第 二 个 
不 等 式 . 第 一 个 不 等 式 可 类 似 得 证 . 
在 (6.31) 中 ， 达 布 和 的 比较 可 由 以 下 对 于 /与 of 在 划分 P 的 每 个 区 间 (习题 4) 的 达 布 和 
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的 贡献 间 的 关系 得 出 : 
当 a 0, M.(af) = aM.(f) 及 m(af) = Qam, (f) 
当 @ <0， M(af) =am(f) 及 m(af) = aM.(f). (6. 32) 


加 
定理 6. 15 (积分 的 线性 性 ) 令 画 数 六 [ca,， 5b] 一 RR 及 g: [a, 5] 一 及 是 可 积 的 ， 则 对 任意 
两 个 数 a 与 B， 函数 af+Bg: [a, 6] 一 RR 是 可 积 的 且 
[ [af + pe] = a /+B[ (6. 33) 
证 明 由 阿 基 米 德 - 黎 疮 定理 及 加 细 引 理 ，[sc，bj 上 存在 着 划分 序列 |P.| ， 它 同时 是 三 在 
[a, 8] 上 及 g 在 [a, 6b] 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 . 
情况 1: B=0. 对 每 一 个 下 标 n， 用 P, 代替 (6.31) 中 的 P， 得 
U(af,P,) - Laf,P,) =Il al [UC(f,P) - L(f,P.)]. 
这 样 ， 由 于 1P,| 是 f 在 [a，8] 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 它 也 是 af 在 [a，48] 上 的 划分 的 阿 基 
米 德 序列 .依照 阿 基 米 德 - 黎 曼 定 理 ，af 在 [a, 85] 上 可 积 . 现在 由 (6.31)， 对 每 个 下 标 n， 
aU(f,P) aw>0 
aL(f,P.) a<0. 
但 是 ， 由 阿 基 米 德 - 黎 受 定理 ， 与 划分 的 阿 基 米 德 序列 相关 的 上 上、 下达 布 和 收 伍 于 积分 的 值 ， 
而 1P,| 是 ff 也 是 af 在 La,，48] 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 因 此 ， 如 果 a >0， 


[of = limU(of,P,) = a limU(f,P,) = [7 


U(of,P,) = | 


而 如 果 a<0， 也 有 
[of = limU( of ,P.,) = ca limL(f,P,) = aff 
这 就 得 出 8 =0 时 的 证 明 . 
情况 2: a =B =1， 对 每 个 下 标 n,， 在 (6. 30) 中 用 P., 替代 P， 我们 得 到 

L(f,P.) + L(g,P) < Lf +g8,P,) < Uf +g,P,) < Lf,P,) + Ul(g,P,). (6.34) 
但 是 ,再 次 用 阿 基 米 德 - 获 曼 定理 ， 因 为 与 划分 的 阿 基 米 德 序列 相关 的 上 、 下 达 布 和 是 收敛 于 
积分 值 的 ， 划 分 序列 {P| 是 f 在 [a,， 5b] 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 也 是 g 在 [a,，6b] 上 的 划分 
的 阿 基 米 德 序列 ， 由 (6.34) 得 出 


b b 上 6 
limL(f + gsP.) = |/+ fe 及 limvlf+e,P.)= [/+[e. 
利用 阿 基 米 德 - 歼 曼 定理 ， 我 们 推出 1P.| 是 函数 /+g 在 [a，6] 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 且 
| [f+ ei = |/+ | 
这 就 完成 了 a=B=1 时 的 证 明 . 
一 般 情 况 可 由 这 两 个 特殊 情况 得 出 ， 事 实 上 ， 由 情况 1，of 与 Bg 在 [a。， 5b] 上 是 可 积 的 ， 


因此 由 情况 2 知 af+Bg 也 是 可 积 的 ， 用 情况 2 中 的 积分 公式 及 两 次 运用 情况 1 中 的 积分 公式 ， 
我 们 得 到 
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[I +pe) = [of+fpe = af/+ale. 
推论 6.16 假设 了 另 数 f; [a, b] 一 RR 及 |f|; [a,， 685] 一 R 是 可 积 的 ， 则 
[rss [Voldz (6.35) 


证 明 对 la, 651 中 所 有 x*， 
- [fox) | fx) < | zx)|. 


这 样 ， 运 用 积分 的 单调 性 及 线性 性 ， 得 


人 IKxz) jdz < {f(x) dx < [ IFACx) 1dx. 


这 与 (6. 35) 是 等 价 的 . | 
习题 
1. 假设 西数 f,， zg,f ,g 及 大 在 有 界 闭 区 间 [e, 5] 上 都 是 可 积 的 ,证明 [/-g 六 在 [ae,5] 上 可 积 且 


frr -el > 0. 并 用 此 证 明 


fr < z[/r+ [2] 


.( 柯 西 一 施 巨 英 (Cauchy-Schwarz) 积 分 不 等 式 ) 息 设 沙 数 /,， gg, ,gg 与 所 在 [a,，4] 上 都 是 可 积 的 ， 证 明 


fw<VJAVle 


(提示 : 对 每 一 数 和 AA， 定义 p(A) = { Cf- ag], 证 明 p(A) 是 二 次 多 项 式 且 对 所 有 和 满足 p(A)z0， 因 此 它 
的 判别 式 是 非 正 的 . ) 


. 设 1a,1 与 15,1 是 非 负 数 的 序列 ， 证 明 : 车 lim[a, + 六 ] =0， 则 


lima =0 及 limb, = 0. 


. 假设 $ 是 数 的 非 空 有 界 的 集合 ，a 是 数 ， 定 义 as 是 集合 和 fax1 xe Sl， 证明 


当 0 0, aupas = asups 及 infaS = ainfS， 
当 a <0, supas = ainf§ 及 infaS = asupS. 
用 此 来 证 明 (6. 31). 


. 在 定理 6. 13 的 假定 下 ， 证 明 : 若 P 与 P, 是 [a,， bj] 的 两 个 划分 ， 则 LV，P) UVU(f，P,)， 用 这 一 结论 给 


定理 -- 个 直接 证 明 . 


. 假设 菠 数 f: [a,b]j 一 R 是 有 界 的 并 令 a <c<5b， 证 明 : 若 f 在 [a,， cj 与 在 [c，4b] 上 均 可 积 ， 则 它 在 [a,，] 


上 是 可 积 的 . 


6.4 连续 性 与 可 积 性 


本 节 蒙 初 的 目的 是 证 明 有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 是 可 积 的 .为 此 ， 我 们 先 把 下 述 关于 连续 


哺 数 的 上 、 下 达 布 和 的 差 的 信 计 弛 立 出 来 . 


引 理 6. 17 令 函 数 J: [a,，b] 一 RR 是 连续 的 ，P 是 其 定义 域 [a,， 5] 的 一 个 划分 ， 则 存在 P 


的 一 个 划分 区 间 ， 它 含有 两 点 4 与 v 使 得 下 述 估 计 咸 立 ; 


0 < UP) - LP) < (flv) - Au) [bb - a]. (6. 36) 
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证 阴 令 P= {xo， "". x |}. 对 于 下 标 i 宇 1， 因 f 在 每 个 有 界 闭 划 分 区 间 [x..,， %,] 土 是 连续 
的 ， 由 极 值 定理 断言 也 数 在 该 区 间 上 可 取 到 最 小 值 与 最 大 值 ， 即 在 [x,.，,，x,] 中 存在 点 u 与 w 使 得 
f/f(4u) = m, 3 inf {f(x) |xe [xx | | 


及 
f/f(v) = M, = suplf(x)|lxre [xy xj] 
选取 下 标 m 使 得 
MM, ”让 ,一 max [ M, - m,]， 
定义 
LU VY 


则 当 1<i<sn 时 ， 有 
M,—-m, < M, -m, =f(v) - /(u). 
因此 


UP) -LP) = TUM, -mm]fa -za 
< y Lo) _f(u) ][x,, - x] 


= [fv) Dy [xi -1 — %;] 


= [f(v) -fl(u))[b -al. 国 
回忆 定理 3,17 断言 在 有 界 财 区 间 上 连续 函数 六 【a,， 45] 一 KR 是 一 致 连续 的 ， 即 对 定义 域 
[a， 56] 上 的 任意 两 序列 入。 与 1v.1 ， 若 lim(w。 -ww) =0， 则 
limlfl(u.) -fl(v.)] = 0. 
这 是 定义 在 有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 的 一 个 性 质 ， 它 蕴涵 着 函数 的 可 积 性 . 
定理 6.18 在 有 界 闭 区 间 [e，8] 上 的 连续 函数 F [a,， 4&8] 一 R 是 可 积 的 . 
证 明 ”为 证 明 此 定理 ， 我 们 将 运用 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理， 令 |1P,| 是 [a, 65] 的 任 一 划分 序 
列 ， 满 足 
Jimgap = 0. (6. 37 ) 
我 们 将 证 明 1P,| 是 f 在 [a,， 4b] 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 由 前 面 的 引 理 ， 对 每 个 下 标 n， 可 选 
取 划 分 已 中 的 一 个 划分 区 间 ， 它 包含 u,，v. 两 点 ， 使 得 下 面 的 估计 成 立 ， 


0 < UfP) -LfP,) < [f(y,) -flu,) lb -al. 《6. 38) 
观察 到 &,，z, 同属 于 P, 的 一 个 划分 区 间 ， 因 此 
1 7。 -uu,1 < gapP.. (6. 39) 


从 这 一 估计 与 (6.37) 可 得 和 ut ，!v 是 有 界 闭 区 间 {a， 妇 内 的 两 个 序列 ， 且 具有 性 质 
limfu - ».] = 0. 
但 有 界 闭 区 人 间 上 的 连续 函数 是 一 致 连续 的 ， 这样 ， 
jimLt 几 wu) -fA(v,)] = 0. 
该 极限 与 不 等 式 (6. 38) 蕴 涵 
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0 < lim[ UG,P,) - LO,P)] < lim[flv,) -fu) [lb -al =0. 
这 样 ， 划 分 序列 1P.,} 是 f 在 [a,，8] 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 依 照 阿 基 米 德 - 歼 昌 定理 ， f 在 
[a, 5b] 上 可 积 . 国 
上 面 的 定理 有 一 个 轻微 的 推广 ， 在 下 一 节 中 ， 它 对 第 一 基本 定理 (对 导数 求 积分 ) 的 表述 
是 必要 的 . 
定理 6.19 假设 f: [ac，b] 一 R 在 闭 区 间 [a,，b] 上 是 有 界 的 ， 且 在 开 区 间 (a, b) 上 是 连续 
的 ， 则 /在 [a，6] 上 可 积 且 它 的 积分 值 /与 /在 区 间 端 点 上 的 值 无 关 


证 明 因为 /: [a, 46] 一 R 是 有 界 的 ， 故 可 选 用 之 0 使 得 对 所 有 xe [a, 6]， 
~ M</(x)<M. (6. 40) 
选取 序列 i a1 与 15.,1 使 得 对 每 一 个 下 标 n 有 
a<a. <b <b 
及 
lima， =a 与 limb, = b. (6.41) 
固定 下 标 4， 子 数 /: [a,，6b.] 一 R 是 连续 的 .由 上 述 定理 知 , f 在 [a,，6,] 可 积 ， 因 页 由 
阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 (习题 4) 知 ， 存 在 [ce.，. ] 的 划分 P” 使 得 
OUfP,) -Lf,P ) < 1/n. (6. 42) 
定义 忆 是 整个 区 间 [a, 5] 的 划分 ， 它 是 由 PP 的 划分 点 集中 添加 端点 a 与 4 而 成 的 . 
观察 到 
U(J,P.) - Lf,P,) = U(f,P, ) - Lf,P* ) +4 +B,., (6. 43) 
其 中 4. 表示 对 来 自 起 始 的 划分 区 间 [a，a.] 上 达 布 和 的 差 的 贡献 ，B8, 则 表示 对 来 自 最 终 划分 
区 间 [6,，6] 上 达 布 和 的 差 的 贡献 、 从 (6. 40) 得 
OgA,. <2Mla,-a], 0O<B, < 2M[b -565]. 
如 图 6.5 所 示 ， 这 样 ， 
O < UP) -UP < [UU,Pr) -LUP:)] +2M[a, -a] +2M[b -6b]. 


图 6.5 左边 (或 右边 ) 阴 影 区 域 的 面积 大 于 4.( 或 8.) 
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然而 ， 由 序列 te. 上 | ，15,.1 及 P. 的 选择 ， 有 
lim[V(AP ) ~- LfP.)) =0, limla,-a] =0 及 limlb, -6b] =0. 
因此 
lim[ VU(f,P,) - L(f,P,)] = 0 


这 样 ，{P,! 是 f 在 [a,，8] 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 由 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 知 ， 涌 数 f 在 [a,，6。] 
上 可 积 , 并 且 


[7 = limU(J,P,). 
但 是 UCf，P,) 与 VU(f，P; ) 的 差 恰好 是 对 来 自 于 P, 的 第 一 个 与 最 末 一 个 区 间 的 U(J，P, ) 的 贡 
献 . 如 上 述 论 证 ， 我 们 有 
lim[ UC,P,) - UP )] = 0 
这 样 ， 
[f= mvd,P; ). 
但 是 每 个 上 达 布 和 VU(f，P* ) 仅 依赖 于 f 在 [a,，5,] 上 的 值 ， 所 以 它 与 /在 x=a 及 x=6 的 值 无 


关 ， 积 分 值 也 是 如 此 . | 
例 6.20 定义 
f(x) = 人 ”人 OO<xyxs1l1 
4 x = 人 0. 
则 函数 1: [0, 1] 一 R 有 界 ， 且 f/f: (0, 1) 一 R 是 连续 的 ， 由 前 述 定 理 可 推 得 函数 f: [0, 1 1 一 R 
是 可 积 的 . 图 
习题 


1， 对 下 述 各 个 陈述 ， 确 定 其 真 假 ， 并 给 出 理由 . 
a. 若 f: 【a， 5] 一 民 可 积 及 [f=0， 则 对 [a， 56] 中 所 有 zx, f(x) =0 
b . 若 f: [a，61-+R 可 积 , 则 f，[a, 56]R 是 连续 的 . 
e. 着 f: [a 6b] 一 R 可 积 , 且 对 [a，6] 中 所 有 x, f(x) >0, 则 />0. 


d. 定义 在 开 区 间 (a, 8b) 上 的 连续 函数 f: (a,，6) 一 RR 是 有 界 的 . 
e. 定义 在 闲 区 间 [a，51 上 的 连续 隐 数 f: 【a,， bj 一 R 是 有 界 的 . 
2. 定义 


区 当 x 在 [0,11 是 有 理 数 


fx) = 和 。 当 :在 [0 1] 是 无 理 数 


证 明 泪 数 /: [0，1j-” 有 是 不 可 积 的 . 


3. 假设 对 连续 函数 f/f: [4a， sb] 一 R 有 [f=0. 证 明 在 区 间 [e, 46] 中 存在 某 个 点 x。 使 得 f(x。) =0. (提示 ; 用 极 
值 定理 与 介 和 值 定理 . ) 
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4. 令 函 数 六 [a，5] 一 R 是 可 积 的 ，e >0， 用 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 证 明 存在 [a，6] 的 划分 Pp， 使 得 
U(f,P) - L(f,P) < &. 
. 假设 连续 函数 f: [a， 5b] 一 R 有 如 下 性 质 ， 只 要 osc< ds 便 有 


[reo 


证 明 对 [a，5] 中 所 有 x+，/(x) 二 0， 如 果 对 函数 仅仅 要 求 可 积 性 ， 上 述 结论 还 正确 吧 ? 

6. 假设 /: [0，1] 一 R 是 连续 函数 且 对 [0，1] 中 所 有 x 有 f(x) 0 证明 [7> 0 当 且 仅 当 在 [0，1] 中 存在 一 
点 x%。， 和 使 得 f(x。) >0， 

7. 对 区 间 [1，2j 中 的 一 点 xx， 定义 : 当 x* 十 无 理 数 时 , f(x) =0; 当 x 是 有 理 数 时 ， 可 表示 为 x =m/n， 其 中 
m,n 无 公 因 了 于, /(x) = 一， 证明 函数 /: [1, 2] 一 R 是 可 积 的 . (提示 : 先 证 明 对 任 一 给 定 。 >0， 在 区 间 


[1,，2] 中 仅 存 在 有 限 多 个 点 x 使 得 fx) 3.) 

8. 假设 f: [a,， 5] 一 R 是 有 界 的 且 它 在 开 区 间 (a, 8) 内 除 一 点 xo 外 是 连续 的 ， 证明/ 【a, 8b] 一 R 是 可 积 的 . 
(提示 : 做 改定 理 5,19 的 证 明 .) 

. 《积分 的 三 角 不 等 式 ) 假 设 函 数 /: [a, 8] 一 R 与 8g; [a，4b] 一 R 连 绪 ， 证 明 


[rats f Wir [ie 
6.5 第 一 基本 定理 : 对 导数 求 积 分 


在 上 一 节 里 ， 我 们 用 阿 基 米 德 - 歼 受 定理 证 明了 有 界 闭 区 间 上 的 连续 咕 数 是 可 积 的 ， 事实 
上 ， 我 们 证 得 稍 多 一 点 ， 即 定义 在 财 区 间 [c， 引 上 的 站 数 / 在 开 区 间 (a，8) 上 有 界 且 连续 ， 则 
f 在 [a, 6b] 上 是 可 积 的 . 但 是 ， 除 去 极 特 殊 情 况 外 ， 迄 今 为 止 我 们 还 没有 一 般 的 方法 去 确定 积 
分 值 . 其 理由 是 : 有 可 能 (对 单调 函数 、 阶 梯 函 数 或 连续 消 数 ) 估 计 上 、 下 达 布 和 的 差 ， 但 除 
了 极 特殊 情况 ”， 不 可 能 计算 上 、 下 达 布 和 本 身 . 因此 ， 阿 基 米 德 - 黎 和 驾 定 理 作为 实际 地 确定 
积分 值 的 工具 ， 其 价值 极为 有 限 、 在 本 节 中 ， 我 们 将 证 明 第 一 基本 定理 (对 导数 求 积 分 ) ， 它 
可 叙述 为 : 对 连续 旺 数 户 ， [a，6bj] 一 R ， 它 在 开 区 间 (a，5) 内 有 连续 有 界 导 数 ， 则 下 述 积分 公 
式 成 立 : 


Ch 


[F's = F(b) - F(a). 


这 个 定理 提供 了 计算 积分 的 方法 ， 它 不 需 显 式 地 计算 上 、 下 达 布 和 ， 这 是 数学 分 析 ( 事 实 上 也 
是 科学 ) 的 一 个 基本 结果 . 为 证 明 该 定理 ， 首 先 把 下 述 简单 结果 分 离 出 来 . 
引 理 6.21 假设 函数 1: [a, 一 及 是 可 积 的 ， 数 4 具有 如 下 性 质 : 对 [a，48] 的 每 一 划分 
P 有 
L(f,P) < A < U(fP), 
则 


[f=4. 


G 有 一 个 极为 灵活 的 策略 (归功 于 费 马 (Picme de Fermat) ) ， 用 干 通过 真正 地 计算 达 布 和 来 计算 任 一 村 硒 数 大 x) =x 
在 区 间 [a，&8] 上 的 积分 ， 见 7.4 节 中 习题 13， 然 而 ， 积 分 理论 不 可 能 对 每 个 例子 都 以 灵活 的 策略 来 开展 . 
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证 了 明 由 假设 , 4 是 下 达 布 和 集合 的 一 个 上 界 ， 这 样 由 上 确 界 定义 知 


fis A. 
同样 由 假设 ，4 是 上 达 布 和 的 一 个 下 界 ， 这 样 由 下 确 界定 义 知 
4< | 
但 /假设 为 在 [Le，5 上 可 积 ， 邯 
17= 多 
因此 
4 < [/<4. 加 


定理 6. 22( 第 一 基本 定理 : 对 导数 求 积 分 ) 令 函 数据 ; [a, 6b] 一 R 在 闭 区 间 [a, 8b] 上 和 连 
续 且 在 开 区 间 (e，) 内 是 可 微 的 ， 此外， 假设 它 的 导数 
Fr',(a,6) 一 RR 是 连续 二 有 界 的 ， 
则 


[Fr(x)ds = F(b) - F(a). (6.44) 


证 明 画 数 瑚 : (a,， 5) 一 R 连续 且 有 和 界 . 这 样 ， 由 定理 6.19 知 在 [a,，b] 上 可 积 ， 也 就 
是 说 扬 到 闭 区 间 [a, 8b] 的 伍 一 扩张 是 可 积 的 ， 且 其 积分 值 与 这 个 扩张 在 该 闭 区 间 的 端点 的 取 
值 无 关 .， 由 前 述 引 理 ， 为 证 实 积分 公式 (6. 44) ， 只 需 验证 对 [a，5] 的 每 个 划分 Pp， 有 

LF,P)<F(b) -F(a) < U(F',P). (6.45) 

令 P=|x。，…，X,| 是 [a, 5] 的 一 个 划分 ， 固 定 一 个 下 标 i 宇 1， 由 假设 ， 也 数 F: [x,_, ,x,] 一 
R 在 闲 区 间 [ x,_,，x;] 上 是 连续 的 ， 而 它 在 开 区 间 (x,_,;，x,) 上 是 可 微 的 .由 中 值 定理 知 ， 在 开 
区 间 (x,_,，%) 中 存在 一 点 c; 使 得 

F(X) ~- F(x) = Fl(c)(x, - x, ). (6. 46) 

因为 点 c, 属于 区 间 [x,_,，x,]， 故 

m, = infiF'(x)|lxe [rr,x)jl < Fl(c) < suptF'(x)l x e [zx xi]| = MW. 
所 以 两 闪 滋 以 zx -x,_, 并 替代 中 值 公 式 (6. 46) 得 
mx — xX) EF(x) - F(x ) M(x -x,,). 
对 这 n 个 不 等 式 求 和 ， 可 得 下 面 的 不 等 式 : 


者 


PAE 一 Xi 1 = 2 [F(x.,) —- F(x,,))] 安 2, M(x — %..1). 


左边 和 是 L(F'，P)， 右 边 和 是 U(F'，P)， 此 外 ， 


DD, [FCOx,) - Fx)] = PCb) - F(a). 


这 样 便 得 到 所 需 的 不 等 式 (6. 45 )， 加 
对 于 函数 六 [a, 6]_R， 它 在 开 区 间 (a，6) 内 连续 有 界 ， 第 一 基 本 定理 (对 导数 求 积分 ) 
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断言 : 如 果 可 能 找到 ff 的 一 个 原 函 数 ( 反 了 计数 ，antiderivative}F: [a, 5b 一 R ， 则 积分 由 公式 


[fx)d = Fp(b) - F(a) (6. 47) 
给 出 ，f 的 原 哨 数 是 指 一 个 连续 吗 数 下 ，[a,，51 一 R 在 开 区 何 (a，45) 可 导 明 
F(x) = /f(x) xe (a,b). (6. 48) 
例 6.23 对 r>0， 
| ， 1 
人 dz = 一 (6. 49 ) 


对 [0，1]j 中 所 有 >* 定义 Kx) =x ， 函 数 f: [0，11 一 R 是 连续 的 ， 所 以 它 是 可 积 的 ， 从 智 销 数 
的 微分 公式 可 知 汕 数 下 {0，1] 一 RR 定义 为 当 xe [0, 11 时， 


F(x) = 2 
它 是 了 的 原 函 数 ， 公 式 (6.49) 可 从 第 一 基本 定理 得 出 . 加 
例 6.24 我 们 希望 计算 
'r 1 
人 | 一 一 一 5 4 


对 于 xe [0，1] 定 义 f(x) =1/(1 +x )， 由 于 肾 数 f: [0，11 一 R 是 连续 的 ， 所 以 也 是 可 积 
的 .为 应 用 第 一 基本 定理 ,我 们 需要 求 出 连续 肾 数 让 [0,1] 一 RR ,使 得 f，[0,，1] 一 R 是 可 
微 的 且 对 所 有 xe (0，1)， 
l 


F'(x) 一 T (6. 50 ) 
即使 仔细 地 搜索 微分 学 的 所 有 结果 ， 也 无 法 找到 微分 方程 (6.50) 的 解 . 我 们 无 法 确认 它 的 一 
个 原 函 数 “、 因 此 不 能 直接 应 用 第 一 基本 定理 计算 上 述 积分 . ” 国 
例 6.25 定义 
4 2<x<3 
A*) = lo 3<x 人 0b. 


现在 勾 有 一 个 不 可 能 应 用 第 一 基本 定理 计算 的 积分 |/, 因为 函数 /: [2，6] 一 R 没有 原 函数 
(习题 4)， 由 于 这 个 函数 是 阶梯 函数 ， 它 是 可 积 的 ， 不 难看 出 | /=4( 习题 3). 四 


上 面 的 例子 描述 了 第 一 基本 定理 的 用 处 与 局 限 性 ， 它 把 计算 「 /问题 转化 为 寻求 了 的 原 


殴 数 问题 .人们 通常 能 辨认 出 原 畏 数 ， 但 是 也 存在 着 不 能 辨认 或 没有 原 贤 数 的 情况 . 


事实 上 这 一 函数 的 原 消 数 是 存在 的 .这 可 利 轨 第 二 基本 定理 {对 积分 求 导数 ) 求 出 ， 将 在 下 一 节 加 以 证 明 ， 但 是 这 
个 原 隧 数 并 不 是 我 们 所 认识 的 “初等 冰 数 "、 至 于 “初等 冰 数 ”的 真正 意义 、 湛 要 有 近世 代数 的 背景 ， 这 一 点 已 走出 
本 书 的 范围 -可 参见 Maxwell Rosenlicht 在 《American Mathematical Monthly》( Nov，1972) 上 的 论文 Integration in 


Finite Terms . 
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习题 


1 


小 


令 m, 是 正 数 ， 用 下 述 三 种 方法 求 [ Lm + bldx. 


a、 用 初等 几何 法 ， 邑 把 | [mx +8]dx 理解 为 面积 


b. 计算 基于 [0，1] 的 规则 划分 的 上 、 下 达 布 和 并 运用 阿 基 米 德 一 柳 受 定理 . 
c. 用 第 一 基本 定理 (对 导数 求 积分 ). 


， 用 第 一 基本 定理 计算 以 下 各 个 积分 : 


a, | [去 + 和 十 cosx |dx 


hb. [: V4 -x dx 
Cc. [: YI0 - xdx 
d. | sowxd 
.定义 
4 2x<3 
/x) = to 3&x 所 6. 
证 明 | 7 = 4 
定义 
4 2<x<3 
Af) = to 3<x<6. 


a. 用 蚀 等 准则 证 明 ; 如 果 / 有 原 旺 数 [2,6] 一 R ， 则 存在 数 c, ，c, 使 得 
4x +c, 2<x<3 
F(x) = | 
c, 3 万 xs 达 0. 
b. 由 (a) 证 明 ; 着 下 在 x=3 连续 ， 则 有 12 +c, = 
c. 证 明正 在 x =3 处 是 不 可 微 的 ， 且 因此 函数 f 没 原 隆 数 . 


.了 积分 的 单调 性 蕴涵 着 如 果 函 数 g: [0，% ) 一 良 及 h: [0，%m ) 一 R 是 连续 的 ， 且 对 所 有 * 守 0 有 g(x) 专 


h(xz) ， 则 对 所 有 x 宕 0， 
[s 安 fn. 
用 上 述 性 质 及 第 一 基本 定理 征明 以 下 不 等 式 的 每 一 个 可 推出 下 一 个 : 
cosx 和 |] x 人 0 
sinx 原 x X20 
I - eosx 和 xy/2 xz0. 
x -sinx<x/6 x>0. 


这 样 ， 


a 
*- in 人 es x 这 0. 


证 明 在 第 一 基本 定理 中 ， 函数 [a,，48]--*R 在 区 间 端 点 处 连续 的 假定 是 必要 的 ， 在 证 明 中 电 一 步 要 用 到 
函数 天 在 区 闻 端 点 上 的 连续 性 ? 
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6.6 第 二 基本 定理 : 对 积分 求 导数 


给 定 函 数 /: (a， 6b) 一 R ， 是 否 存在 一 可 微 函 数 政 (a, 5) 一 RR ， 使 得 对 (a, 5) 中 所 有 x 有 
F'(x) = f(x)? 

这 样 的 函数 屎 称 为 /在 (ae，2) 上 的 原 函 数 . 

i， 对 某 类 函数 /: (a, 5) 一 R ， 诸 如 多 项 式 等 ， 我 们 能 显 式 地 找到 原 本 数 . 

i， 阶 梯 也 数 在 (a,， 5b) 上 不 是 常 值 ， 所 以 阶梯 肾 数 没有 原 随 数 . 

ii， 对 很 多 蚂 数 /: (a, 565) 一 R ， 我 们 不 能 判断 何 时 它 有 原 范 数 ， 特别 地 ， 在 第 5 章 中 ， 曾 
假设 方程 

F'(z) = 一 (z >0) 


有 一 个 解 ， 但 在 目前 我 们 还 没有 一 种 工具 可 以 证 明 当 x>0 时, f(x) =1/x 有 原 申 数 . 

原 函 数 概念 的 重要 性 在 第 一 基本 定理 的 陈述 中 十 分 明显 . 然而， 与 显 式 地 计算 积分 问题 相 
当 无 关 的 是 ,研究 原 卫 数 的 存在 性 实际 上 是 研究 更 一 般 的 微分 方程 的 第 一 步 ， 本 节 中 ， 我 们 将 
证 明 如 果 贤 数 /: (a,5) 一 R 是 连续 的 ， 则 它 有 原 罗 数 ,而且 有 着 显 式 的 积分 公式 .在 证 明 此 
结果 之 前 ， 先 导出 两 个 初步 结果 ,它们 有 着 各 日 的 重要 性 . 

定理 6. 26( 积分 中 值 定理 ) ”假定 函数 /: [a,，4b] 一 R 是 连续 的 . 则 在 区 间 [a, 64] 中 和 在 点 
Xo， 满 足 


| 6 
polf = fe) 
如 图 6.6 所 示 ， 


图 6.6 Ka) = |f 


证 明 ”由 于 函数 /: [ae, 8]_*R 是 连续 的 ， 所 以 可 用 极 值 定理 在 区 间 [a, 5] 中 选取 点 x。 
及 x,， 使 得 f: [a，6]_R 在 这 两 点 处 分 别 取 得 极 小 值 与 极 大 值 ， 这 样 ， 
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f(x,) f(x) f(x,) xe [a,b]. 


由 积分 的 单调 性 可 得 
f/x) ba) < {fdr < fru) (8 -a). 
所 以 
fs) < {fr) ds < fxn). 
于 是 ， 由 介 值 定理 ， 在 x。 与 x。 之 间 存在 点 x。 使 得 
fw) = 一 [7 四 


命题 6.27 假定 函数 /: [a, b] 一 R 是 可 积 的 ， 定 义 
F(x) = [7. xe [a,b]. 
则 函 教 下 ; [a, 6 了] 一 RR 是 连续 的 ， 如 图 6.7 所 示 . 


> 了 


# 的 图 形 


此 
a 省 a 


图 6.7 阴影 部 分 面积 等 于 F(x) - F(xo) 


证 明 证 明 完 全 依赖 于 积分 在 区 间 上 的 可 加 性 (定理 6. 12 所 证 明 的 )， 由 定理 6. 12， 对 每 一 
个 态 xe La, 5] ， 消 数 /: [a, x] 一 R 在 有 界 闭 区 间 [a，x] 上 是 可 积 的 ， 因 此 函数 请 ， [ea， 0] 一 
R 是 被 完全 定义 的 . 

由 于 天 数 / [a,， 646] 一 R 是 可 积 的 ， 所 以 由 假设 它 是 有 界 的 ， 选 取 1 >0 使 得 


对 所 有 x e [a,b], -Mg</(x)<M. (6. 51) 
我 们 断言 
对 [a,b5] 中 所 有 的 点 及 v, | F(u) -Fl(v jl<MIu-vl. (6. $2) 
事实 上 , 令 u, vz 是 [a, 45] 中 满足 w<v 的 点 、 再 次 运用 定理 6. 12， 可 得 
Fl = [f= [f+ [f= Fw) + 167 
所 以 
F(v) - F(u) = [5 (6. 53) 


但 由 M 的 选取 得 ， 
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-Me<f(x) <M, 契 由 所 x 扫 1， 
所 以 根据 积分 的 单调 性 ， 
— M(v—-wu) < [f < We- 中， 
因此 ， 由 (6. 53 ) ， 
一 形 ( 一 了 ) Fv) 一 Fu) < Ml(v - 1). 


这 样 ， 当 w<v 时 ，(6.52) 式 成 立 ， 由 于 当 4 与 v 交换 时 ， 此 式 保 持 不 变 ， 所 以 当 v < xu 时 ， 
(6. 52) 式 也 成 立 ， 


最 后 ， 由 不 等 式 (6. 52) 立 即 可 推出 函数 F: [aea，b] 一 及 的 连续 性 . 国 
例 6.28 定义 
2 Ox<] 
fz) =- ] <x 忆 2. 


现 定义 
F(x) = [7. 0<x<2. 
由 第 一 基本 定理 (对 导数 求 积分 ) 及 积分 在 区 间 上 的 可 加 性 ， 


2x Oxl1 


re -| 
F(1) + ff = 3/2 + */2 1 <x 志 2. 


由 上 述 定理 可 知 函 数 ，[0，2] 一 R 是 连续 的 . 国 
当 以 f: [a,b] 一 R 的 连续 性 代 蔡 f: [a，65]1 一 R 的 可 积 性 来 加 强 命 题 6.27 中 的 假设 条 件 
时 ， 得 到 数学 分 析 的 另 一 块 英 基石 . 
定理 6, 29( 第 二 基本 定理 : 对 积分 求 导数 ) 假设 函数 广 [a,，46] 一 R 是 连续 的 则 


d x 
对 所 有 = < [a,b],， [= Ax)- 
证 明 ”定义 
F(x) = [7 Xela,bl. 
我 们 已 经 验证 了 孙 数 FF: [a,b] 一 R 严格 有 定义 且 事 实 上 是 连续 的 ， 邻 z 是 (a,， 5) 中 的 点 . 
必须 证 明 


1 F(x) - F(x) 


im = fx). 
设 * 为 (a, 5b) 中 的 点 且 xz¥x。， 由 积分 在 区 间 上 的 可 加 性 ， 即 定理 6. 12， 
F(x) —- F(x0) = [7 % > Xo, 
而 
F(x) - F(x,) =- [fs < x 
因此 ， 运 用 积分 中 值 定 理 ， 可 在 x。 与 x 之 间 选 择 点 c(x) 使 得 
F(x) - F(zxo) 


和 一 X0 


= f(c(x)). (6. 54) 
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但 函数 f: [a, 5] 一 R 在 x。 处 是 连续 的 ， 所 以 
limf(c(x)) = f(xo). 

这 样 ， 
F(x) —- F(x,) 


F'(xo) = lim 
一? 和 站 一 Xo 


= limf(c(*)) = f(xo). 国 


正如 我 们 前 面 所 提 到 过 的 ， 第 二 基本 定理 的 重要 性 在 于 它 为 研究 一 般 的 微分 方程 奠定 了 类 
础 . 在 7.2 节 将 转 到 这 方面 的 问题 ， 另外， 在 7.3 节 我 们 会 看 到 ， 通 过 检查 可 以 直接 运用 第 一 
基本 定理 的 积分 取代 复杂 的 积分 的 各 种 技巧 都 可 以 用 这 个 定理 证 明 . 最 后 ,在 7.4 节 ， 我们 会 
看 到 第 二 基本 定理 在 分 析 用 近似 方法 求 积分 而 引起 的 误差 时 也 是 非常 重要 的 . 

在 本 节 的 余下 部 分 ， 我 们 将 考虑 第 二 基本 定理 的 某 些 变化 形式 . 

推论 6.30 假设 函数 /J: [aa，b]j 一 有 是 连续 的 ， 则 对 [ae，p8] 中 所 有 * 有 


号 [[ 放 = -As) 
如 图 6.8 所 示 . 


着 Xn 区 b 


图 6.8 当 F(x) = [7 时 ,阴影 部 分 面积 =- [F(x) - F(x,))] 


证 明 ”由 积分 在 区 间 上 的 可 加 性 ， 即 定理 6. 12， 对 [a，6] 中 每 一 个 *， 
[r= [r+] 
观察 到 /与 [a，6] 中 的 x 是 无 关 的 ， 这 样 ， 由 第 二 基本 定理 (对 积分 求 导 数 )， 
ee ek ee . 
由 上 述 结果 可 推广 符号 [的 含义 如 下 . 
定义 设 c 与 4 是 满足 c<d 的 数 ， 对 可 积 函 数 /: [c,d]_RR， 定 义 
[=f a fr 


上 述 定 义 使 得 积分 在 区 间 上 的 可 加 性 推广 如 下 : 设 1 是 有 界 闭 区 间 而 活 数 /:1 一 R 是 可 积 
的 、 则 对 7 了 中 任意 三 个 点 x,，x, 及 za， 
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[f= f+ 
证 明 留 作 习 题 . 
推论 6.31 设 1 是 开 区 间 ， 假定 函数 f:1 一 R 是 连续 的 ， 在 1 中 图 定 一 点 x。， 则 
d F 
对 所 有 x el1， azl | = f(x). 
证 了 明 由 上 述 关 于 积分 在 区 间 上 的 可 加 性 的 推广 ， 对 [ce，b 中 每 个 x， 
[f= [+l 


观察 到 | /与 [a，6] 中 的 x 无关， 这 样 ， 由 第 二 基本 定理 (对 积分 求 导数 ) ， 


dr ee: QT 1s d 
z= wf + /A= w= 
推论 6.32 设 7 是 开 区 间 ， 假 定 函 教 /;1_，R 是 连续 的 ， 设 /是 开 区 间 ， 假 定 函 数 pg: 三， 
R 是 可 微 的 且 pg(J) CI， 固定 1 中 的 点 %。， 则 
对 所 有 x E f， zl[ = f/f(9(x) 9 (x). 
证 有 明 对 J 内 所 有 x， 定 义 
cm) = 人 / 
及 
F(x) = |/ 
由 第 二 基本 定理 (对 积分 求 导数 )， 
G= FF。 p :一 下 
是 可 微 函 数 的 复合 函数 ， 所 以 由 链 式 法 则 可 得 结果 : 对 了 中 所 有 x， 
£[[ A= EEF: p00) = Fe(o))g' (sa) = 7p(o)9' (2 加 
第 二 基本 定理 是 在 函数 /;， [a，5] 一 R 连续 的 假设 之 下 得 到 证 明 的 ， 事 实 上 ， 如 果 /: [a, 0 一 
R 仅仅 是 可 积 的 并 对 所 有 x e [a，b] ， 定 义 F(z)= [7, 那么 函数 f: [a,b] 一 R 在 (a, 5) 中 每 一 个 
连续 的 点 x 处 有 请 (x) =f 信 x) (习题 10). 


习题 
1. 计算 下 列 导数 ， 
a. | [ sedt) b. 二 { ndi) 
= 二 (人 a Bi( feoss + 0) 


2. 对 下 列 每 一 个 可 积 函数 户 [a，b] 一 R ， 定 义 
对 所 有 x e [a,8], F(x) = [f(at, 
求 P(x) 的 不 含 积分 的 公式 ， 其 中 ox 所 b 
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a. f: [1, 4] 一 R 定义 如 下 : 


2 lxe3 
(x) = 
/ 06 3<x 和 4. 


b. f: [0, 2] 一 R 定义 如 下 ， 


1 
AD = 下 Oxl1 
Yt ] < xys 和 2. 


c.f:[-1,1]j 一 R 定义 如 下 ; 


f/x) = 下 -lx<0 
+1 Orxrel. 


3. 假设 函数 /:R , R 是 可 微 的 ， 定 义 函数 万 :RR 如 下 : 
对 所 有 xz， H(z) = | [f(t) +f(~ 0) Jade 

求 H"(x). 

4. 假定 函数 F:R -，R 有 连续 的 二 阶 导 数 ， 证 明 
对 所 有 x， f(x) = f(0) +/'(0)x +[ (x - Dd 

(提示 ; 用 恒 等 准则 . ) 

5. 假定 函数 /:R  R 是 连续 的 ， 对 所 有 x*， 定 义 
C(x) = [ (#- IAD 


证 明 对 所 有 x，G*(x) =f(x). 
6. 对 所 有 x 宇 1， 定 义 


F(x) = Lj 


2 -1 
证 明 ; 如果 c>0， 则 以 下 方程 存在 唯一 解 : 
F(x) =ece, x >1. 
7. 证 明 : 如 果 以 f;: 【a，6j] 一 R 可 积 的 假定 取代 f: [e， 妇 一 及 连续 的 假定 ， 则 积分 中 值 定理 不 成 立 . 


8、 就 数 a, ，… ，a, 而 言 ， 对 所 有 x， 定义 p(x) =az+ax + +0,.x*， 假定 
ga a, G。 
3 "n+l = 0 


证 明 在 区 间 (0，1) 中 存在 某 个 点 x， 使 得 p(x) =0. 
9. 证 明 积 分 中 值 定理 的 结论 可 以 加 强 为 在 (a, 65) 中 选取 x。 而 并 不 只 是 在 [a, 58] 中 选取 x,. 
10， 第 二 基本 定理 有 上 比 我 们 叙述 过 的 更 一 般 的 形式 ; 对 于 可 积 卫 数 f: [a,b] 一 R ， 对 所 有 x e [a,b] 定义 
F(x) = [/. 则 在 函数 产 [a,，4b] 一 R 在 (ae，5) 中 的 每 个 连续 点 zx 处 ， 函 数 严 ; [ae，8] 一 R 是 可 被 的 ， 并 
且 F (xoj = 所 xzo)， 几 积分 的 单调 性 性 质证 明 此 结论 . 
ii， 设 葬 数 /: [a，6b] 一 R 是 连续 的 ， 假 定 冰 数 下 [a,，4b] 一 R 是 连续 的 而 下 (a, 5) 一 R 是 可 微 的 ， 且 对 所 
有 xe(a,，4)，F'(x) =f(x). 用 第 二 基本 定理 证 明 
d 
对 所 有 x e (a,6)， 地 [F(x) - [4 = 0. 
由 此 得 到 第 一 基本 定理 的 一 个 新 的 证 明 . 
12. 假定 函数 1/ [a, 5b] 一 R 与 sg: [a, 6] 一 R 是 连续 的 而 a 与 8 是 任意 实数 ， 对 所 有 xe[a,， $8]， 定 义 
H(x) = | [of + pe] -af I/ -B| Ls]. 


证 明 对 所 有 xe (a, 5),H(a) =0 且 HH'(x) =0， 然 后 由 但 等 准则 提供 在 函数 是 连续 而 不 只 是 可 积 的 假定 
之 下 积分 的 线性 性 质 的 另 一 种 征明. 
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-第 7 章 积分 法 : 更 深入 的 主题 


7. 1 被 分 方程 的 解 


命题 7.1 设 了 7 是 包含 点 xzo 的 开 区 间 ， 假定 函数 /:1 一 R 是 连续 的 .对 任意 数 y,， 徽 分 
方程 
人 = fx) 对 所 有 xel 
F(xo) = yo 
有 由 如 下 公式 给 出 的 唯一 解 F: I—R. 
对 所 有 x eI, F(x) = yo + [/ 
证 了 明 ”由 定义 ，F(x。) =yo 由 第 二 基本 定理 (对 积分 求 导数 )， 对 所 有 x el, F'(x) =f(x). 
于 是 IR 是 微分 方程 的 解 。 恒 等 准则 (命题 4.20) 蕴 涵 只 存在 一 个 解 .. | 国 
回顾 5. 1 节 中 假定 存在 可 微 晃 数 P: (0，w ) 一 R ， 该 函数 是 微分 方程 
人 人 = li/x 对 所 有 xz >0 (7.1) 
F(1) =0 
的 解 ， 现 在 可 证 明 存 在 一 个 解 . 
命题 7.2 定义 


对 所 有 x >0，F(x) = | ~at 


则 函数 下 : (0，om ) 一 及 是 微分 方程 (7. 1) 的 解 
证 明 该 命题 可 由 命题 7.1 推出 ， 其 中 对 所 有 x >0, f(x) =1/x. 醒 
如 果 微 分 方程 (7. 1) 存 在 解 ， 我 们 定义 自然 对 数 In: (0，% ) 一 R 是 (7.1) 的 唯一 解 ， 于 是 
有 明确 的 积分 公式 


对 所 有 >0，lnx = [at 


现 考虑 下 列 一 般 的 线性 微分 方程 ， 它 仅仅 依赖 于 函数 及 其 一 阶 导数 . 
给 定 连续 函数 放 ;R 一 RR 与 数 a,， x 及 ， 求 可 微 画 数 严 ;R _， 民 满足 
+ aF(x) = h(x) 对 所 有 x 


(7.2) 
F(xo) = yo， 
定理 7.3 假设 函数 :R 一 R 是 连续 的 ， 则 微分 方程 有 唯一 解 ， 由 下 式 给 出 : 对 所 及 ， 
F(x) = ye + ed (7. 3) 
x0 


证 明 因为 对 任何 数 x，e”“ 关 0， 可 以 看 出 FF:R 一 R 是 (7.2) 的 解 当 且 仅 当 对 所 有 x* 有 
人 +aF(x)| = eh(x) 
F(xo) = yo. 
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但 对 所 有 x 有 
oe“[F'(x) + ap(z)] = TE(e"F(x)), 
月 F(x6) =yo 当 且 仅 当 ee “F(x,) =e™“yo， 这 样 , fF:R 一 RR 是 (7.2) 的 解 当量 仅 当 
i = e“h(x) 对 所 有 > 
e °F(x0) = e "yo. 
现在 由 命题 7.1， 下 述 微分 方程 有 唯一 解 : 
人 = e h(x) 对 R 中 有 所 有 x 
E(xo) = ce ?7o ， 
其 解 由 下 式 定 义 : 
g(x) = e™y, + {eh de 


但 (7.4) 恰 表明 函数 g(x) =e F(x) 是 (7.5) 的 一 个 解 ， 因 此 
EF(x) = ey, + | ef(i) ds 对 R 中 所 有 x. 
这 样 ， 微 分 方程 (7.2) 有 唯一 和 解 ， 该 解 由 公式 (7.3) 给 出 . 
例 7.4 求 下 列 方程 的 唯一 解 : 

人 -F(x) =x 对 所 有 x 

F(0) = 2. 
按照 定理 7.3， 唯 一 解 由 以 下 公式 给 出 : 

对 所 有 x， F(x) = 2e + ed 


但 这 一 公式 中 的 积分 可 用 第 一 基本 定理 (对 导数 求 积分 ) 计算 ， 经 计算 得 到 
对 所 有 x， F(x) =3e -x-1. 


习题 
1. 求 下 列 每 个 微分 方程 的 唯一 解 ; 
F(x)+F(x) =x 对 所 有 > b P (xz) +4F(x) =e” 对 所 有 x 
{Fco) 21. {p02) Lat, 
人 +F『(x) =x” 对 所 有 > 
F(0)= -1. 


2， 对 数 c 及 ea， 考虑 微分 方程 
全 = cl(ae~(z)) 对 所 有 x 
F(0) = 0. 
证 明 唯 一 解 由 下 面 公式 给 出 ， 
对 所 有 x， F(x) = a(1 -e™). 
3. 设 1 是 含有 0 的 开 区 间 而 函数 疡 7 一 R 有 连续 的 导数 . 证 明 


对 所 有 xz eI1,， fx) = 0) + [f(a 
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(7.4) 
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用 这 一 公式 推导 反正 弦 、 反 余弦 及 反正 切 函 数 的 明确 的 积分 表示 式 . 
4. 证 明 
「 dx = 2 dx + | Taz 


对 所 有 的 x， f(x) = [fa 


5. 假定 函数 f/f;R 一 R 是 连续 的 并 且 


证 明 对 所 有 x,，f 作 x)=0. 
6. 假定 酒 数 g:R 一 R 是 连续 的 且 对 所 有 x 有 g(x) >0， 定 义 


对 所 有 x， h(x) = bh se 


邻 J=h(R )，、 证 明 ; 恕 果 f; /一 R 是 关 :R 一 到 的 反 画 数 ， 则 户 J 一 R 是 下 列 非 线 性 微分 方程 的 解 : 
人 = g(f(x)) 对 所 有 xeJ 
f(0) = 0. 


7.2 分 部 积分 法 与 换 元 法 


对 于 限制 在 开 区 间 (e，8) 内 有 有 界 的 连续 导数 的 连续 函数 /: [ae，5] 一 R 来 说 ， 第 一 基本 
定理 断言 
[re)dz = f(b) - f(a). 
这 个 公式 与 微分 的 秉 积 公式 一 起 提供 了 一 个 计算 积分 的 有 效 方法 ， 下 面 加 以 叙述 . 
分 部 积分 法 


定理 7.5 假设 函数 h: [a, 6b] 一 RR 与 g: La, bj] 一 R 是 连续 的 ， 并且 与 g 在 开 区 间 (a, 5b) 
内 有 有 界 的 连续 导数 ， 则 


| h(x)e' Cs) dx = h(b)e(b) -h(a)g(a) - {g(a) h(x) dr. (7.6) 


证 了 明 和 怀 积 函数 hg: [a,， 6b] 一 R 是 连续 的 ，hg: (a, 5b) 一 R 是 可 微 的， 按照 导数 的 乘积 
法 则 ， 
对 也 有 x se (a,b), (hg)’(x) = h(x)g'(x) + g(x)h’' (x). 
这 样 ， 由 第 一 基本 定理 有 


[sg + eh’] = [ (hg)’ = h(b)e(b) - Ma)g(a)， (7.7) 

而 男 一 方面 ， 由 积分 的 线性 性 质 可 得 
[ne + gh') = [he + [eh (7. 8) 
式 (7.6) 可 由 式 (7.7) 及 式 (7.8) 推 出 . | 


例 7.6 化 


积分 法 : 更 深入 的 主题 127 


[ zed 为 [x Ee') dz, 
{xeosxdx 为 [x 全 sinx ) dx ， 


f Inxd 为 f ins A dz, 
在 左边 的 每 个 积分 都 可 以 用 分 部 积分 法 及 第 一 基本 定理 计算 . 国 
换 元 积分 法 
定理 7,7 设 函 数 /f: [a, bj] 一 尺 是 连续 的 ， 假定 函数 8B: [c,d] 一 RR 也 是 连续 的 ， 
g: (c,d) 一 R 有 有 界 的 连续 导数 ， 此外,，g: (c,d) 一 R 的 象 在 区 间 (a, 5) 内， 则 
可 gd) 
| Ag)g (edz = {fx) dx (7.9) 
证 阴 定义 函数 厅 :; [ec， dj 一 R 如 下 : 


和 (sx} 
对 所 有 * e [c,d],，H(x) = | (fog)e' -| f 


由 于 连续 函数 的 复合 阔 数 是 连续 的 ， 由 命题 6.27 得 到 函数 HH: [c，d] 一 R 是 连续 的 ， 此 外 ， 
由 第 二 基本 定理 及 推论 6. 32 可 得 

对 所 有 x € (cd), H'(x) = f(g(x))g' (x) -flg(x))g'(x) = 0. 
由 慢 等 准则 得 到 丫 数 HH，[c，dj 一 R 是 常数 ”特别 地 ， 由 于 H(c) =0， 所 以 也 有 H(d) =0. 于 
是 式 (7.9) 成 立 . 国 


数 7 的 几何 意义 


设 可 积 函 数 记 [a，b] 一 R 具有 如 下 性 质 ， 对 所 有 xe [a, 5], f(x) >>0， 定 义 由 f: [a, bj 一 R 
的 图 形 及 * 轴 所 界定 的 面积 是 积分 | 放 x) dz， 当然， 为 使 这 一 定义 合理 ， 积 分 本 身 应 有 定义 . 
特别 地 ， 由 于 函数 


f(x) =vV1-x 0<xsi 
的 图 形 是 以 原点 为 圆心 、 半 径 是 1 的 圆 在 第 一 象限 的 圆 弧 ， 所 以 积分 
[VE wdx 
的 值 是 单位 圆 面积 的 17/4. 
回忆 在 5. 2 节 中 我 们 提出 数 r 的 解析 定义 : 假定 下 述 三 角 函 数 的 微分 方程 有 解 ， 记 为 cosx: 
信人 +f(x) =0 对 所 有 zx 
A 作 0) = 1 且 f'(0) = 0 
则 数 rX2 定义 为 使 得 cosx =0 的 最 小 正 数 . 
当然 ， 数 T 具有 半径 为 单位 长 度 的 圆 的 面积 的 几何 意义 下 面 的 公式 则 将 5 的 解析 定义 
与 其 寻常 的 几何 意义 衔接 起 来 . 
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命题 7.8 


如 图 7.1 所 示 . 


图 7.1 面积 = [ V1 -xidx = m/4 


证 明 由 于 sin0 =0，sin 卫 =1， 函 数 sinx 在 [0， 地 | 上 是 递增 且 可 微 的 。 由 定理 7.7( 即 
积分 的 换 元 性 质 ) 得 到 
[ V1- x‘dx = 三 v1- sin- xcosxdx. 


另 一 方面 ， 由 于 在 [0， 了 | 上 cosz>0， 由 毕 达 哥 拉 斯 恒等式 与 余弦 函数 的 加 法 公式 ” ， 对 所 有 
xe[0, 7/2], 


v1- sin:xcosx = cos?x = (1 + cos2x) /2. 
这 样 ， 


由 1 -~ sin xcosxdx = 清 ] + coscx dx. 
A [ [| 


由 于 对 0<x< 工 ， 号 (至 + 到 = 一 ee ， 可 用 第 一 基本 定理 推断 : 由 于 sin0 = sinr =0， 所 以 


[ME os | dx _ ( 主 + 2) 


4 
例 7.9 考虑 积分 


三 留 /了 下 


= 工 . | 
#=0 4 


[ e* dx. 


对 所 有 xe [0，1] ， 定 义 /(x)=e”. 如 果 试 图 将 函数 /: [0，1] 一 R 写成 f=hg': [0，1] 一 R 以 


OG 回 题 5.3 节 中 毕 达 哥 拉 斯 蛋 等 式 及 余弦 函数 的 加 法 公式 是 在 余弦 肖 数 是 上 三 角 函 数 的 微分 方程 的 唯一 解 的 基础 上 
导出 的 ， 
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便于 能 够 算出 【 sh'， 我 们 会 发 现 无 法 做 到 这 一 点 ， 类 似 地 ， 如 果 试 图 换 元 ， 我 们 很 快 会 发 现 很 


难 选择 函数 g: [c，d] 一 R 以 使 得 容易 算出 (f.8)e' 


我 们 所 考虑 的 例子 说 明了 分 部 积分 法 与 换 元 积分 法 的 用 处 与 局 限 性 . 当然 ， 我 们 的 目标 是 
把 一 个 积分 问题 转换 成 男 一 个 可 以 直接 应 用 第 一 基本 定理 的 积分 ， 但 是 当 不 能 作 这 样 的 简化 
时 ， 就 需要 开发 估计 积分 的 方法 .在 7.4 节 将 讨论 这 方面 的 问题 . 


习题 
1. 计算 下 列 积分 : 

a. {sera b, [a —- x)” /2 + xdx Cc. [ weds 由， 人 eeaxds 
2. 计算 下 列 积分 ， 

a. { Cnx) ?ds b. [ tsax 和 [- Tid da. [ (5 一 + ， 
3. 证 明 对 任意 两 个 明 然 数 n 及 m， 


fedl -xy*dx = [a x) "x"dx. 
4. 假定 函数 /:R _，R 有 连续 的 一 阶 导数 .固定 数 a。。 证明 
对 所 有 =， [Pr(D(z -0de=-(z-a(a) ra) -fa). 
s. 假定 函数 广 R 一 民有 连续 的 二 阶 导数 ， 证 明 对 任意 两 个 数 a 及 6， 
J f(s) de = fC) + fa) -of'(a) -6). 


6. 证 明 半 径 为 的 圆 的 面积 是 rr. 
.计算 例 7.6 中 的 三 个 积分 ， 
. 假定 鲍 数 ff 10，m ) 一 R 是 连续 如 严格 递增 的 ，f: (0，m ) 一 及 是 可 微 的 ， 上 此外， 假定 凡 0) =0， 考虑 公式 
对 所 有 >* > 0， frrf = f(x). 
用 面积 为 这 一 公式 提供 儿 何 解释 ， 然 后 证 明 这 一 公式 .( 审 示 ; 对 该 公式 求 导 并 应 用 恒 等 准则 . ) 


: 假定 蚜 数 /: [0，% ) 一 RR 是 连续 旦 严格 递增 的 ， 并 满足 人 0) =0 及 所 [0,， ww))=[0，w )). 对 所 有 xz0， 
定义 


0 忆 


一 


F(x) = [7 及 G(x) = 【入 
8 证明 杨 氏 不 等 式 (Young's Ineguality ) : 
对 所 有 a0 及 0,， ab 世 F(a) + G04). 
(提示 : 如 习题 8 中 的 公式 那样 ， 画 张 草 图 有 助 于 思考 , ) 
b. 对 fx) =w "(其 中 x>>0， 且 p 是 大 于 1 的 因 定 数 )， 用 杨 氏 不 等 式 证 明 ;: 如 果 选 取 数 9 满足 1/p +1/g =1， 则 


[a | 
对 所 有 a>0 及 b>0 有 ab < 和 + 一 


7.3 达 布 和 与 黎 曙 和 的 收敛 性 
回忆 对 一 有 界 函 数 1: la, bj 一 R ， 称 定义 域 [a,， 8] 的 划分 序列 |1P.| 是 f 在 [a,，6] 上 的 划 
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分 的 阿 基 米 德 序列 ， 如 朱 

lim[ U(f,P,) - L(f,P,)] = 0. (7. 10) 
阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 断言 : 函数 / 【a,，8] 一 R 是 可 积 的 ， 如 虹 存 在 /在 [a，68] 上 的 划分 的 阿 基 
米 德 序列 ， 此 外 ， 对 任 一 这 样 的 阿 基 米 德 序列 ， 


limL(f,P,) = [7 与 limVd,P,) =[/ (7.11) 
现在 要 证 明 一 个 定理 ， 称 为 达 布 和 收敛 定理 ， 它 断言 : 对 于 在 La， 65] 上 可 积 的 函数 /， 如 果 划 
分 序列 1 P.; 有 性 质 
limgapP, = 0， 
则 此 序列 是 了 在 [a，5] 上 的 阿 基 米 德 划分 序列 且 因 此 有 
limLOf,P.) = {f 及 limUO,P,) = [f 
为 证 明达 布 和 收敛 定 理 ， 先 建立 一 个 比较 两 个 不 同 划分 的 达 布 和 的 预备 性 结果 ， 对 一 可 积 
函数 /: [a，5] 一 R 与 [a，5] 的 一 个 划分 P， 加 细 引 理 断 言 : 如 果 P* 是 P 的 加 细 ， 则 


LP) < LpP) < [f < VY,P') < VY,P). (7. 12) 


估计 式 (7. 12) 当然 要 求 P" 是 P 的 加 细 . 但 是 ， 如 果 P' 不 是 P 的 加 细 ， 我 们 有 下 述 关 于 两 个 
不 同 划分 的 达 布 和 比较 的 畏 确 估计 : 如 果 gapP “很 小 ， 则 基于 P"* 的 达 布 和 与 P" 是 P 的 加 细 情 
形 下 基于 P 的 达 布 和 一 样 . 
引 理 7. 10( 达 布 和 上 比较 引 理 ) 假设 函数 六 [a, bj 一 R 是 有 界 的 并 令 肝 之 0 使 得 
-Ms<s<sAx)s<sMH xe [a,b]. 
令 忆 是 [a,， 65] 的 一 个 划分 ， 它 有 上 个 划分 点 ， 令 P 是 [a, 68] 另外 的 任 一 划分 ， 则 
L(f,P)-E<LFP) 及 Uf,P) < UVU(f,P) + 五 ， (7. 13 ) 
其 中 
E=k. M. gapP . 
证 明 令 
P” = zx | 及 P= lz，……,z_ |. 
如 通常 一 样 ， 当 1<isn 时 , 邻 肝 ,三 sup1f(x) 1 xe[x,，，%ij | 并 观察 到 由 MM 的 选取 ,，M, 志 MM. 
从 而 由 gap 的 定义 ， 有 
M(x;—- x) SM. gapP” (7.14) 
对 1<i<n， 我 们 称 下 标 i 是 交叉 下 标 ， 倘 若 P' 的 第 i 个 划分 开 区 间 (x,,， zx) 包含 有 划分 PP 的 
划分 点 z， 令 C 是 下 标 |1，-…， ni 中 的 所 有 交叉 下 标 集 ， 因 为 P 含有 上 -2 个 非 端 点 的 划分 点 ， 
而 P 的 每 个 划分 后 z 至 多 属于 一 个 开 区 间 (x..,，x;) ， 这 样 交 丸 下 标 是 小 于 上 的 . 因此 ， 由 估 
计 式 (7. 14)， 我 们 有 以 下 交叉 下 标 对 U(f，P” ) 贡 献 的 估计 : 


DS M(x -xi) Sk M. gapP*. (7. 15 ) 
“本 工 


现在 估计 U(f，P” ) 中 那些 非 交 又 下 标 部 分 的 贡献 ， 如 果 下 标 i(1 志 i<n) 不 是 交叉 下 标 ， 
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则 开 区 间 (x,-， ，xz;) 不 包含 忆 的 任何 划分 点 ， 因 此 划分 忆 的 区 间 [x,.,，x,] 包 含 在 P 的 某 个 划 


分 区 间 中 .， 因此，[zx,_,，zx;j] 是 P' 的 一 个 划分 区 间 ， 这 个 P' 是 P 与 P' 的 公共 加 细 . 因此 
D2, M(x; Xi1) U(f,P'). 
i 
人 但是， 由 加 细 引 理 知 
U(f,P') < UVU(f,P). 
这 样 ， 
2 M(x, -zi SU(f,P). (7.16) 
i 
我 们 把 U(f，P”“ ) 中 交叉 下 标 及 非 交 叉 下 标 相 应 贡献 的 估计 相 加 得 到 下 面 对 U(f，P” ) 的 上 估计 : 
U(f,P°* ) = 并 Mi(x -= 


< U(f,P) + 大 M. gapP . 
用 完全 类 似 的 论证 ， 我 们 可 获得 对 应 的 L(f，P" ) 的 下 估计 : 
L(f,P) -EkE*: M. gapP' < LL(f,P'). 
至 此 建立 了 式 (7. 13) 中 的 两 个 估计 . 图 
下 述 简单 引 理 来 自 于 阿 基 米 德 - 歼 曼 定理 (习题 7). 
引 理 7.11 假设 函数 /: [a, 86] 一 R 是 可 积 的 ， 则 对 每 一 正 数 &>0， 区 间 [a, 565] 在 在 一 
划分 PP 使 得 
U(f,P) -Lf,P) < ce. 
定理 7. 12( 达 布 和 收敛 定理 ) 假设 函数 六 [a, bj 一 R 是 有 界 的 ， 则 下 述 两 个 论断 是 等 
价 的 : 
i. 汤 数 f: [a, 58] 一 R 是 可 积 的 . 
ii 对 [Le，b] 任 一 划分 序列 1P 上， 落 
limgapP. = 0 ， 
则 有 
lim[ UC(f,P.) - Lf,P.)] = 0, (7.17) 
因此 


limL(f,P) = [7 a limpP) = {/ (7. 18) 
证 明 ”假设 (ii 成 立 ， 选 取 [a，5] 的 划分 序列 | P | 满足 
lim gapP, = 0. 
由 于 (ii) 成 立 ， 圾 
lim[UCA,P,) - LU,P.)] = 0 (7. 19) 
依照 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 ， 函 数 f 在 [e，5] 上 是 可 积 的 . 


为 证 明 其 逆 ， 假 设 f 是 可 积 的 ， 令 1P.1 是 [a,， 48] 的 任 一 划分 序列 ， 满足 
limgapP, = 0. 
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我 们 希望 证 明 (7. 17)， 为 此 ， 由 序列 收 和 敛 的 定义 ， 选 取 a >0， 需 证 明 存 在 下 标 w 使 得 当 n 宇 NN 时 有 
O< UfP) -Lf,P,) < 5. (7. 20) 
由 于 e/2 >0， 由 引 理 7. 11， 可 选取 [e，b] 的 一 个 划分 P， 使 得 
U(f,P) -LL(f,P) < el/2. 
令 上 是 划分 P 的 划分 点 数 并 令 MHz0， 使 得 当 xe [a,，8] 时 有 
~ Mfx) MM. 
这 样 ， 由 上 面 的 达 布 和 比较 引 理 ， 以 P. 替代 P”， 对 每 个 下 标 n 有 


L(Af,P) -EE, < LP) RK UfP) < UfP) +E,, (7.21) 
其 中 
Ek: M. gaph.. 
由 此 对 每 个 下 标 n， 
0 < UfP,) - LP)S [ UC(fP) + E,] - [Lf,P) - E.,) 
= [U(f,P) - L(f,P)] +25， 
< ES/[2 + [2 MgapP |. 
即 对 每 个 下 标 n， 
0 和 LAP)-EL(PP)<e2z+[25 .NM gapP |. (7. 22) 
由 假定 ， 
limgapf, = 0,， 
从 而 也 有 


lim[ 2k “有 财 .gapP | = 0. 
这 样 可 选 下 标 六 使 得 当 n 宇 入 时 有 
O< [2k: M.: gapP,] < SA2. 
从 估计 式 (7.22) 及 上 面 NN 的 选 法 ， 我们 看 到 所 湖 的 估计 (7.20) 对 下 标尺 的 这 一 选取 也 成 立 . 
这 样 1P,} 是 /在 [ce，8] 上 的 阿 基 米 德 划分 序列 ， 故 由 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 知 式 (7.18) 成 立 . 国 
定义 ”考虑 函数 六 [a, b] 一 RR, 设 P=|x。，…，, XxX,| 是 区 间 [a, 46] 的 划分 ， 对 每 个 下 标 
[过 1， 设 ce 是 区 间 [x，，x,] 中 的 点 ， 则 和 


fc) — xi) (7.23) 
称 为 函数 f: [a, bj 一 RR 基于 划分 的 歼 吉 和 (Riemann sum). 
我 们 用 符号 R(f，P,，C) 表 示 黎 晕 和 (7. 23 ) 是 方便 的 ， 其 中 C 表示 在 划分 P 的 诸 划 分 区 间 
内 的 选取 点 集 {c,，…，c.1”. 显然 ， 如 果 函 数 f: [a, 4b] 一 R 是 有 界 的 ， 则 对 [a, 46] 的 每 一 
划分 P 及 选取 C 有 
L(f,P) < R(f,P,C) < U(f,P). 


考虑 这 一 不 等 式 及 达 布 和 收 钙 定理 ,日 然 得 到 下 述 收 化 结 梁 . 


QO 当 使 用 符号 R(A，P，C) 时 ， 我 们 其 实 已 隐 舍 地 假设 C 是 已 选 定 了 的 . 
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定理 7.13( 歼 曼 和 收敛 定理 ) 假设 函数 矿 [a，b] 一 R 是 可 积 的 ， 对 每 个 自然 数 n， 令 P， 
是 [a, 5] 的 划分 而 R(f，P,，C,.) 是 柳村 和 .车 
limgapP., = 0， 


则 
limR(f,P,,C,) = [5 (7. 24) 
证 明 ”对 每 个 下 标 n， 
L(f,P.) < R(fP,C) < U(f,P.,). 
依照 达 布 和 收敛 定理 ， 
limL(f,P,) = [/ 及 limU(f,P.) = [/ 
这 样 ， 


[f= limLf,P,) < limR(fP.,C.) < limU(,P.) = [/ 
所 以 (7.24) 成 立 . 天 
例 7.14 对 每 个 自然 数 上， 定义 P, 是 [0，1] 的 分 成 4 个 等 长 的 划分 区 间 的 规则 划分 ， 考 
虑 积分 有 Vidx 基 于 划分 P, 的 黎 曼 和 ,其 中 对 1 < is 4, 令 c, = i/n 由 上 面 的 黎 曙 和 收敛 定理 及 
第 一 基本 定理 可 得 


lim [| = lim a 人 + + /2]- [ va = 5 一 

习题 
1. 对 固定 的 正 数 8， 求 

1 | 一 + | 

加 月 4 ” 
2. 求 
3. 求 

= [Zr] 

4. 求 


l 
lim |; 
5. 设 8>1. 对 于 | [1/Yx]dx, 求 [1， 8] 的 划分 P=|x。，…， x。| 的 由 选取 c= [(Vz + )M2] (1 和 in) 


所 得 到 的 黎 受 和 的 值 . 
6， 假定 铺 数 f: 10，1 一 R 是 可 积 的 .证明 


Us 


0]= 人 5 
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7, 证 明 引 理 7. 11. 


8. 假设 函数 /: [a。，6b] 一 R 是 可 积 的 ， 为 确定 定义 域 [a, 6] 的 划分 序列 1P,1 是 在 [a，5] 上 的 阿 基 米 德 划分 
序列 ， 条 件 limgapP。 =0 是 必要 的 吗 ? 


9. 假设 函数 /: [a，48] 一 R 是 连续 的 ， 令 PP 是 定义 域 [a, 5] 的 任 一 划分 .证 明 存 在 黎 曼 和 R(f/，P，C) 等 于 
[5 (提示 : 对 积分 用 中 值 定 理 . ) 
10， 假定 函数 f: [a，5] 一 R 是 利 普 希 芯 函数 ， 即 存在 数 c 使 得 


对 [a,b] 中 的 所 有 及 v,， 1 f(u) -fv)jl<eclu-vl. 
设 P 是 [a, 5] 的 划分 而 R(f，P,，C) 是 基于 PP 的 黎 受 和. 证明 


RO,P,C) - [< - a) . [gapP]. 
11. 设 P 与 4 是 自然 数 且 n>2， 证明 


(提示 : 用 关于 na 的 归纳 法 论证 .) 
12. 对 自然 数 p， 用 上 题 证 明 


[ wd - rT 


13. (用 费 马 ( Fermab 方法 计算 | zedz) 设 6>1 且 Bzx -1 对 所 有 xe[1, 6] 定义 /(x) =xe， 对 每 个 自然 数 n， 
令 P, = | xo， x .| 是 [1， bj] 的 划分 ， 其 中 x.=0 "(0ei<n). 


a， 证 明 
5 }( 加 -LO 1 
全 0 | 1 -b= | 
b， 证 明 
c. 用 (a) 及 (b) 证 明 
za = lim PAs) (rt) = i 


7.4 积分 的 近似 法 


存在 许多 函数 /: [a，5]R 是 可 积 的 ， 但 是 它们 却 不 可 能 用 换 元 法 、 分 部 积分 法 等 方法 
来 利用 第 一 基本 定理 计算 /(*)dx， 然 而 ， 在 前 几 节 中 所 确定 的 达 布 和 或 获 引 和 的 序列 是 收 全 


于 积分 的 ， 只 要 对 应 的 划分 序列 的 间 际 序列 是 收 钱 于 0 的. 但是， 我 们 并 没有 提供 它们 与 积分 
之 间 的 差 的 估计 ， 本 节 讨 论 积分 值 的 近似 计算 ,以 及 近似 计算 过 程 所 产生 的 误差 的 界 ， 


局 部 误差 与 整体 误差 
取 [a,， 548] 的 划分 P= 1x。，-…，zx,|. 则 对 每 个 下 宗 i 宇 1， 用 某 个 4A, 近似 
| f(x) dx, 
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并 定义 .为 
E.=/ fx)dx -A. 
定义 4= 末 4 及 E = by E ， 所 以 


[ad -A=E. 


E. 称 为 局 部 误差 (local error) ,EE 称 为 整体 误差 ( global error). 一 旦 估计 了 局 部 误差 ， 也 就 
容易 得 到 整体 误差 的 估计 . 我们 将 介绍 两 种 近似 方法 : 梯形 法 则 (Trapezoid Rule) 与 辛普森 法 
则 ( Simpson’s Rule). 


梯形 法 则 
对 于 梯形 法 则 ， 考 虑 区 间 [a， 65] 的 划分 P= 1x。，…，zx.1， 对 每 个 下 标 i>1， 用 
4 = fr) + fs)) 
作为 | /A(x) 的 近似 值 . 如 果 f(z,) > 0 及 /(%,.,) > 0, 上 面 的 4, 其 实 就 是 以 (5 ,0) ， (xi ， 
Hz ) ) (za )) 及 (xi,0) 为 顶点 的 梯形 的 面积 ， 如 图 7. 2 所 示 ， 下 面 先 估计 局 部 误差 


了 


《 d 


图 7.2 [7 的 梯形 近似 
定理 7. 1S( 梯形 法 则 的 局 部 误差 ) 假设 函数 广 [c，d] 一 R 是 连续 的 ， 它 在 开 区 间 (c，d) 中 
有 二 阶 导 数 . 则 在 开 区 间 (c，d) 中 存在 点 Z 满足 
{A(x) dx 加 (d | +/(d)) 一 一 和 C ) PCZ)， (7. 25) 


证 明 令 m=(d+c)/2 是 区 间 [c,，d] 的 中 点 ， 则 车 名 =(d -ec)/2， 我 们 有 到 -4 =c 及 
P+fo= 中 对 0 大 bo， 设 有 (0 是 大 在 区 间 [m -1:，m +t] 上 积分 的 直接 梯形 近似 的 误差 .于 是 
定义 辅助 郴 数 天， [0，0o ] 一 R 如 下 : 

对 0 <1<t, E(t) = [f fx) dx] -em +1) + flm -i)]. 
观察 到 (7. 25 ) 式 左边 恰好 是 E( i。)， 现 在 定义 另 一 个 函数 有， [0，1,] 一 R 如 下 ， 


136 第 7 章 


对 Otet, H(t) = E(t) - (£) ECG) 
0 

由 命题 6. 27 得 到 函数 EE: [0, ts。] 一 RR 是 连续 的 ， 所 以 陡 数 日 [0,t。] 一 RR 也 是 连续 的 ， 此 
外 ， 由 第 二 基本 定理 及 链 式 法 则 可 得 
对 OQ < ft < EC)= fm+tt) +fem-t) ~ [fom +i) +feom -ti)] -iif'(m+t) -ff'(m -1t)) 

=- tlf'(m+it) -f/f'(m -1:)]. 
于 是 ,对 0 <t<i， 

He) = -fCm +) -fm-t)] -E(t). 


显然 ，H(0) =H(t,) =0. 可 以 将 罗 尔 定理 用 于 画 数 及 : [0, to] 一 RR ， 从 而 在 (0，b ) 中 选取 点 
1。， 在 该 点 处 有 H'(t.) =0， 也 就 是 


了 
-tf (m+t.)-f'(m-t.)) -En) = 0. 


现 将 中 值 定理 用 于 陋 数 请; [mi:1.，m+t,] 一 R ， 并 在 (m-t.，m+i, ) 中 选取 上 ， 在 该 点 处 有 
f (m+t.) -fl(m-t.) =2.f(¢). 
将 上 面 的 等 式 代 和 到 前 面 的 方程 中 ， 得 到 


[ 3 _ 
2 | 7/ (2) + 58(b)| = 0 
但 i. *0,， 由 于 名 =[d-c]/2, 


E(to) = 一 


(人 (7. 26) 
正如 我 们 已 注意 到 的 ，(7. 25 ) 的 左边 就 是 E(t,)， 这 样式 (7.25) 就 由 (7. 26) 得 到 . 国 
定理 7. 16( 梯 形 法 则 的 整体 误差 ) 假设 函数 J [ae，b] 一 到 是 连续 的 ， 而 它 在 开 区 间 (a, 6b) 上 

有 有 界 的 二 阶 时 数 . 对 于 区 间 [ a， b] 的 划分 P = {x,， 人 x | ， 

[f= > (zi + f(x.,)) +E, (7.27) 


El< esp 0, (7.28) 


其 中 
M = sup{ |f”(x)||x € (a,b)l. 
证 了 明 ”对 每 个 下 标 i1， 可 用 划分 区 间 [x,,，x;] 上 梯形 法 则 的 饥 部 误差 估计 在 开 区 间 
(x%,_,， x,) 中 选取 一 点 《 ， ， 在 该 点 处 有 
| f(z) dx = (xX, ~ + f(x,,)) _ 二 (x Ln LM 
将 nz 个 等 式 求 和 可 知 (7.27) 式 成 立 ， 其 中 
i -x1) f° (L,) 
ED 
然而 由 三 角 不 等 式 及 gapP 与 彤 的 定义 ， 
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之 (xi — Ki) [天 (| 


[gapP]M ~ _ M[gapPl (b -a) 
< ED (x ) = 


[ gapP]* 
< ee 
五 | 1 


例 7.17 用 梯形 法 则 估计 ln2 = f md 对 1 1 < 2 定义 f(t) = 1A 注意 到 


对 li<2, Ogf(t) < 2. 
对 目 然 数 nm， 令 忆 是 将 区 间 [1，2 |] 分 成 几 个 长 度 相 等 的 子 区 间 的 划分 ， 则 (见习 题 3) 


1T1 n n 1 
In2 = 一 [+ + + + + EE， 
hi n+l n+2 2 一 1】 4 


其 中 
0 到 | B 1 < 一 
On 


取 n=10， 经 过 简短 的 计算 得 到 ln2 的 不 足 近 似 值 (lower approximation ) 为 0.6937714， 其 误差 至 
多 是 1/600. 国 
从 梯形 法 则 的 局 部 误差 估计 ， 我 们 注意 到 当 f:R 一 R 的 图 形 是 一 直线 时 ， 梯形 法 则 给 出 积 
分 的 精确 值 ， 此 外 ， 当 对 所 有 xe (a,， 8)， 
f(x)>0 
时 ， 即 意味 着 函数 /， [a，8] 一 R 是 凸 的 (convex)， 梯 形 法 则 给 出 积分 的 过 剩 近 似 值 (upper 
approximation )， 上 面 的 每 个 论断 在 几何 上 是 显而易见 的 . 


辛普森 法 则 


第 二 种 近似 方法 称 为 辛普森 法 则 .虽然 从 几何 上 寻找 这 一 方法 并 不 容易 ， 但 一 般 说 来 该 法 
则 比 梯形 法 则 更 精确 ， 给 定 可 积 函 数 f: 【a,6j 一 BR 及 区 间 [a,， 686] 的 划分 P= x。，…，x,|， 


对 每 个 下 标 i 之 1， 用 下 式 作为 积分 | /的 辛普森 法 则 近似 值 ， 


A = /A*,) + f(t) + /6e)] (7. 29) 


比较 近似 方法 优 劣 的 一 种 方式 是 看 对 什么 函数 积分 的 近似 值 与 积分 值 严 格 地 一 致 ， 对 梯形 
法 则 ， 只 要 范 数 六 [a,，48] 一 R 是 次 数 小 于 2 的 多 项 式 ， 也 就 是 f:， [a, 8] 一 R 的 图 形 是 直线 ， 
积分 近似 值 与 积分 值 就 严格 地 一 致 ， 我 们 将 证 明 只 要 了 哨 数 f: [a,b] 一 R 是 次 数 小 于 4 的 多 项 
式 , 辛普森 法 则 的 积分 近似 值 与 积分 值 就 严格 地 一 致 >. 

为 得 出 辛普森 法 则 公式 的 局 部 误差 逢 计 ， 首先 注意 下 面 的 罗 尔 定理 的 稍微 推广 . 

定理 7. 18( 推广 的 罗 尔 定理 ) 假设 函数 g: [c，d] 一 R 是 连续 的 .对 于 自然 数 n， 假设 gg 
在 开 区 间 (c,d) 上 有 n+1 阶 导数 . 令 xo 是 (c，d) 中 一 点 且 有 


辛普森 法 则 公式 可 如 下 导出 ， 对 函数 J 【c，d]~*R ， 存 在 唯一 的 二 次 多 项 式 P: R 一 R ， 它 在 zx=c，x=(c+d)]2 
及 x=d 处 与 函数 /: [c，dj] 一 R 取 什 一致 、 对 该 多 项 式 可 以 证 明 


! cn Ae | 
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g(x0) =EgE(x) =… =g" (xzo) =0. 
则 对 [c，dj] 中 每 个 点 x 关 x。( 在 该 点 处 g(x) =0)， 忆 存在 点 ZZ 严格 地 介 于 x 与 x 之 间 ， 且 在 该 
点 处 
go = 0. 

证 明 假设 x >x。 将 罗 尔 定理 用 于 孙 数 g: [x。，*j 一 R ,可 在 (x。，zx) 内 选取 点 z,， 在 该 点 
处 g(z1) =0， 再 将 罗 尔 定理 用 于 阴 数 g': [x6o, zj 一 RR ,在 (x。，z,) 中 选取 点 z;， 在 该 点 处 
g"(z,) =0.， 连续 作 这 一 过 程 n 次 ,可 在 (x。，x) 中 求 得 点 z,,, =t， 在 该 点 处 g“"*"(f) =0. 国 

定理 7.19( 辛 普 森 法 则 的 局 部 误差 ) ”假定 函数 J: [c,d] 一 RR 是 连续 的 ， 而 它 在 开 区 间 
(c,d) 上 有 四 阶 导数 . 则 在 开 区 间 (c，d) 中 存在 点 1， 在 该 点 处 


{f(x) dx - [Ko + 名 2 -gg0(d -cf (t). (7.30) 


证 阴 令 m 志 (c+d)/2 是 区 间 [c,， dj] 的 中 点 ， 那 么 ， 如 果 吉 =(d-c)/2， 我 们 有 mm- io = 
c 及 m+ito=d， 对 于 0stsio, 令 E(t1) 是 f 在 区 间 [m -1:，m +tj 上 的 积分 的 辛普森 近似 的 误 
差 ， 这 样 定 义 辅助 项 数 巨 : [0，6] 一 R 如 下 : 

对 -ist<s4， E(t) = [ 7- 二 [Am +1) + 4f(m) + fm'- i)]. 
注意 到 (7. 30) 式 的 左边 是 (ts)， 现 定义 洱 数 H: [ -1。，to] 一 R 如 下 : 
对 -tit, H(t) = E(t) - (二 ) eC). (7. 31 ) 

由 命题 6. 27 推出 函数 瑟 : [ -i,， ,jj 一 R 是 连续 的 ， 所 以 函数 有 :| -5，5] 一 R 也 是 连续 的 ， 
显然 H(0) = H(to) =0， 现 在 将 证 明 H'(0) =H"(0) =0 因而 可 应 用 推广 的 罗 尔 定理 .应 用 第 二 
基本 定理 和 链 式 法 则 ， 在 ( -ij，4) 的 每 一 点 1 处 ， 有 下 列 导 数 的 直接 计算 . 


E(t) = fm+t) +flm-t) -sfAm+t) +4f(m) + Alm-t)] 
-fm+t) -f'(m-0)] 
= Sfmt -2m) + fm-t)) -Fm +t) -fm -st)], 
ED) = Sm) fmt)] -fm +t) -f'(m-t)] 
-Lf (m+t) +f"(m -1)] 
= fm fm) -A mt) tf (mt)], 


E”(t) = -SF'(m +t) -PF(m -i)]. 
这 些 计算 连同 (7. 31) 式 表明 H(0) =H'(0) =H”(0)=0 有 日 
对 -tit <t<to, HAH”"(t) = -Pm +t) -rr(m -it)l| - OE) 
0 


因此 ， 由 于 H(i) =0, 在 n=2 的 情形 下 可 应 用 推广 的 罗 尔 定理 ,在 (0，i) 中 选取 点 1, 使 得 


积分 法 : 亚 深 入 的 主题 ， 139 
H(t.) =0， 也 就 是 


601 
-fm +t,.) -f/f"(m~-t.))] - E(t) = 0. (7. 32) 


最 后 ， 将 中 值 定理 用 于 函数 f";: fm-t,, m+t,] 一 R ,在 (m-t,，m+t,) 中 选取 点 <， 在 该 
点 处 
"(m+t+t.) -fr”(m-t.) = 2 (¢). 
将 上 面 等 式 代 人 式 (7.32) 推 出 
2 [- 7" (8) - 全 (oo) - 0， (7. 33) 
由 于 上 .zz0, =(d-ce)vX2， 因 而 有 


E(t,) = 一 Se po 0). (7. 34) 
由 于 E(t,) 是 (7.30) 式 的 左边 ， 这 样 由 (7.34) 式 可 推出 (7. 30) 式 . 国 
推论 7.20 对 次 数 最 多 为 3 的 多 项 式 P:; RR 一 及 及 数 c<d， 
| ps) ds = ld - epP(e) +4p( 2]+p(d)]. 


证 明 由 于 对 每 个 数 *，p'”((!) =0， 于 是 由 辛普森 法 则 的 局 部 误差 界 立即 可 得 要 证 的 
结果 . 图 

定理 7.21( 辛 普 森 法 则 的 整体 误差 ) 设 函 教 /F [a，4b8] 一 R 是 连续 的 ， 而 它 在 开 区 间 (a，48) 
上 有 有 界 的 四 阶 导 数 . 令 P= {x。，…， x | 是 区 间 [a, 上 5] 的 划分 ， 则 


[7 = Dy (z, -x11) | fz) + 4 一 tx Ek, (7. 35) 


| EI < MigapP] (b—-a) 
2880 


其 中 
M= supll f°"*(x)lla<x < bl. 
证 阴 ”对 每 个 下 标 i>1， 可 以 应 用 划分 区 间 [x,.,，x,;] 上 的 辛普森 法 则 的 局 部 误差 估计 在 
开 区 间 (x,.,，x,) 中 选取 点 ft;， 使 得 在 该 点 处 
有 Xi Ni XY 十 N_i 
| 7- 6 [Kx) + MM j + fx) = 
将 n 个 等 式 求 和 和 ， 可 见 (7. 35) 式 成 立 ， 其 中 
1 一 5 (4) 
2 = - 32880 入 (xi — %,.1) f 《人 
然而 由 三 角 不 等 式 和 gapP 及 M 的 定义 可 得 


IE|< Seep D(x) 0) | < Bp > ( — Yi-1) 


-ja0 (~ ti ) (Fi). 


_ M[gapP] (5 - a) 
2880 本 
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习题 


1， 用 第 一 基本 定理 (对 导数 求 积 分 ) 计算 下 列 每 一 个 积分 ， 以 划分 忆 = 1c，d| 用 梯形 法 则 与 辛普森 法 则 计算 积 
分 的 近似 值 ， 比较 由 定理 7. 14 与 7. 19 所 提供 的 误差 估计 与 实际 生成 的 误 盖 . 


a. {2x + 3)dx b. [2a c. [xax 
2. 对 下 面 的 每 个 积分 ， 通 过 直接 计算 验证 推论 7. 20. 
a. [ee + x’ ) dx b. [ (z+ Dd 


3. 假设 函数 f: [a,b] 一 R 是 连续 的 ， 而 它 在 开 区 间 (a,， 8) 上 有 有 界 的 二 阶 导 数 . 设 4 是 自然 数 ， 证 明 


生 一 1 


[f(s) = (一 *)[ 丰 > + > Ae + 上 (=-a)]+ 人 六 ]* 下 ， 


ho 


其 中 


197 (b -a) 


12n’ 
4. 用 习题 3 对 nn =3 估计 ln4 并 给 出 误差 的 -一 个 上 界 . 


s. 用 习题 3 对 n=4 估计 [ VTTzrdz 并 给 出 误差 的 一 个 上 界 . 
6. 用 辛普森 法 则 就 P= |1，3/2，2| 估计 In2 并 给 出 误 莽 的 一 个 上 界 . 
7. 类 似 于 梯形 法 刘 的 一 个 近似 法 则 是 中 点 法 则 ( Midpoint Rule) ， 该 法 则 用 (d - c)K [d+c]/2) 作 为 积分 「 fx) ds 


的 近似 值 . 证 明 : 如 果 防 数 f:[c,d] 一 R 是 连续 的 ， 而 它 的 限制 f/f: (c，d) 一 R 有 二 阶 导 数 ， 则 对 (c，d) 中 某 个 
司 如 ， 


| El sup{ |P(x) lz € (a,b)}. 


| ES or 
(提示 : 令 m=(c+d)/2, 令 =(d-c)/2， 对 一 t 扫 1 和 t,。， 定 义 
4 8 \? f+io £3 
nt) = [| -2 m) - (去 ) | f+2 Em) 
就 n=1 对 了 薄 数 HH: [ 一 加 ， to ] 一 R 应 用 推广 的 罗 尔 定理 . ) 
8, 对 连续 函数 /: [a，5] 一 R 及 [a， 4b] 的 一 个 划分 P， 证 明 / 在 [a，5b] 上 积分 的 梯形 法 购 近 似 和 辛普森 法 则 近 
似 都 是 /在 [a，5] 上 的 黎 破 和. 


9. 求 中 点 法 则 的 整体 误差 估计 ， 
10. 用 中 点 法 则 (见习 题 7) 及 梯形 法 则 的 局 部 误差 估计 求 积分 


的 值 ， 以 证 明 ; 如 果 0<a<8， 则 


(几何 平均 小 于 对 数 平均 ， 而 对 数 平均 小 于 算术 平均 . ) 


第 8 章 泰勒 多 项 式 有 逼近 


8.1 素 勒 多 项 式 z 
多 项 式 是 最 简单 的 溺 数 类 . 本章 我 们 将 研究 如 何 用 多 项 式 来 通 近 一 般 中 数 . 
两 个 函数 接触 的 阶 


定义 设 了 是 点 2 的 一 个 邻 域 .函数 太一 及 及 8 一 及 称 为 在 so 有 0 阶 接触 (contact) ， 
倘若 xzo) = g(xo). 对 自然 数 n, 硬 数 fi 一 民 与 g:1I 一 R 称 为 在 x。 有 nn 阶 接 触 ， 策 若 六 一 及 
与 g; [一 民有 nm 阶 导数 ， 且 对 0 天 大 之 nm 有 

f° (xo) = 8 (xo). 
例 8.1 对 0<x<Yy2,， 定义 f(x) =V2 -x 及 g(x) =e “， 则 
f(1)=g(1l) 有 ff(1)=g8(1) 但 (1) #8g (1). 

因此 函数 f: (0, Y2) 一 R 与 g: (0, Y2) 一 R 在 x。=1 有 1 阶 接触 ,但 没有 2 阶 接触 ， 在 点 
(1，1)， 该 点 同时 位 于 两 个 晴 数 的 图 形 上 ， 阻 数 图 形 的 切线 相同 国 

对 任 一 自然 数 了 和 任 一 数 x。 ， 对 所 有 x 有 


(x — xo )! = J(% 一 xz) . 
这 样 ， 通 过 连续 求 导 可 得 ， 对 每 一 对 非 负 整数 及 ， 


d 四 Al1 大 k= 

rp xo) ] -1 符 (8.1) 
命题 8.2 设 7 是 点 xo 的 一 个 邻 墩 而 n 是非 负 整数 . 假定 台数 f:1 一 民有 n 阶 导数 . 则 存在 

唯一 的 次 数 最 多 为 n 的 多 项 式 ， 它 与 函数 Jf:1 一 RR 在 x。 有 n 阶 接触 ， 该 多 项 式 由 以 下 公式 定义 ， 


(#) Cn) 
pa(x) = f(x0) +f (x0) (x -x0) + 4 地 (xo) 了 《ao 
k! ni1 


(x ~ Xo) + 


(x —x0).. 


(8.2) 
证 明 如 果 nm=0， 畏 数 仅 是 常数 函数 ， 在 x 处 的 值 为 所 xu)， 结 果 显 然 成 立 ， 假定 n 宇 1， 
由 式 (8. 1 ) 硕 的 微分 可 得 对 0<k<n， 


Ci[p,(*)) ] = f/f" (x), 
区 x m20 


所 以 清 数 与 多 项 式 p, 在 x。 有 nn 阶 接触 . 
余下 的 是 证 明 唯 一 性 . 然而， 如果 取 次 数 最 多 为 n 的 一 般 的 多 项 式 ， 按 (x -x ) 的 筹 写成 
P(X) = ec, +ce(xX—x0) + +c.(x— x )", 


则 手 次 由 公式 (8. 1) 大 的 微分 ， 显然 对 0<k<n 有 


dd 
TELP(x) ] 


= klc,, 


#0 


201 
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所 以 ， 如 果 多 项 式 p 与 函数 1 有 阶 接 触 ， 则 对 0<k<n,， 必 有 上! ce =A (xz)， 即 p=p， 国 
由 (8.2) 式 定义 的 多 项 式 p, 称 为 函数 .一 及 在 点 xz 处 的 n 次 泰勒 多 项 式 (Taylor polynomial). 


泰勒 多 项 式 的 例子 


例 &3 对 所 有 zx 定义 f(x) =e*.、 对 每 个 自然 数 上 及 所 有 x*, f(x) =e*、 如 图 8.1 所 示 . 于 是 
了 咀 数 /:R 一 R 在 点 *=0 处 的 n 次 秦 勒 多 项 式 由 下 式 定义 : 


万 
La 十 一 。 
21 


nl 


n 


p(x%) =1+xt+ 


图 8.1 所 过) =€ 的 po(x)， p(x) 有 hp,(x) 


例 8.4 对 x> -1, 定义 所 x) =In(1+x). 对 每 个 自然 数 上 及 所 有 x> -1， 


(4) -1)"(k-1)! 
f (*) = (1+z 


于 是 f: (~1，% ) 一 R 在 x*=0 处 的 n 次 泰勒 多 项 式 由 下 式 定 义 : 


2 .| 
p.(x) = 1) x. | 
n 


例 8.5 对 所 有 x， 定义 f(x) = cosx. 对 每 个 自然 数 上 及 所 有 x, f(x) =( -1) cosx 而 
jx) =( -1) sinx， 于是， 对 每 个 非 负 整数 n， 余弦 函数 在 x =0 的 泰勒 多 项 式 由 王 式 给 出 : 
x ， (- 1) 2 


P2 (和 ) = P2si(x) = | 2 “2n) 1 : 图 


例 8.6 对 所 有 x>0， 定义 A 作 x) =Vx， 对 每 个 自然 数 上 及 所 有 xx >0， 
re -和 人 中信 -es 
于 是 函数 /:(0，% ) 一 R 在 x=1 处 的 三 次 泰勒 多 项 式 是 
ps3(*) =1+(x-1) -1) + 1) 加 


对 于 在 一 点 有 高 阶 接触 的 两 个 旺 数 来 说 ， 当 邻近 这 一 点 时 有 理由 预料 它们 之 间 的 差 很 小 . 
特别 地 ， 如 果 1 是 点 x 的 一 个 邻 域 ， 而 p, 是 函数 六 7 一 及 在 x 的 5 次 泰勒 多 项 式 ， 则 对 中 另 
一 点 x*， 可 以 对 差 Kx) -p,(x) 进 行人 知 计 ， 并 且 当 zx 通 近 x, 及 nn 很 大 时 ， 该 差 会 很 小 ， 真 正 令 
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人 吃惊 的 是 即使 当 x 远离 x,。 时 ， 也 常常 会 有 
lim[fA(x) ~ p.(x)1 =0. 
在 8.6 节 将 会 看 到 ， 某 个 函数 的 泰勒 多 项 式 并 不 对 除 x。 之 外 的 任何 x 提供 很 好 的 近似 值 ， 而 不 
管 下 标 n 有 和 多么 大 ?， 对 所 有 x ef， 定 义 R(x) 三 f(x) -p,(x)， 所 以 
对 所 有 x el, f(x) = p,.(*) + R,(x), 
并 称 R.:1 一 R 是 nn 次 余 项 (nth remainder)， 在 8.2 节 ， 我 们 将 对 这 一 余 项 加 以 分 析 . 


习题 


1. 对 以 下 每 一 对 函数 ， 确 定 在 指定 点 处 的 最 高 接触 阶 数 
a， 对 所 有 x, f(x) =x 及 g(x) =sinx; xo =0. 
pb， 对 所 有 x*，f/(x) =e” 及 g(x) =1] +2x; xn =0. 
¢， 对 所 有 x>0, f(x) =inx 及 g(x) ={(x-1)’ + Inx; Xo =1. 
.对 所 有 x >0, x) =lnx 及 g(x) ={(x -1)” +lnz; xo 三 1 
2. 对 以 下 每 个 荐 数 ， 计 算 在 指定 点 处 的 三 次 泰勒 多 项 式 : 
8. 对 所 有 x，f(x) = jva + )dt; xx =0. 
b， 对 所 有 x， f(x) = sinx; xu =0. 
ce， 对 所 有 x，f(x) = sinx +x; x, =0. 
gd， 对 所 有 x<2, f(x) = V2 -xi xu =1. 
3. 对 所 有 x*， 定 义 放 x) =x"e*， 求 函数 /:R 一 RR 在 x=0 处 的 6 次 泰勒 多 项 式 . 
4. 假设 函数 /:R 一 R 有 三 阶 导 数 且 在 x=0 处 的 3 次 泰勒 多 项 式 是 p,(x) =1 +4x ~x +x /6， 证 明 存 在 点 0 的 
一 个 邻 域 使 得 f:1 一 及 是 目的 、 严 格 递增 的 且 有 严格 递增 的 导数 . 
$5. 假设 酒 数 f.:R -一 R 有 二 阶 导 数 ， 量 
{oY + f(x) =e 对 所 有 x 
f(0) =0 且 广 0) = 2， 
求 函 数 庆 R 一 R 在 xz=0 处 的 4 次 紊 勒 多 项 式 . 
6. 用 x。+ (x -xo) 堆 代 x， 并 用 二 项 公式 证 明 任 一 多 项 式 p 都 可 以 表示 成 (x - 刀 ) 的 者 的 形式 ， 
px) = ec, +eot{tr-%) 二 … +c (x—- x). 202 


8.2 拉 格 朗 日 余 项 定理 


本 节 对 函数 与 它 的 n 次 泰勒 多 项 式 之 间 的 差 进 行 千 计 .， 为 便于 参考 ， 我 们 在 此 重 述 柯 西 中 
值 定理 的 一 个 推论 (定理 4. 24). 
引 理 8.7 设 1 是 开 区 间 而 nn 是非 负 整数 ， 并 假设 郧 数 J.:1 一 RR 有 n+1 阶 时 数 . 还 假定 在 1 
中 点 xo 处 ， 
fx) =0, Og<k<n. 
则 对 了 中 每 个 点 xx 天 wx， 存在 严格 介 于 x 与 xu 之 间 的 点 c， 在 该 点 处 


日 在 8.6 节 将 叙述 一 个 江 数 广 R 一 R ， 它 具有 任意 阶 导数 且 吉 xxA0,， 大 zx) >0、 而 着 x* =0, 了 的 各 阶 导数 都 是 0， 因 此 
1 在 x=0 处 的 所 有 泰勒 多 项 式 实 味 上 就 是 党 函数 0. 
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f(x) _ fo e) Cx | x ) 


(n+1)! 
一 般 的 余 项 定理 是 上 述 引 理 的 简单 推广 . 
定理 8.8( 拉 格 朗 日 余 项 定理 ) 设 了 是 点 2 的 一 个 急 域 并 设 n 是非 负 整 数 ， 假 设 耳 数 /:1 一 RR 
有 Pm+1l 阶 导数 ， 则 对 了 中 每 一 点 z 天 xz， 存在 严格 介 于 x 与 x 之 间 的 点 < 使 得 


和 Ck) (n+]) 
f(x) = Ds)’ + (8. 3) 


证 明 考虑 函数 :1 一 吴 在 x 处 的 n 次 泰勒 多 项 式 ， 


| W(x) 
， 


p, (x) = 人 和 (x -xo). 


由 于 函数 f:1 一 RR 与 p. 在 x。 处 有 nn 阶 接触 ， 如 果 对 所 有 xe1， 定义 茹 数 R:1 一 R 如 下 : 
R(x) 三 f(x) - p. (zx), 


则 
R(x,o) = R(x6) = = RV (x) =0. 
按照 上 述 引 理 ， 知 在 1 中 x 关 x。， 则 和 三 在 严格 介 于 x 与 z 之 间 的 点 c， 使 得 
RDgec) | 
R(x) = [nt 1T(x - xo) 


但 由 于 p, 是 次 数 最 多 为 4 的 多 项 式 ， 它 的 n+1 阶 导 数 恒 等 于 0， 因 此 
Re (ce) = f° (0) -pd (ce) = fe). 
所 以 从 前 面 的 方程 可 得 
{tnt+l1} 
f(x) -p(x) = RD) = 大 (za 四 
因此 可 得 公式 (8.3)， 
推论 8.9 假定 p 是 次 数 最 多 为 的 多 项 式 ， 令 x 是 任意 点 ， 则 pp 在 x。 处 的 nn 次 泰勒 多 项 
式 等 于 p 本 身 ， 
证 阴 ”固定 x 关 x。 按照 拉 格 朗 日 余 项 定理 ， 可 选取 严格 介 于 x 与 x。 之 间 的 点 < 使 得 


{n+1) 


p(x) -ps) = 已 C(x- 0)"". 


(n+l1)! 
但 p 是 次 数 最 多 为 n 的 多 项 式 ， 所 以 p'"*" (ec) =0. 于 是 p,(x) =P(x). 国 
数 8@ 是 无 理 数 
我 们 用 拉 格 朗 日 余 项 定理 得 到 e 的 一 个 精确 估计 . 首先 建立 e 的 一 个 十 分 粗粮 的 估计 : 
e < 4. (8.4) 


为 证 实 它 ， 注 意 到 困 数 jn: (0，% ) 一 R 是 严格 递增 的 ， 所 以 

e <4 当 有 晶 仅 当 1 = Ine < in4. 
但 是 ， 用 自然 对 数 的 积分 表示 以 及 积分 大 于 或 等 于 任 一 下 达 布 和 这 一 事实 ， 如 取 区 间 [ 1，4] 
的 划分 P= 11，2,，3，,4| 并 对 1<t<4 设 f(t) =1/1， 我 们 有 


ln4 = | Lar > CPP) = (I -0) + 了 (1 -0) + 二 (1 -0) > 1， 
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如 图 8.2 所 示 . 


和 一 


1 
-1 li vv， + 
mn4-= 人 Lu 了 + 十 + 


图 8.2 。 [14d 对 划分 P=11，2，3，41 的 下 达 布 和 


定理 8.10 对 每 个 自然 数 n 及 每 个 非 零 教 x*， 存 在 严格 介 于 0 与 x 之 间 的 点 Cc 使 得 


# 1 
e =1+x+2+ + + nr . (8.5) 


特别 地 ， 
如 果 0 <x<1, 0<e [1+r+t t+]< rrr (8.6) 

证 阴 ”公式 (8.5) 可 直接 由 拉 格 朗 日 余 项 定理 及 例 8.3 得 到 ， 前 面 刚 证 明 过 e<4， 由 于 上 明 

数 exp: R 一 R 是 严格 递增 的 ， 可 推 得 
如 果 0 <c<x<<1l， 则 1 =e<e <e <4. 

于 是 由 (8.5) 式 可 得 估计 式 (8.6). 一 

命题 8.11 数 e 肿 无 理 数 . 

证 明 用 反 证 法 证 明 . 假定 e 是 有 理 数 ， 则 存在 自然 数 n 与 m 使 得 e =no/mo 则 对 于 
x =1，(8.6) 式 变 为 


对 每 个 月 然 数 n， 0 < -|2+ 二 + + 二 |< 
mo 21 n | 
用 n! 乘 此 不 等 式 得 到 
_ nin, 1 1 
对 每 个 自然 数 n， i i 


然而 ， 如 果 m>4 且 mm， 由 上 述 不 等 式 可 推出 在 区 间 (0，47S ) 中 和 存在 一 个 整数 . 这 一 下 对 
证 明 e 是 无 理 数 . 国 


欧 拉 常 数 : 自然 对 数 的 增长 
回想 在 2.2 节 ， 我 们 证 明了 序列 


4 
(n+1)1 
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是 严格 递增 的 但 无 上 界 ， 也 就 是 调和 级 数 发 散 ， 另 一 方面 ,在 5.1 节 ， 我 们 证 明了 序列 Inn! 是 
广 格 递增 的 但 无 上 家， 事实 上 ， 在 下 面 的 命题 中 ， 这 两 个 结果 是 等 价 的 . 
命题 8. 12 


lim I++…+ 一 -Inn+l)]=y， 其 中 0 <y 关 1. 
有 时 :， 略 i 
证 明 ”对 每 个 自然 数 "， 定 义 
cc =1+ 上 4 了-_inn+ly， 
2 n 


下 面 将 证 明 序 列 fc,1 严格 递 增 且 有 上 界 1. 这 样 的 话 ， 命题 的 结论 就 是 单调 收敛 定理 的 结果 . 
证 明 的 关键 一 步 是 下 述 不 等 式 ， 它 的 证 明和 暂时 延 后 对 每 个 自然 数 上 ， 
] 


1 
0 < - 【lin(k+1) — lng| < a (8.7) 
从 不 等 式 (8,7) 的 左边 部 分 ， 其 中 上 =n+1， 我们 看 到 对 每 个 自然 数 mn， 
ce = ,7 - [n(n +2) -In(n+1)] >0, 
所 以 序列 1c,1 是 单调 递增 的 ， 
我 们 对 (8.7) 的 左边 部 分 求 前 n 项 和 得 到 
by 二 - 六 [in(t+1D -Ink] < > [5 
现在 看 到 
六 [ln(k +1) -Ink] = ln(n+1)-Inl = ln(n+1), 
所 以 对 每 一 下 标 n， 前 述 不 等 式 可 写成 
"rl 
c, < > [23]: (8. 8) 


现 对 这 个 不 等 式 的 右 问 有 下 述 估 计 : 
人 [22] - 7 " > [a3] “ 到 二 [去 | 
这 样 ， 由 (8.8)，i{c,| 有 上 界 1. 由 单调 收 敏 定理 可 推出 fce,} 收敛 于 数 y， 且 y 志 1. 


剩 下 的 是 证 实 不 等 式 (8.7)， 事 实 上 ,因为 In(k+1) -Ink=In(1 +1/k)， 所 以 式 (8.7) 是 
下 述 不 等 式 的 一 个 推论 ， 其 证 明 留 作 习 题 (习题 4): 若 *>0， 


0O<x-ln(l +x) < 二 (8.9) 


加 
命题 8. 12 的 叙述 中 定义 的 数 y 称 为 欧 拉 常数 ， 至 于 它 是 有 理 数 还 是 无 理 数 则 是 未 知 的 ， 由 于 


lim[ In(rn +1) -lnn] = lim ml + 一 ] = lnl = 0， 
四 一 一 用 一 对 ni 


泰勒 多 项 式 速 近 147 


欧 拉 常数 y 也 可 表示 成 
. 1 
mn 一 2 3 
习题 


1. 证 明 ; 当 x>0 时 有 
ps 
守 名 高 
li+ so -gs < vl+x*<l+y 


特别 地 ， 证 明 1.375 <V2 <1.5. 
2. 证 明 : 当 x>0 时 有 
| + 本 -可 < (1+s) <! + 本 
3. 把 多 项 式 p(z) =x ~x +x* 按 (x -1) 竹 次 展开 . 
4. 在 x=0 处 将 拉 格 朗 日 余 项 公式 应 用 于 fx) =ln(1+x)， 以 证 明 不 等 式 (8.9). 


SS 证明 : 对 每 对 数 x 与 及， 


sin 人 rz + hk) — (sinx + hcosx) | 到 
6. 设 是 点 *, 的 一 个 邻 域 及 nm 是 自然 数 ， 假 设 画 数 疡 一 及 有 n+l 阶 导数 . 证 明 拉 格 朗 日 余 项 定理 等 价 于 下 
面 的 命题 : 对 每 个 使 得 x。+h el 的 数 h， 存 在 严格 介 于 0 与 1 之 间 的 数 8， 使 得 
> f'" (xo) 1 n+ nl 
fe 


7, 用 推论 8.9 证 明 : 如 果 p 是 多 项 式 而 数 ze 是 p 的 根 ， 即 p(x。) =0， 则 存在 多 项 式 gq 使 得 对 所 有 x 有 p(x) = 
(x—xo)g(lx). z 
8. 数 xo 称 为 多 项 式 p 的 上 重 根 ， 销 若是 自然 数 使 得 p(x) = (x -x。) r(x)， 其 中 r 是 多 项 式 县 r(x。6)x¥#0. 证 
明 x。 是 多 项 式 p 的 重 根 当 且 仅 当 
p(x0o) = p(x0) = =p (mm)=0 而 pp (x) 0. 


Go i+ (eto) + + 
l 2 n-l 


b. 用 (a) 给 出 二 项 公式 的 另 一 个 根 . 
10. 假定 两 数 六 R 一 及 与 8:R 一 R 都 有 n+l 阶 连续 导数 ， 证 明 广 R 一 及 与 8:R 一 R 在 x=0 有 nm 阶 接 触 当 且 
仅 当 


9. a. 对 自然 数 n， 证 明 


lim 


11. 用 拉 格 朗 日 余 项 定理 验证 确认 局 部 极 值 点 的 如 下 准则 : 设 了 是 点 的 一 个 令 域 而 n 是 自然 数 .假定 晒 数 
六 1 一 及 有 n+1l 阶 导数 月 f"'" ;1 一 R 是 连续 的 .假定 车 1<ksn, 则 f(xo)=0 而 f** (x6) 0. 
sa， 如 果 n+1 是 偶数 且 f“* (z) >0， 则 x。 是 局 部 极 小 值 点 . 
b. 如 果 n+1 是 侦 数 且 ff" "(x。) <0， 则 x 是 局 部 极 大 值 点 ， 
c. 如 果 m+l 是 奇数 ， 则 x。 既 不 是 局 部 极 大 值 上 息 也 不 是 局 部 极 小 值 点 . 
12. 设 1 是 点 x6o 的 一 个 邻 域 ,假设 函数 f:1 一 R 有 连续 的 三 阶 导数 日 对 所 有 xel, 让 (x) >0. 
8a. 证明， 如 果 在 1 中 zx,。+hzx。， 在 区 间 (0，1) 中 存在 唯一 的 数 9= 686(h) 使 得 


/x) ~ 8(x) _0 


207 


208 
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flxo +h) = f(x0) +f' (x0)h + 三 (xo + 6046) 二 


kno(h) = 二 
8.3 素 勒 多 项 式 的 收 钱 性 
对 于 用 非 负 整数 标记 的 数列 | a,| ， 定 义 
对 每 个 非 负 整数 n， := a, 


由 此 得 到 新 的 序列 js.j。 序列 |s。| 称 为 级 数 习 a 的 部 分 和 序列 ，a, 称 为 级 娄 Fa, 的 第 让 项. 
如 果 序列 js.| 收 伍 ， 记 


人 as = lim | > | 
如 果 序 列 |s,| 不 收 仿 ， 则 称 级 数 ya 发 散 (diverge). 


设 /是 点 x。 的 一 个 邻 城 并 假定 函数 六 7 一 及 有 任意 阶 的 导数 . /:1 一 及 在 x 处 的 = 次 泰勒 多 
项 式 定 义 为 


P(Xz) = 三 全 2 ~- x00). 


并 
依照 上 面 级 数 的 记号 ， 如 果 x 是 1 中 的 点 ， 在 该 点 处 
lim p(x) = f(x), (8. 10) 
记 | 
各 iky) x 
f(x) = > 0 (x x0) (8.11) 
这 一 公式 称 为 函数 /1 一 及 关于 点 x。 的 泰勒 级 数 展 开 式 .根据 定义 ，(8.10) 在 * 处 成 立 当 有 
仅 当 
jim[ 扩 zx) -p(x)] = 0. (8. 12) 


本 节 我 们 将 用 拉 格 朗 日 余 项 定理 提供 一 个 确定 在 展开 点 的 邻 域内 泰勒 级 数 展开 式 有 效 性 的 
准则 . 首先 证 明 一 个 有 用 的 预备 结果 . 
引 理 8.13 对 任意 数 c， 


lim 一 = 0. 
胃 一 :三 ni 


证 明 选择 上 是 自然 数 且 满足 天 2|c|， 如 果 m zk， 则 
[是 旨 [ 开 和 < er( 罗 -1a2( 革 


但 lim(1/2)”=0， 所 以 也 有 lime”/n! =0. 图 
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定理 8.14 设 1 是 点 xo 的 一 个 邻 域 ， 并 假定 函数 六 1 一 及 有 任意 阶 导数 ， 还 假定 存在 正 数 
rr 及 导 使 得 区 间 [x -r，xo +r 包 人 钨 在 1 中， 并 对 每 个 自然 数 严 及 [xu 一 r，x。+r] 中 每 个 点 x， 


(f(x) | M. (8. 13) 
则 如 果 |x -x | 到 m， 
员 ‘ky 
f(x) = > (x 0) (8.14) 
证 明 /:1 一 RR 在 zx。 处 的 4 次 察 勒 多 项 式 定 义 为 
n ff" (x0) 


p(X) = 人 PT (x - xo) ， 
按照 拉 格 朗 日 余 项 定理 ， 对 1 中 每 个 点 *， 存 在 严格 介 于 x 与 x 之 间 的 点 c， 使 得 
px) p(x) |= | 


(n+1)! x- xol™ 


考察 不 等 式 (8. 13)， 对 每 个 上 自然数 n 及 [ xo -r， No +rj 中 每 个 点 xx， 有 


1 | 再 二 上 
| A(x) - p.(x) |< vi -xol” < ek (8. 15) 
其 中 c=Mr， 按 照 引 理 8.13，lime*/n! =0， 于 是 由 (8. 15) 可 见 
如 果 |x - xl 和 rr， lim[f(x) -p,(x*)] =0. 
显然 这 正 是 (8. 14). 国 
推论 8. 15 
对 所 有 x，e* = > (8. 16) 
对 所 有 和 %， cosx = by CD aa (8. 17 ) 
和 会 (2k)! . 。 


证 了 明 先 证 明 (8. 16)， 对 所 有 x， 定 义 几 sx) =e "， 并 令 x。=0.， 国定 r>0， 若 定义 用 =e， 
对 每 个 自然 数 n 及 区 间 [ -r，r] 中 每 个 点 x， 有 
fs MM 
按照 定理 8. 11 ， 如 果 |x| <r， 则 


f(x) = 2 有 

但 r >0 的 选取 是 任意 的 ， 所 以 泰勒 展开 式 (8. 16) 得 证 . 
(8.17) 式 可 以 类 似 地 证 明 . 对 所 有 x， 定义 f 作 x) = cosx， 注 意 到 对 每 个 日 然 数 n 及 每 个 数 
x，|f'“(x) | 和 1， 则 证 明 过 程 与 上 面相 同 . 国 


习题 


1. 证 明 下 剂 函 数 在 给 定点 的 泰勒 展开 式 对 所 有 点 x 收 钱 : 
83. fx) = sinx 在 点 xu =0. 
b，f(x) = cosy 在 点 和 = 人 T. 
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2. 如 果 0 <x<2,， 定义 f(x) =1/x. 
a. 求 在 x。=1 处 的 rn 次 泰勒 多 项 式 p.. 
b. 用 几何 和 公式 证 明 对 每 个 自然 数 n， 


如 果 0 < * <2,， f(x) -p(x) = 全 -一 ， 
c， 用 (b) 的 结果 证 明 


如 果 |* -1j<1，Ha = 了 工 帮 (DC -1 


3. 假定 函数 下 :R 一 R 有 任意 阶 导 数 并 且 
人 - R(x) = 0 对 所 有 x 
F{Q0) = 2. 
求 P:R 一 及 在 x=0 处 = 次 泰勒 多 项 式 的 系数 公式 . 证 明 泰 勒 展 开 式 在 每 一 点 收敛. 
4. 假设 蜀 数 FF:R 一 R 有 任意 阶 导数 并 且 
人 -上 《xs) -F(x) =0O 对 所 存 = 
F(0) =1 有 fF'(0) = 1 
求情 :R-*R 在 zx=0 处 mn 次 泰勒 多 项 式 的 系数 的 递归 公式 . 证 明 泰 勒 展开 式 在 每 一 点 收 敏 
5, 对 于 数 对 a 与 8， 假定 函数 f:R 一 R 有 任意 阶 导 数 并 且 
对 所 有 x， 广 (x) +ar (x) +B/(x) = 0. 
a. 证 明 对 每 个 自然 数 n， 
对 所 有 *， ff" (x) + ae Kx) + Bf'" (zx) = 0. 
b. 用 (a) 证 明 


对 所 有 z， f(x*) = 了 全 


(x — xo)'. 


8.4 对 数 函 数 的 居 级 数 
在 这 一 市 ， 我 们 将 分 析 日 然 对 数 的 泰勒 展开 式 的 有 效 性 ， 为 此 ， 先 平移 自然 对 数 并 考虑 如 
下 定义 的 函数 f/f: (-1，o) 一 有 : 
阁 x*>-1, f(x) = ln(1 + x). 
直接 计算 导数 表明 ， 对 每 个 自然 数 上 ， 


对 所 有 的 x* > -1， /f(x) _《-1) DD)! 


(1 +x)’ 
特别 地 , f: ( -1，% ) 一 R 在 x=0 的 rn 次 泰勒 多 项 式 由 下 式 定 义 ; 
pn (gi8) 


为 对 差 式 f(x) -p,(x) 导 出 明确 表示 的 公式 ， 最 好 是 联合 使 用 自然 对 数 的 积分 公式 及 几何 
和 公式 而 不 是 试图 用 拉 格 朗 日 余 项 定理 研究 该 差 式 、 事 实 上 ， 注意 到 对 每 个 自然 数 rn， 如 果 以 
1 -上 代替 >， 几何 和 公式 


-了 =14+r+…+r+ 一 茶 r 关 1 
1 —r 1 -rr 


变 为 


=1+( -1) tt 若 tz 0. 


于 是 ， 用 lnx 的 积分 表示 式 、 上 述 公式 、 积 分 的 线性 性 质 及 公式 (8. 18) ， 我 们 有 
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Is% | ex +s n 
In(1l + x) = | —dt = | [1+(L1 -t+ +(l -+1)" "ld + | Ud- -0 dt 
As#l ] 十 坟 Ss 


一 p(x) +[ Oa 若 * >—1. (8. 19 ) 
定理 8. 16 
lIn(1 +x) - 人 -1 <x*x 到 1 (8. 20) 


证 明 公式 (8. 19) 区 涵 对 每 个 自然 数 m， 
n+) -D1 ) 人 -a x > 一 1， 
这 样 ， 为 证 明 (8. 20) ， 必 须 证 明 
lim[ 三 Li -0 di 0 -ll<x<|l. (8.21) 
首先 ， 假设 0<x<1， 则 对 于 每 个 自然 数 a 
(1) | 人- “jy _ 
| | |= ds < | (人 
由 于 liml/n =0， 可 见 妆 0 和 xs 和] 时 ， 式 (8_21) 是 册立 的 
现在 假设 1 <x<0. 则 对 每 个 自然 数 nm， 


[Ce [a th -0 


| 


- (一 |]z|” (二 -一 
ll+xin+l 1 +xin+l 
由 于 lim 一 =0， 可 见 当 -1<x<0 时, 式 (8.21) 也 是 成 立 的 国 

尽管 对 所 有 x > ~1， 函数 f(x)=in(1 +x) 有 任意 阶 导 数 , 但 当 x>1 时 ， 泰勒 展开 
式 (8. 20) 并 不 成 立 ， 事 实 上 ， 由 二 项 式 公 式 ， 对 每 个 自然 数 n， 当 x>1 时 ， 

x = {1+(x-1)] >1+(n+1)(x -1). 

利用 这 一 结论 与 积分 的 单调 性 以 及 余 项 的 积分 表示 式 (8.19)， 如 果 x>1 及 nn 为 任 一 自然 数 ， 
则 由 (8. 19 ) 得 


Il+x 1 -~ 及 
[nC +x) -plz)|= | (a 


| [a ~ 上) 二 


~ 1+xh 

] | 

1+xX n+l 

] [1 + (5 一 1)] 
1 +x n+ 

l ll+((n+r+l)(x—-1) 
14+x n+l 
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~ %-l 
1+x 
这 样 ， 
Rn 山寺 圭 
lim | In(! — (-1) x*|]x0 > 1. 
lim | In( + x) p> k ~ 
习题 


1. 证 明 对 每 个 自然 数 n， 
如 果 -1<x 近 0， | ln 人 (1 +x) (| .jz 


l+x myl 


而 


晤 地 | 


如 果 0 和 x 所 1， |ln(l1 +x) -p.(x) |< —— 


+ 1 
以 最 多 为 10“ 的 误差 估计 in(1. 1). 
, 证 明 按 上 题 中 的 误差 估计 ， 以 10“ 为 误差 界 估计 ljn2 需要 n=10000， 如 何 利用 恒等式 lIn2 = ln4/3 - ln2/3 更 
有 效 地 估计 ln2 呢 ? 
3. 解释 如 果 s 交 0， 人 恒等式 


te 


0 人 (1 


如 何 合 我们 在 -1<x<1 且 当 zx 接近 1 时 有 效 地 计算 ln(1 a 
. 验证 定理 8. 16 的 证 明 中 的 积分 不 等 式 ， 
. 在 区 间 ( -1，1] 中 的 什么 点 可 以 用 拉 格 朗 日 余 项 定理 证 明 展 开 式 


ln(1 + x*) = 并 (-D”… 看 。 


二 


8.5 柯 西 积分 余 项 定理 


如 果 了 是 点 x% 的 一 个 邻 域 而 陋 数 f;1 一 只 是 可 微 的 ， 则 由 中 值 定理 ， 对 上 中 的 每 个 点 x*， 存 
在 严格 介 于 x 和 x。 之 间 的 点 c， 使 得 


f(x) = f(x0) +f (cec) (x -ro). (8. 22) 
如 果 进一步 假定 导数 /';1 一 R 是 连续 的 ， 则 由 第 一 基本 定理 (对 导数 求 积分 ) ， 
fx) = fx0) + [ADd (8. 23) 


拉 格 朗 日 余 项 定理 的 证 明 是 以 由 (8.22) 所 表示 的 拉 格 衣 日 中 值 定理 为 基础 的 ， 下 面 的 柯 西 积 
分 余 项 定理 的 证 明 将 利用 由 (8. 23 ) 式 所 表示 的 第 一 基本 定理 . 
定理 8.17( 柯 西 积分 余 项 公式 ) 设 1 是 点 x 的 一 个 令 域 而 几 是 自然 数 ， 设 函数 1,:1 一 RR 有 
n+1 阶 导数 且 /f"*" :1 一 RR 是 连续 的 则 对 了 中 每 个 点 x， 
f(x) =- (x) (x -x0)" + |r VD) x -中 "dt (8. 24) 


二 三 疾 


证 明 根据 第 一 基本 定理 ， 


f(x) = f(xo) + [f'Cd (8. 25) 
由 分 部 积分 法 可 得 
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[f(ar=- [f° 人 (zx -bd = -f(t) (x -1t) 


+ [AGIC -人 dt 


= jx )(z x) + [Pop(s - 1) de. (8. 26) 


当 n=1 时 由 (8.25) 及 (8.26) 可 得 (8.24) 式 .一般 的 公式 可 用 归纳 法 推出 ”归纳 的 步 又 依赖 于 
如 果 1<k<n-1， 则 


a Oe Ode ch hts "Jd 


D(x ) (x 加 xo) 


1 
(Ek+1) rt 
1 1442 kel 
+ reer (tx -1) dt. 国 


二 项 式 公 式 
回忆 1.3 节 ， 对 每 个 自然 数 n 及 数 对 a 与 3， 我 们 有 


(a+6b) = y(n)os. (8. 27) 


这 一 公式 可 以 用 初等 代数 直接 证 明 ， 正 如 我 们 在 1.3 节 所 做 过 的 ， 另 一 种 证 明 方 法 是 先 用 推 
论 8.9( 其 中 中 次 多 项 式 等 于 任意 次 泰勒 多 项 式 ) 证 明 

对 所 有 x， (1 +x)* = > {")*. (8. 28) 
然后 ， 若 a 头 0， 在 式 (8. 28) 中 代 人 x*=65/a， 再 用 oa" 相 条 得 到 (8. 28 ) 式 . 
牛顿 二 项 展开 式 


我 们 将 把 式 (8. 28) 推 广 到 指数 不 一 定 是 自然 数 的 情形 当然， 如 果 有 不 是 非 负 整数 ， 则 范 
数 (1 +x) 不 是 多 项 式 ， 所 以 (8. 28) 的 右 端 不 是 多 项 式 ， 而 是 一 无 穷 级 数 ， 为 求 得 (1 +x) 7 的 
无 穷 级 数 展开 式 ， 需 推广 二 项 式 系 数 的 定义 ， 对 每 个 自然 数 上 及 每 个 数 B， 定 义 

(A)= B(B - D8 —k+1) 


并 且 定 义 
BAY 
(0)= . 
定理 8. 18( 和 牛顿 二 项 展开 式 ) 设 B 是 尾 意 实数 ， 则 
(1 +x) = > (4)*, 如 采 -1<x<1. (8. 29 ) 
证 明 二 项 展开 式 就 是 证 明 
_ ， TB = 1B | = 
如 果 -1 <x <1， lim[ (1 + ) > (7) | 0. 
牛顿 二 项 展开 式 的 证 明 需 要 一 些 准 备 ， 所 以 先 建立 三 个 预备 性 引 理 ， 其 中 关键 的 第 一 步 是 证 明 
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二 项 展开 式 是 在 x =0 处 的 泰勒 展开 式 ， 从 而 柯 西 积分 余 项 公式 提供 余 项 的 积分 表示 . 我们 把 
这 一 步 概括 为 第 一 个 预备 性 引 理 . 
引 理 8. 19 对 任意 数 B 和 任意 自然 数 n， 如 果 x> 一 1， 则 


(1 +x)2 - > (8)* = (n+ D(A ba + 8 (x 2) "de (8. 30) 


证 了 明 定义 臣 数 记 (-1，o%) 一 及 如 下 : 
如 果 * > -1，Fz) = (1 + x)?. 
注意 ， 对 每 个 自然 数 大， 
如 果 x > - 1， 710D(x) = 8B8(B8 -1):.…(8-k+1)(1 + xe, 
所 以 


特别 地 ， 


-的 


于 是 , /: ( -1，%m ) 一 R 在 x=0 处 的 n 次 泰勒 多 项 式 是 
名 一 B x 
p.(x) 二 )* 

按照 柯 西 积 分 余 项 定理 ， 对 每 个 自然 数 n 及 每 个 数 x> -1， 
f(x) - p.(x)= = [fs -£1)"dt 


- 上 | b (DIC + (~ Od 
n+l 


n |! 
= C+D)( Fr "de 国 


为 了 分 析 当 nm 很 大 时 式 (8. 30) 右 边 的 大 小 ， 先 证 明 下 面 的 引 理 ， 它 在 第 9 章 也 有 用 . 
引 理 8. 20( 序 列 的 比率 引 理 ) 假设 |c.| 有 是 非 罕 数 序列 且 具 有 如 下 性 质 : 


(i) 如 果 《f<1， 则 


(i) 如 果 f >1， 则 序列 fc,|1 是 无 界 的 . 
证 阴 ” 首先， 假定 0<f<1. 定义 a=(f+1)/2， 由 于 f<a， 可 选 自然 数 入 ， 使 得 
对 所 有 下 标 n 之 N， <a 


对 每 个 下 标 上 ， 如 果 相 继 地 应 用 上 述 不 等 式 上 次 ， 可 得 


|ew,s | < cv |a ” 
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于 是 和 若 定 义 六 = |ev la， 得 到 
对 所 有 下 标 n 宇和 N,， |e,| 拟 Ma". 

然而 ,0 达 a<1l， 所 以 lima =0. 寺 述 不 等 式 草 潘 limc。 = 0 

现 设 《>1， 定 义 B8= (f+1)/2， 由 于 B<f， 可 选 自 然 数 NN， 使 得 

对 所 有 n> 宇 N， re 2 > 有 
于 是 ， 对 每 个 自然 数 上， 
| cw | 产 [cv18 ， (8. 31 ) 
根据 二 项 式 公 式 ， 由 于 
B= (1+(B-1)) >1+k(B-1), 

式 (8. 31) 蕴 涵 了 序列 |c.| 是 无 界 的 . 国 

以 下 是 证 明 牛 顿 二 项 展开 式 所 需 的 最 后 一 个 引 理 . 

引 理 8.21 设 B 是 任意 教 ， 革 


如 果 |x|< 1， iimn 人 人 jz = 0. 
”人 
证 明 注意 到 对 每 个 月 然 数 m， 
or 人 (全 -全 


n n nt+l 


(n+D( jl /1 n(F) lx = al. 


结论 可 立即 由 序列 的 比率 引 理 推出 . 硬 
牛顿 二 项 展开 式 的 证 明 ”首先 考虑 -1<x<0 时 的 情形 ， 写 (x -1) = - (t-x) 并 交换 积分 
限 ， 式 (8. 30) 变 为 


于 是 


时 
lim 
| 一 量 丰 


x) -~ x 一 加 蜀 二 1 B tt-%x 
f(x) -p(x) = (-1) aspDf ea f(a) (8. 32 ) 
但 注意 到 
如 果 -1<x<t<0， 0 < (ee)< -+ = | |， 
所 以 对 每 个 自然 数 m， 
如 果 -1<x<i<0，, 0 < | 一 + 2 |x| (8.33) [215 


从 式 (8. 32) 及 (8.33) 可 得 ， 对 每 个 自然 数 n， 如 果 -1 <x<0， 
|f(x) - p,(x)|= Gorn P 并 (于 =) (1 +t)" dt 


< (n+ )( 中 [xb 


< (n+ D(  ] za 
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B 
= l s+ , 
(n+ ] (8.34) 
按照 引 理 8.21， 如 果 |x| <1， 
B 
l 1 "+] -0 


所 以 从 (8. 34) 可 得 二 项 展开 式 在 ~1 <x<0 时 成 立 . 
接 下 来 考虑 0 <x<1 时 的 情形 .在 这 种 情况 下 ， 从 (8. 30) 可 得 


f(x) =p.(x)|= (nt+ 0D( “ fo #01 "di 


= (n+ D(A 人 -| (1 +t) dt 


|] +t 


< {nt+ D( “ )*[ 0 + td 


- (n+ 人 jz"[ 人 二 一 人 (8. 35) 


再 次 运用 引 理 8. 21， 由 (8. 35 ) 可 推 得 二 项 展开 式 在 0 <x<1 时 成 立 . 国 
习题 


1. 验证 不 等 式 (8.33) 、(8. 34) 及 (8.35) 推 导 中 的 细节 . 

2. 证 明 对 B= -1， 二 项 展开 式 简化 为 几何 级 数 . 

3. 证 明 当 B 是 自然 数 时 ， 二 项 展开 式 简化 为 二 项 式 公式 . 

4. 证 明 ; 如 果 函 数 g: [a，6] 一 R 及 [a，45] 一 R 是 连续 的 ， 且 对 [a, 56] 中 所 有 x，h(x) >0， 则 在 (a，56) 
内 存在 点 <， 使 得 


[aeg(z?dz = Ce) | hx) ds. 
5. 用 习题 4 证明， 如果 /0 ;1 R 连续 ， 则 柯 西 积分 余 项 定理 蕴涵 拉 格 朗 日 余 项 定理 . 
6 用 柯 西 积分 余 项 定理 分 析 下 列 展开 式 : 
如 果 -1 <xc1，ln(t+x) = 人 (一 1) x 


A 3 
7. 证 明 对 0x<1， 可 以 用 拉 格 朗 日 余 项 定理 验证 二 项 展开 式 . 
8. 证 明 : 如 果 |z|>1， 二 项 展开 式 不 收敛 


9. 序列 mr"} 对 什么 样 的 r 值 收敛 ? 
8.6 一 个 无 穷 次 可 微 的 非 解析 函数 


下 面 提出 一 个 函数 f:R 一 R 的 具体 例子 ， 它 有 任意 阶 导 数 而 仅仅 在 * =0 它 关 于 x =0 的 泰 
勒 展开 式 与 其 旺 数 值 相 一 致 
定理 8.22 定义 
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则 函数 /及 一 及 有 任意 阶 导数 然而， 能 使 
f(x) = y 0) (8. 36) 
上 = 心 ki! 


成 立 的 唯一 一 点 是 x=0. 

证 明 ”要 证 明定 理 ， 只 需 证 明 f:R 一 R 有 任意 阶 导数 且 对 每 个 自然 数 4, f'"”(0) =0.， 一 旦 
这 一 点 得 到 证 明 ， 则 只 需 注意 到 (8. 36) 的 右 端 恒 等 于 零 ,， 而 f(x) =0 当 且 仅 当 x =0. 

步骤 1: 我 们 断言 对 任意 多 项 式 4:R 一 玉 ， 


lim d=—)e = 0. (8. 37) 
为 验证 这 一 点 ， 只 需 证 明 对 任意 目 然 数 n， 


-{1Zz2z) 


lim 
事实 上 ， 设 m 为 自然 数 ， 从 式 (8.5) 可 推出 
若 b >0 er > 二 


= 0. (8. 38 ) 


所 以 ， 
| 


nix 


如果 x = 0 ， el) > 


2n? 


于 是 , 
-(l/s2) 
二 ni |x|". 


如 果 x 关 0，0 芯 


这 一 不 等 式 蕴涵 式 (8.38) ， 进 而 荀 涵 式 48. 37). 
步骤 2: 用 归纳 论证 法 证 明 对 每 个 自然 数 m， 存 在 多 项 式 gq,:R 一 R ,使 得 
如 果 x #0 (x) = g( 二 )e (8. 39) 
事实 上 ， 如 果 x 关 0,， "(x) = (2/x)e- 0 ， 所 以 当 n=1 时 ，(8.39) 式 成 立 ,其 中 g(t) = 
25 假定 (8. 39) 式 在 ma= 上 时 成 立 ， 则 


如 果 * 关 0，je0(x) = [a (=)( =)+al 1)(2 2)l]e -ve 


所 以 (8.39) 式 在 n =k+1 时 成 立 ， 其 中 qi,1(2) =910(-) + qi(t) (27)， 数 学 归纳 法 原理 
蕴涵 对 所 有 自然 数 n，(8.39) 式 成 立 . 

从 步骤 2 可 得 消 数 f:R 一 RR 在 每 个 xz0 的 点 有 任意 阶 导数 ， 为 完成 证 明 ， 将 再 次 用 归纳 法 
证 明 ， 对 每 个 自然 数 m， 


f'"(0) = 0. (8. 40) 
事实 上 ， 如 果 n=1， 则 对 所 有 t，g(#) = 上 时 用 (8.37) 可 推出 
m f(z) -A [im 072) -0. 
lim x# 一 心思 


现在 假设 上 为 自然 数 使 得 六" (0) =0. 网 用 (8 39) 连 同 (8.37) 以 及 对 所 有 4，g(t) = 妇 ,(t) ， 可 
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推出 
f(r) -ff (0) 1 、 -ua 
im 一 lim 9 (+)e = 0， 
所 以 f'n?(0) =0， 数 学 归纳 法 原理 蕴涵 对 每 个 自然 数 n, f'"(0) =0. | 


有 任意 阶 导 数 的 也 数 g:R -RR 称 为 元 穿 次 可 微 的 (infinitely difterentiable ). 
有 任意 阶 导 数 且 使 得 


(&) 
对 所 有 =z， 5(z) = 了 & 一 全 
的 函数 g:R RR 称 为 解析 的 (analytic). 我 们 已 展 示 了 无 沿 次 可 和 但 不 逢 入 的 丽 数 /一 
习题 


1. 设 函 数 /:R 一 R 是 定理 8.22 所 定义 的 画 数 ， 显 式 地 计算 . 广 (x)， 
2. 设 郑 数 jR 一 有 是 定理 8.22 所 定义 的 函数 . 证 明 不 存在 正 数 M 使 得 对 每 个 自然 数 mn， 
对 所 有 x， |f* (x) |< Mr". 
3.， 对 自然 数 n， 函 数 f :RR 一 R 称 为 n 次 连续 可 徽 的 (n times continuously difierentiable)， 以 若 /:R 一 RR 有 rn 阶 导 
数 且 /'”:R 一 及 是 连续 的 ， 定 义 
对 所 有 x*，4(x) = [ |ildt 
证 明 孔 数 h;R 一 R 一 次 连续 可 微 但 不 是 两 次 连续 可 微 的 .对 每 个 自然 数 n,， 求 n 次 连续 可 微 但 不 n+1 次 连 
续 可 微 的 郴 数 . 
4. 假定 函数 g:R 一 R 有 任意 阶 导 数 ， 且 对 每 个 自然 数 n， 存 在 正 数 c, 及 5, 使 得 
如 果 |x|< 5.， 就 有 |g(x) | 所 c.|x1". 
证 明 对 每 个 自然 数 n,，g'"(0) =0. 


8.7 瑙 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 


”正如 我 们 在 8.6 节 所 见 的 ， 即 使 孙 数 有 任意 阶 导 数 ， 卫 数 在 其 定义 域内 的 点 x。 处 所 算出 
的 泰勒 多 项 式 也 可 能 不 提供 函数 在 除 x。 外 的 其 他 点 的 良好 的 允 近 ， 尽 管 如 此 ， 还 是 存在 下 面 
值得 关注 的 定理 . 

定理 8.23( 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 ) 设 1 是 有 界 闭 区 间 并 假定 函数 f:1 一 R 是 连续 的 ， 则 
对 每 个 正 数 as， 让 在 多 项 式 p: 民 一 民 使 得 

对 所 有 x el |f(x) -p(x)|< e. (8.41 ) 

关于 这 一 定理 值得 关注 之 处 在 于 没有 关于 可 微 性 的 假定 . 例如， 人 允许 函数 六 一 有 在 任何 
一 点 都 不 可 微 ， 当然， 满足 (8. 41) 的 多 项 式 一 般 说 来 不 是 泰勒 多 项 式 . 

我 们 给 强 的 通 返 定理 的 证 明 归 功 于 但 轩 斯 组 (Bernstein)， 该 证 明 是 相当 巧妙 的 ， 它 基于 下 
面 二 个 但 等 式 : 

对 每 个 自然 数 n 及 任 一 数 x， 


A 人 人 
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> 二 人 jl -xz (8. 43) 
以 及 如 果 m 关 2， 


的 世人 0 (8. 44) 


第 一 个 人 恒等式 (8. 42) 可 从 二 项 式 公 式 (8.27) 通 过 令 a =x 及 48=1 -x 而 得 到 ， 恒 等 式 (8.43) 及 
(8. 44) 是 (8.42) 的 推论 ， 束 实 上 ， 如 果 在 (8. 42) 中 用 n -1 替换 n， 两 边 再 悔 上 x， 则 由 于 


(2 7) = (0) ,1 < ten 而 0,k=0, 
天 一 上 n\k n 


可 得 (8.43)， 类 似 地 ， 如 果 在 恒等式 (8. 42) 中 用 n -2 替换 n 且 两 边 腾 以 x*， 则 由 于 
2 <k<n 时 , Wk -人 小 而 当 k = 0,1 时 ,一 = “二 = 0， 


n(n-!l) n 


可 得 (8. 44 ). 
对 自然 数 n 及 满足 0<k<n 的 整数 上 ， 在 记号 上 定义 
对 所 有 x， &s(z) = x (1 -x)" 
是 方便 的 . 
引 理 8. 24 对 每 个 数 x 及 每 个 自然 教 n 之 2， 


A sa ee 


证 明 对 每 个 整数 n 宇 2， 人 队 (8. 42) 及 (8.43) 可 得 
A A 


= 让 -2D 人 A + > (")a,) 
= x -2x + > ej) 
另 一 方面 ， 从 (8.43) 及 (8.44) 我 们 有 
Bl Bn (se 
-+l 


=- [人 [于 


于 是 ， 


>( -二 人 g(x) x’ ~ 2x’ 十 [一 ][> + 一 -| _ < 四 
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于 国王 本 一 so 


魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 的 证 明 首先 考虑 !=[0，1] 时 的 情形 ， 一 般 情形 容易 由 这 种 情形 
推出 ， 令 >0. 我 们 要 求 一 个 使 (8. 41) 成 立 的 多 项 式 p(x)， 我 们 已 经 证 明 有 界 闭 区 间 上 的 连 
续 项 数 是 一 致 连续 的 . 利用 一 致 连续 性 的 se-6 准则 ， 可 选取 8>0 使 得 


对 7 中 满足 lu - v|< 6 的 所 有 点 及 v， |f(u) -Ko)|< 六 (8. 46) 
还 有 ， 从 极 值 定理 可 得 函数 :1 一 RR 是 有 界 的 ， 于 是 可 选取 数 M >0， 使 得 
对 I 中 所 有 x， |f(x) | 所 MM. (8. 47) 
用 R 的 阿 基 米 德 性 质 ， 可 选取 自然 数 n， 使 得 
n> (8. 48) 
£6 


定义 多 项 式 P: 及 一 及 如 下 : 
对 所 有 *， p(x) = 三/ 友人] - 


以 下 将 证 明 对 如 此 选择 的 多 项 式 ， 所 要 求 的 通 近 性 质 (8. 41) 成 立 ， 事实 上 , 令 x 是 7 中 的 点 而 
上 是 一 整数 是 1 <k<n， 则 |x -kAn|<56 或 者 |x-k/n|>=6， 如 果 |x-k/n| <8， 由 (8.46) 可 得 
fx) -fA(kAn)|<e/2， 如 果 |x -An zs， 则 由 (8.47) ， 


f(x) -/(£)|< 2 财 六 二 人。 -十 ] 
于 是 ， 
对 OS<k<n, fx) -二 |< 研 + (二 ) (8. 49) 


由 (8. 42) 可 得 
f(x) = EAD) - x)"， 
所 以 
Ha -px) = PB [As) -A (0 0" 
用 三 角 不 等 式 、(8.49) 、(8. 42) 及 (8.45) 可 得 
Wo -pl 1< B | -A(E) 


< 


-和 (er 


BE 2M se 2M 
= 也 + si*(! x) < 2 + 7 


[ja 一 天 ) 


由 于 n 满足 (8.48)， 因 而 |f(x) -p(x)|<s. 
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这 就 证 明了 若 了 =[0，1] ， 定 理 成 立 、 现 设 7=[a，bj. 着 0<ts1, 定义 g(t) =a +t(b -a).， 
则 复合 函数 fphg: [0，1] 一 R 是 连续 的 .根据 刚才 所 证 的 ， 存 在 多 项 式 gq:R 一 R 使 得 对 [0，1] 
中 所 有 点 t，|f(g(t)) -g(t)|<s， 现 对 所 有 x 定义 p(x) =gli(x-a)/(b-a)]. 则 p: RR 一 R 
是 使 通 近 性 质 (8. 41) 得 以 成 立 的 多 项 式 . ”图 


习题 
1. 证 明 : 如 果 nk>1， 则 
kin 有 一 
加 的 有 [让 
由 此 连同 以 n -1 取代 5 的 (8.42) 式 验证 (8. 43 ). 
2. 证 明 : 如 果 nz 大 2 ， 则 
k(k—-i)/ny rn-2 
se (,) = 小 


由 此 连同 用 mn-2 代 普 n 的 (8.42) 式 验证 (8.44)， 
3. 在 通 近 定理 的 证 明 中 ， 何 处 用 到 对 所 有 xzxe[0，1] 及 0 和 ks<n，&k (xz)20 这 一 事实 ? 
4. 证 明 当 把 1 夫 换 成 有 界 开 区 间 (a, 85) 时 ， 通 近 定 理 不 再 成 立 ， 为 证 明 这 一 点 ， 需 证 明 ; 如 果 对 所 有 xx 有 
xz) =1/(b-x)， 则 f/f; (a,，4) 一 RR 不 可 能 被 多 项 式 一 致 通 近 . 
5,， 通过 证 明 恕 果 对 所 有 x*， A(x) =e ， 则 f:R 一 RR 不 能 被 多 项 式 一 致 通 近 来 证 明 如 果 用 R 代 兰 1!， 则 通 近 定理 不 
成 立 . 
6. 对 0 二 x<<1,， 定义 f(x) = |x-1/2|.， 用 有 逼近 定理 的 证 明 求 多 项 式 p: R 一 RR 使 得 对 所 有 xe[0，1]， 
[f(x) -p(x) | <174. 
7, 验证 在 通 近 定理 证 明 的 最 后 一 行 中 所 做 的 关于 复合 函数 的 论断 . 
8. 假定 函数 h: [ -1，1j 一 R 是 连续 的 . 证 明 存 在 其 有 下 述 狂 质 的 多 项 式 序列 |p,:R 一 RR|; 


对 所 有 x e [-1,1]，A(z) = ,p(x). 
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9.1 序列 与 数 级 数 


在 第 2 章 ， 我 们 研究 了 序列 的 收 和 敛 性 ， 特 别 地 ， 在 2.2 节 证 明了 下 列 重 要 的 结果 . 

定理 9.1( 单 调 收敛 定理 ) 单调 数列 收 伍 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 . 

这 是 序列 本 身 所 具有 的 收 伍 准则 ， 它 不 需要 所 提 到 的 极 眼 的 任何 信息 ， 但 是 ， 正 如 它 的 命 
名 所 提示 的 ， 单 调 收敛 定理 要 求 序列 是 单调 的 ， 序列 多 -1) 表明， 一 般 情 况 下 任何 有 界 序 
列 收 和 敛 并 不 成 立 ， 我 们 将 建立 一 个 对 所 有 的 数列 都 适用 的 收敛 准则 ， 不 管 它 是 否 单调 . 


序列 的 柯 西 收 策 准则 


定义 ”数列 ja,} 称 为 柯 西 序列 (Cauchy sequence) ， 倘 车 对 每 个 正 数 E， 存 在 下 标记 使 得 
只 要 hh 之 NN 及 见 之 N， 就 有 lla, -as 1< 2. 
我 们 要 证 明 数 列 收 僵 当 且 仅 当 它 是 柯 西 序列 ， 这 也 是 序列 本 身 所 具有 的 收 钙 准则.， 它 不 要 
求 所 提 到 的 极限 的 任何 信息 . 而且， 不 要 求 单调 性 .， 我们 分 几 步 证 明 这 一 结果 . 
命题 9.2 每 个 收效 序列 都 是 柯 西 序列 . 
证 明 假定 ja,|} 是 收敛 到 数 a 的 序列 . 设 s>0， 要 求 下 标 NN， 使 得 
只 要 nm 上 > N 及 mm 沁 N， 就 有 |a -a |<s. 
但 由 于 fa, 收敛 到 ac， 可 选取 下 标 N， 使 得 
对 每 个 下 标 &> N， ja -al| <- 
于 是 ,着 n 之 N,，m 之 NN, 令 
2 一 as = (a,-4a)+(a -a,), 
由 三 角 不 等 式 ， 
a,- aa|= |(a,-a)+(a-oa,)| 


< Joa, -altla, -al < 了 +7 =e 国 
引 理 9.3 每 个 柯 西 序列 都 是 有 界 的 . 
证 阴 ”假定 1a,1| 是 柯 西 序列 ， 对 se =1， 可 选择 下 标 入 ， 使 得 


只 要 n> 和 N 及 m 之 N, 就 有 |a, -a,|<1. 


特别 地 ， 
如 果 n 宇 NN， la -av 1< 1 
但 令 
a, =av+(a, -a,), 
由 三 角 不 等 式 ， 


|a ll=lav+(a -an)l<lavl+ia,.-a,|. 
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因而 可 得 
如 果 n 宇 N， ja 1 和 1ev1+1 
定义 M=maxi jos|+1，|aj，|o|，…，|aw- | ， 则 
对 每 个 下 标 n， ja,| 友 对 . 图 
定理 9.4( 序 列 的 柯 西 收敛 准则 ) 教 列 收效 当 且 仅 当 它 是 柯 西 序列 ， 
证 明 ”按照 命题 9.2， 每 个 收敛 序列 都 是 柯 西 序列 ， 余 下 的 是 要 证 其 逆 ， 假 定 ia,1 是 柯 西 序 
列 ， 前 面 的 引 理 断定 ia,| 是 有 界 的 ， 于 是 ， 按 照 列 紧 定 理 ，|a,1 有 收敛 到 数 a 的 子 序 列 |a, |. 
我 们 断定 整个 数列 收敛 到 a， 事 实 上 ，, 设 s >0， 要求 一 下 标 N， 使 得 
如 果 nzAN，|la -al<e. 
由 于 {a,1 是 柯 西 序列 ， 可 选取 下 标 入 ， 使 得 


只 要 n 之 N 及 m 之 NN, 就 有 |a, - a.1< 方 (9. 1) 
另 一 方面 ， 由 于 子 序列 | o, ,上 收敛 到 e， 存 在 下 标 天， 使 得 
当 上 站 关 时 ， |a, -el< 了 (9.2) 


现 选 取 任 意 下 标 上 k， 使 得 k 宇 居 生 n, 宇 N， 利用 不 等 式 (9.1) 及 (9.2) 连 同 三 角 不 等 式 ， 可 推 得 
如 果 rn 宇 N， 则 


|a. -al= [Ca。- a。) 十 (a, -a) | 


< loa, -a,ltle, -al<2 +3 =e 加 
级 数 的 收敛 性 检验 法 


回顾 用 自然 数 上 作 下 标的 数列 oa,} ， 对 每 个 下 标 na， 定义 
得 到 新 的 序列 {4.1， 序列 .1 称 为 级 数 忆 a 的 部 分 和 序列 (sequence of parial sum) ， 而 a 称 
为 级 数 于 a, 的 第 上 项 (hth term)， 如 果 序列 1s.1 收 化 ， 记 
Do = lin[ Ze.] 
如 果 序 列 {s.| 不 收 化 ， 就 说 级 数 也 0 发 其 (diverge)9 


OO ”对 于 用 非 负 整 数 作 下 标的 数列 1a, i ， 对 每 个 非 负 整 数 "， 定 义 s = ai， 如果 序 列 is,| 收 化 定义 
上 = 站 


Ya, = lim| va,). 
ED A 
级 数 的 项 的 初始 下 标的 这 一 改变 在 理论 上 没有 实质 的 影响 . 
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命题 9.5 假定 级 数 人 ar。 收效 ， 则 lima, =0， 


证 明 定义 1s, | 是 级 数 Va, 的 部 分 和 序列 并 定义 * 是 序列 is | 的 极限 . 由 于 lims, =s， 所 
以 也 有 lims,， = 5. 于 是 按照 收敛 序列 的 差 的 性 质 ， 
Dimr s。 -5 1=0. 
然而 ， 对 每 个 下 标 ">2，a, =s,-s,.1， 于 是 lima, =0 加 
我 们 在 第 2 章 已 看 到 ， 调 和 级 数 
> 工 
不 收 化， 尽管 有 lim1/n =0， 因 此 ,序列 1a, 1 各 项 收敛 到 0 是 级 数 >. 收敛 的 必要 条 件 但 不 


是 充分 条 件 . 本 节 的 余下 部 分 将 专门 用 于 提出 为 保证 级 数 收敛 级 数 的 项 应 当 满 足 的 充分 条 件 . 
回想 我 们 证 明 的 关于 收 伍 序列 的 第 一 个 结果 之 一 是 
如 果 |r| < 1 ， limr = 0. (9.3) 


这 一 极限 连同 几何 和 公式 ， 恰 好 就 是 所 要 建立 的 几何 级 数 Dr 的 收 人 第 性 ， 只 要 |r| <1. 
命题 9.6 对 于 使 得 |r| <1 的 数 r， 


证 阴 几何 和 公式 断定 对 每 个 下 标 


yr i 
但 |r| <1， 所 以 limrm'" =0， 于 是 由 数列 收敛 的 线性 性 质 ， 
| 出 ， 1 一 yatl 1 
lim | "| = im 一 一 | = 一 国 
给 定 两 个 序列 ja 与 1 及 两 个 数 w 与 和 ， 注 意 到 对 每 个 下 标 n， 
人 《aa + Bb,) = “Eo + 了 办 
于 是 由 收敛 序列 的 线性 性 质 可 得 ， 如 果 两 个 级 数 a 有 收 化， 则 级 数 > (aa, +Bb,) 也 
收 傅 ， 并 且 


> (aa, + 8b,) = a +pTb. 
对 于 数列 的 收敛 有 两 个 主要 的 一 般 准 则 ， 即 单调 收 伍 定 理 与 柯 西 收 敛 准 则 ， 把 这 些 准 则 用 到 
级 数 上 ， 也 就 是 用 到 部 分 和 序列 土 ， 可 以 得 到 级 数 的 收敛 准则 . 讶 先 考 察 单调 收 合 定理 的 推论 . 


定理 9.7 设 1a,| 是非 负数 序列 .， 则 级 数 》 ak 收 化 当 且 仅 当 部 分 和 序列 是 有 界 的 ， 即 存 
在 正 数 及 使 得 对 每 个 下 标 n，al+… +Q, 扫 彤 . 
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证 明 ”由 于 级 数 > 的 项 是 非 负 的 ， 所 以 部 分 和 序列 单调 递增 ， 单 调 收 化 定理 断定 部 分 


和 序列 收敛 当 用 仅 当 部 分 和 序列 是 有 界 的 | 
推论 9.8( 比较 检验 法 ) ”假定 la 与 16| 为 数列 ， 满 足 对 每 个 下 标 上 ， 


(i) 如 果 级 数 人 站 化 ， 则 级 数 2 收效 ， 


(ii) 如果 级 数 yo 发 散 ， 则 级 数 6, 发 散 . 
= | k=l 
证 阴 注意 到 对 每 个 下 标 ”， 


> 安 yb 


这 些 不 等 式 表明 ， 如 果 级 数 也 b 的 部 分 和 是 有 界 的 ， 则 也 a, 的 部 分 和 也 是 有 界 的 ， 另 


一 方面 ， 如 果 级 数 Do 的 部 分 和 是 无 界 的 ， 则 Dh 的 部 分 种 也 是 无 界 的 ， 要 证 的 结 采 可 由 


此 不 等 式 及 定理 9.7 得 到 鲁 
例 9.9 考虑 级 数 
 _l 
， 9. 4 
py (9. 4) 
对 每 个 下 标 k，1/(VE2') < 1/2:， 因 为 对 r= 几何 级 数 收 伊 ， 所 以 由 比较 检验 法 可 得 级 数 
(9.4) 也 收敛 因 
例 9.10 考虑 级 数 
1 
一 2. 3 
忆 元 (9.5) 
对 每 个 下 标 k，1/JE>1/h 因为 调和 级 数 于 1/ 发散， 所 以 由 比较 检验 法 可 得 级 数 (9. 5 ) 
也 发 散 


推论 9. 11( 积 分 检验 法 ) 设 ia,| 是非 负数 列 并 假定 函数 /: [1，%m ) 一 R 是 单调 递减 的 连 
续 函 数 且 满足 如 下 性 质 : 


对 每 个 下 标 k， fk) = Gu 
则 级 数 了 as 收 化 当 且 仅 当 积分 序列 [| (x)dx} 是 有 界 的 . 


证 明 ”由 于 函数 /: [1，um ) 一 R 是 连续 的 ， 它 在 每 个 有 界 区 间 上 是 可 积 的 ， 此 外 ， 对 每 个 
下 标 上 及 区 间 [k，k+1] 中 的 每 个 点 *， 由 于 /是 单调 递减 的 ， 

a = f(k) 2 f(x) fk+1) = a 
所 以 积分 的 单调 性 质 薄 涵 


+] 
a 之 [ f(x)dx > Gil 
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由 积分 在 区 间 上 的 可 加 性 ， 可 以 推出 对 每 个 下 标 n， 
2 0 > [ Az)dx > 人 or 
如 图 9.1 所 示 ， 这 些 不 等 式 昔 涵 了 级 数 也 a 的 部 分 和 序列 是 有 界 的 当 且 仅 当 序列 {| A(x)dx} 是 有 


界 的 。 我 们 假定 项 a, 是 非 负 的 ， 由 定理 9.7 可 得 ,级 数 > ai 收敛 当 且 仅 当 序列 {[ (x)dx]} 是 
有 界 的 . 


y = f(x) 
-> 
A 
fx}: | 
点 
| k x k+l 
图 9.1 a 人 fr) dr ai 加 
例 9.12 考虑 级 数 
- 1 
名 (kK+1)In(k +1) (9.6) 


应 用 微 积分 学 第 一 基本 定理 ， 可 得 对 每 个 下 标 n， 
" l 
| (x+1)lIn(x+1) 
由 于 序列 [IinLin(n+1)]】-In(lin2)| 不 是 有 界 的 ， 由 积分 检验 法 可 得 级 数 (9.6) 发 散 . 图 
推论 9. 13(p- 检 验 法 ) ”对 正 数 p， 级 数 


dx = ln[lIn(n +1)|] - ln(ln2). 


收 争 当 且 仅 当 p>1. 
证 明 对 x 之 1， 定义 fx) =x'. 哨 数 f: [1，o% ) 一 R 是 连续 且 单 调 递 减 的 ， 对 每 个 下 标 
n， 微 积分 学 第 一 基本 定理 蕴涵 了 
(nm ?-1)《L-p) 若 p 1 
x)dx = 
In {i 若 p = 1. 


于 是 序列 { | /(x)dx} 有 界 当 且 仅 当 p > 1， 根 据 积分 检验 法 ， 级 数 六 1/i 收 伊 当 且 仅 当 p >1。 加 
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例 9.14 考虑 级 数 
一 大 
er 
在 8.2 节 ， 由 定理 8. 10 得 ， 对 每 一 上 >0， 在 开 区 间 (0，c) 内 存在 一 点 <， 使 得 
-14348084+ 8 
2 6 24 
因此 当 &58 > 0 时 有 
e" >b 
pc- 


这 样 ， 对 每 个 下 标 k，k/e <6/ 广 ，Pp- 检 验 法 蕴涵 了 级 数 人 1/ 收 全 ， 于 是 级 数 > 6 也 收 


敏 ， 上 比较 检验 法 蕴涵 了 级 数 hk/e! 也 收敛 . 加 


当 级 数 的 项 不 是 单一 符号 时 ， 为 检验 收敛 性 而 直接 运用 单调 收敛 定理 是 不 可 能 的 ， 这 是 因 
为 相关 的 部 分 和 序列 不 是 单调 序列 .然而 ,对 于 项 的 符号 交错 的 级 数 可 以 间接 地 使 用 单调 收敛 
准则 得 到 下 列 的 收 伐 性 检验 法 ， 

定理 9.15( 交错 级 数 检验 法 ) 假设 os 是 收效 到 0 的 非 负 单调 递减 数列 ， 则 级 数 


之 ( 1) "a, 
收效 . 
证 明 对 每 个 下 标 n 定义 


De 
为 证 明 部 分 和 序列 fs 收敛 ， 先 证 明子 序列 {sz| 收 伍 .事实 上 ， 对 每 个 下 标 ， 注 意 到 由 于 序 
列 la,| 是 单调 递减 的 ， 

sa 一 5 = Ca 一 aa 之 0， 


又 由 于 序列 | as 也 由 非 负数 组 成 ， 


52, = > (ov - C) = ai 一 5 Co, — 4%.1) 一 aa Sa. 
可 推 得 1:, 1 单调 递增 且 以 a, 为 上 界 ， 按 照 单调 收敛 定理 ， 序 列 1s,, | 收敛， 定义 := lims2,。 但 
对 每 个 下 标 n， 
Sng) = S20% + Cai. 
由 于 lima, =0， 可 得 序列 1 ss 也 收 化 到 同一 极限 : 
可 以 断定 整个 序列 收 化 到 s， 事 实 上 , 设 s>0， 可 选取 下 标 N, 与 N, 使 得 
|s, -si|<é&, n> WN, 
及 


| -ss| < ec， n 之 N,. 
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定义 N=maxl2N,，2N,+1|. 则 


|s.-s|<s, nN. | 
例 9.16 由 交错 级 数 检验 法 ， 可 得 级 数 
bd 人 -1)"* 
> 
收敛 ， 事实 上 ， 在 8.4 节 ， 我 们 已 证 明 它 收敛 到 ln2. 国 


对 于 其 项 既 非 同一 符号 亦 非 交错 符号 的 级 数 ， 为 确定 级 数 是 否 收敛 则 要 对 级 数 的 部 分 和 序 
列 应 用 柯 西 收敛 准则 . 


把 柯 西 序列 的 定义 改写 如 下 : 序列 |s,| 是 柯 西 序列 ， 倘 若 对 每 个 正 数 s 存在 下 标 N， 使 得 
对 每 个 下 标 n 宇 NN 及 任意 自然 数 k， 都 有 


sas -| < 6. 


这 样 改写 有 时 是 有 益 的 ， 特 别 是 在 考虑 级 数 时 . 


定理 9.17( 级 数 的 柯 西 收 伍 准 则 ) 级 数 他 Ga; 收效 当 且 仅 当 对 每 个 正 数 s 存在 下 标 放 使 得 


对 所 有 下 标 n 尖 入 及 所 有 自然 教 k， a + … +ase|< se. 
证 明 ”对 部 分 和 序列 应 用 序列 的 柯 西 收敛 准则 . 国 


定义 ”级 数 > a 丈 为 是 绝对 收效 的 ， 售 车 级 数 也 |ai | 收 全 
一】 东 = 


推论 9. 18( 绝 对 收敛 检验 法 ) ”绝对 收 北 的 级 教 收效 ， 即 如 果 级 教 祥 |a,| 收 效 ， 则 级 数 


之 Qa, 收效 ， 
证 明 由 三 角 不 等 式 可 推出 对 每 一 对 自然 数 m 及 上 ， 
人 ai < 2, |a |- 


j=nt+y J} | 


由 于 级 数 也 1a, | 收 化 由 级 数 的 柯 西 收 伊 准则 可 得 也 | 4, | 的 部 分 和 序列 是 柯 西 序列 ， 上 述 不 


等 式 芍 涵 了 级 数 也 a, 的 部 分 和 序列 也 是 柯 西 序列 ， 再 次 运用 级 数 的 柯 西 收敛 准 则 可 得 级 数 >。 


收敛 . 哺 
例 9.19 级 数 


~ Sin 大 
-kk 


收敛 ， 为 证 明 这 一 点 ， 首 先 注意 到 由 ”检验 法 ， 当 =2 时 级 数 Tu 收敛 ， 由 于 对 每 个 下 标 


k，|sink| 专 1, 由 比较 检验 法 可 得 级 数 2 |sink|Zk 也 收敛 ， 绝 对 收 化 检验 法 蕴涵 了 级 数 


之 sinkv 太 收敛， 加 
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收敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 称 为 条 件 收 歼 (converge conditionally )， 级 数 >, ( -1)"*'/k 条 件 
收 伊 是 因为 根据 交错 级 数 检 验 法 ， 级 数 于 ( - 1)*" 人 收敛， 但 调和 级 数 不 收 敏 


定理 9.20 对 于 级 数 了 ah， 假定 在 在 数 《 其 中 0<<r<1) 及 下 标 N， 使 得 
对 所 有 下 标 n 宇 N， |a,,, | rja,|- (9.7) 


则 级 数 Sa, 绝对 站 化 ， 


k=| 


证 阴 首先 ， 注意 到 对 每 个 日 然 数 k， 如 果 连 续 应 用 不 等 式 (9.7)k 次 ， 可 得 
lana | "Ha,l: 


由 这 一 不 等 式 及 几何 和 公式 ， 可 推 得 对 每 个 自然 数 ， 


a|l+t e+ |aysl= Jaslt ee + avil+t [oylt + Don, | 
< alt- + Jey ,|+ jaltl rr+...+r) 
] rt*! 
一 [ai + 人 … + [av |+ av|| | 一- | 
| 
< ot + evilt lori (9.8) 


定义 
M = |ol+…+lel+ levl[ 一 一 ] 
则 直上 面 的 不 等 式 (9.8) 可 得 ， 
对 每 个 下 标 n， |a|+'…+ |a | 所 MM. 
这 意味 着 级 数 by 。 | 的 部 分 和 序列 有 界 ， 按 照 定理 9.7， 级 数 > |。 | 收 伍 国 [738 
回顾 在 8.5 节 中 我 们 建立 了 引 理 8.20， 即 序列 的 比率 检验 法 ， 对 级 数 我 们 有 下 述 相伴 的 结果 ， 
推论 9. 21( 级 数 的 比率 检验 法 ) ”对 于 级 数 Do, 假定 


| as | _ 


(i) 如 果 《 <1， 则 级 数 》 a 绝对 收 化 . 


(站) 如 果 《>1， 则 级 数 》 a, 发 散 ， 
证 明 首先 ,假定 f<1， 定 义 r=(1+f)/2， 则 由 《<1 得 《<r， 所 以 可 以 选取 下 标 N， 人 使 得 


对 所 有 下 标 n 之 NN， oe < 六 


而 由 于 《<1 也 有 r <1， 由 定理 9.20 可 得 所 要 证 明 的 结论 
现 假设 《> 1， 由 序列 的 比率 引 理 ( 引 理 8. 17) 可 得 序列 | a. | 不 收敛 到 0， 于 是 级 数 宁 a 


发 散 . 图 
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级 数 的 收 伍 污 发 散 理 论 是 数学 的 一 个 重要 领域 ， 本 节 给 出 的 只 不 过 是 某 些 方法 的 简 述 ， 即 
用 数列 的 单调 收 全 定理 及 柯 西 收敛 准则 得 到 级 数 收敛 的 充分 条 件 ， 


习题 
1. 检验 下 列 级 数 是 否 收敛 
a. Fs 其 中 a>0 及 p>0 b. DE 
C. > 二 d YE 
* 。 ; 
之“ 二 (下 


239] in(+) 
2. 对 任意 正 数 a， 证 明 级 数 


收敛 . 
3. 辣 定 正 数 a， 考虑 级 数 


| 
和 2 (kK+1){lnCk + =” 
对 什么 样 的 ac 值 该 级 数 收 义 ? 
4. 在 交错 级 数 检验 法 的 假设 条 件 下 ， 定 义 
s= (~1) at 


证 明 对 每 个 下 标 m， 


到 U1 ™ 


E 加 Y (- 1) al， 
5. 用 级 数 的 柯 西 收敛 准 则 为 交错 级 数 检验 法 提供 另 一 种 证 明 . 


6. 如 果 序 列 收 敏 ， 则 它 的 每 一 个 子 序 列 收敛 到 同一 极限 . 但 子 序 列 的 收敛 性 并 不 蕴涵 整个 级 数 的 收 印 性 ， 基 
于 这 一 点 ， 证 明 


如 果 工 - ¢， 则 也 (os + qa) =&, 
但 反 过 来 未 必 成 立 ， (提示; 考虑 级 数 并 (0 
7.( 柯 西根 值 检验 法 对 级 数 Fa, 假定 存在 数 y( 其 中 0<y <1) 及 自然 数 N， 使 得 
对 所 有 下 标 E> N， |a <y 
证 明 DE 绝对 收 伊 
8， 假 定 DE D3 是 正 项 级 数 ， 满 足 


lim 二 = 且 > 0， 


电 一 各 
时 


540| ”证 明 级 数  a, 收 伊 当 且 仅 当 级 数 们 六 收 伍 
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9.2 函数 序列 的 逐 点 收敛 


第 3 章 主 要 研究 了 数列 . 在 9.1 节 我 们 研究 了 数列 和 级 数 ， 现 在 转向 函数 项 的 序列 研究 . 

定义 给 定 函 教 / 一 R 及 函数 序列 | 有 :DD 一 RI. 称 序列 jf.:D 一 Ri1 过 点 收效 到 
f:D 一 RR 或 {6) 在 上 逐 点 收效 到 f ,倘若 对 DD 中 的 每 一 点 x*， 

limf.(x) = fx). 
例 9.22 对 每 个 自然 数 n， 定 义 
F(x) =x OO<xel. 
由 于 i (1) 是 常数 序列 ， 其 党 数值 为 1，limA (1) =1， 如 图 9.2 所 示 ， 另 一 方面 ， 
如 果 0<x 六 1， jimx = 0. 


图 9.2 当 Oux < BH, limx” =0; liml" =0 


这 样 ， 函 数 序 列 |f,: [0,1] 一 R | 逐 点 收敛 到 由 下 式 定义 的 隐 数 /: [0, 1]: 


Ti 若 x=1 
Ax) = i 若 0 过 xz < 1 
注意 ， 这 是 一 个 逐 点 收 伍 到 一 个 非 连续 函数 的 连续 函数 序列 的 例子 . 图 


例 9.23 对 每 个 白 然 数 n， 定 义 
对 于 所 有 x， f(x) =e™. 
则 [/.(0) 1 是 常数 序列 ， 其 常数 值 是 1， 所 以 limf.(0) = 1， 另 一 方面 ， 由 于 当 5>0 时 e*> 
1+b，、， 可 得 


对 所 有 8 > 0， 二 < ] 
e 


1 +b 
这 样 ， 对 每 个 下 标 nm 及 每 个 x 关 0， 
0 <f(x)<— 


I + nx 
所 以 ， 和 在 x 关 0， limj, (x) =0. 这 样 ， 函 数 序 列 |f.:R 一 R | 了 逐 点 收 人 钱 到 由 下 式 定义 的 了 润 数 
/:R—R: 
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(0 当 x*0 
Ax) = {i 当 x = 0. 
如 图 9.3 所 示 ， 注 意 这 是 一 个 苞 数 序列 的 例子 ， 沙 数 序 列 中 每 一 个 都 是 在 RR 内 可 微 的 ， 它 乏 点 
收敛 于 及 上 在 x =0 不 可 微 的 晃 数 . 


图 9.3 当 xz0 时 ，lime'” =0; lime-"[o =1 加 


例 9.24 形 如 x=k/2" 的 数 x( 其 中 上 是 整数 ,nm 是 自然 数 ) 称 为 二 进 住 有理数， 对 每 个 日 
然 数 n 及 位 于 区 间 [0，1] 的 每 个 数 x*， 定 义 
i 当 x 三 k/2°,， k 是 自然 数 
"(x%) = 
f.(x | 十 地 
显然 ， 当 x =k/2” 是 二 进位 有 理 数 时 ， 对 每 个 下 标 n 宇 NN,， (x) =1， 这 样 ， 画 数 序列 | 人 上 | 在 
[0,，1j 上 了 逐 点 收 钱 于 如 下 定义 的 消 数 : 


[1 当 * 是 二 进位 有 理 数 
flx) = |。 储 他 
这 是 一 个 在 有 界 闭 区 间 上 可 积 的 函数 序列 逐 点 收敛 于 一 个 不 可 积 函数 的 例子 (习题 5). 国 


例 9.25 对 每 一 个 自然 数 n,， 定义 有 : [0，1] 一 R 如 下 : 上 (0) =f(2/n) =f.(1) =0， 
所 (1An) =n， /在 区 间 [0,，1/n]，L1/n,2/n] 及 [2/n，1] 上 都 是 线性 的 . 如 图 9.4 所 示 . 


y 


Ca 


y = fn(X) 


| 
图 9.4 当 2/n<xrs1l, f(x) =0; | /=1 
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由 于 if.(0)| 是 常 值 序列 ， 它 的 值 是 0， 即 
limf.(0) = 0 
刃 一 方面 ， 对 [0,1] 中 任 一 正 数 x*， 由 R 的 阿 基 米 德 性 质 ， 存 在 自然 数 NN 使 得 1/2N < x. 
此 ， 对 每 一 个 n>N, /,(x) =0， 这 样 ， 
limf.(x) = 0. 
于 是 ， 函 数 序列 1f, | 在 区 间 [0，1] 上 逐 点 收 全 于 常 值 孙 数 0( 即 在 [0，1] 上 恒 等 于 0 的 函数 ). 
观察 到 | /=0， 而 对 每 个 下 标 n,[f, = 1. 2 
例 9.26 对 每 个 自然 数 n， 定 义 当 0<x<1 时 ， 


f.(x) = > xT 


依照 泰勒 级 数 展开 式 (8. 16) ， 函 数 序列 j 扩 | 在 [0，1] 上 素 点 收敛 于 函数 e*， 用 无 穷 级 数 记号 ， 
当 0<x 和 1 时 ， 可 表示 成 
e 一 人 kT 


在 这 个 例子 中 没有 什么 反常 . 国 
习题 


1. 对 每 个 自然 数 n 及 每 个 数 x*， 定 义 

1 一 | zl 

1 +| x1” 
求 画 数 ,.FR 一 及 ,使 得 序列 |A:R 一 R} 逐 点 收 敏 于 大 

2. 对 每 个 自然 数 n 及 每 个 数 * 闫 2， 定义 


fx) = 


| 
了 + 
求 函 数 f: [2，m ) 一 R ， 使 得 序列 | 丰 :[2,%w ) 一 R |} 逐 点 收 伍 于 / 
， 对 每 个 自然 数 n 及 (0，1) 中 每 个 数 x， 定 义 


fx) = 


Coy 


| 
hx) = nx 十 下 


求 郴 数 刻 (0，1) 一 R ， 使 得 序列 |A: (0，1) 一 R | 逐 点 收 伍 于 下 
. 对 每 个 自然 数 = 及 [0，1] 中 每 个 数 *， 定 义 


fx) = nx 十 于 
求 函 数 启 [0，1] 一 R ， 使 得 序列 [| 六: [0，1]1 一 R | 亚 点 收 伍 于 大 
. 证 明 二 进位 有 理 数 在 R 中 是 稠密 的 ， 并 由 此 推出 例 9. 24 中 的 极限 函数 是 不 可 积 的 . 
6， 对 每 个 自然 数 n 及 ( -1，1) 中 每 一 个 数 x， 和 定义 


p(x) =x+xl x) + +x(l -x )". 


证 明 序 列 |p,:( -1，1) 一 R | 是 逐 点 收 伍 的 


| 
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9.3 荐 数 序列 的 一 致 收敛 


对 于 逐 点 收敛 到 晴 数 f:D -…R 的 函数 序列 1f:D 一 R1, 我 们 希望 确定 单个 .的 那些 性 质 ， 
这 些 性 质 被 极限 函数 /: D 一 R 所 继承 下 来 ， 很 自然 地 要 考虑 三 个 问题 . 
问题 A” 假定 每 个 函数 /.:D 一 RR 是 连续 的 ,极限 函数 /:D 一 民 也 连续 吗 ? 
答案 : 不 . 例 9.22 就 描述 了 一 个 多 项 式 序 列 在 区 间 [0，1] 上 性 点 收 和 敛 于 一 个 不 连续 
函数 . 
问题 B ”如果 疡 = 是 开 区 闻 而 每 个 函数 厂 :1 一 及 是 可 币 的 ， 极 限 画 数 太 DD 一 有 也 可 向 吗 ? 
如 果 它 可 微 ， 是 否 有 
lim [ Ses) ] = HY()? 


上 一 和 


答案 : 不 . 例 9.23 就 描述 了 一 个 指数 函数 的 序列 ， 它 在 只 中 逐 点 收 伍 于 一 个 不 可 微 
孙 数 . 

问题 ”如果 D=[a，, 上 4] 而 每 个 函数 广 : [a, bj 一 R 是 可 积 的 ， 极 限 泡 数 f [a, b] 一 R 
也 可 积 吗 ? 如 有 果 可 积 ， 是 否 有 


lim[ [4.]= [7 

答案 : 不 . 例 9.24 撕 述 了 一 个 阶梯 函数 序列 在 [0，1] 上 逐 点 收 化 于 一 个 不 可 积 函 数 ， 此 
外 ， 正 如 例 9.25 所 示 ， 即 使 极限 涌 数 是 可 积 的 ， 极 限 的 积分 也 未 必 等 于 积分 的 极限 . 

尽管 三 个 问题 的 回 符 是 令 人 诅 丧 的 ， 然 而 ， 这 无 关 紧 要 ， 如 果 把 逐 点 收 敏 的 假定 加 强 为 
称 为 一 致 收 剑 (uniform covergence) 的 假定 ， 则 第 一 个 与 第 三 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 而 问 
题 B 也 有 十 分 满意 的 回答 同等 重要 的 是 ， 在 许多 有 意义 的 场合 一 致 收 伍 性 能 够 得 到 
证 实 . 

定义 给 定 函数 大 D 一 及 及 函数 序列 1:D 一 RI, 称 序列 [f:D 一 RR| 一 致 收效 到 
AD 一 及 或 1 在 已 上 一 致 收效 到 六 倘 著 对 每 个 正 数 s 存在 下 标 衣 ,使 得 

对 所 有 下 标 n 之 NN 及 DD 中 所 有 的 zx, 都 有 |f(x) - 乒 (z)1< 2. (9.9) 

从 上 述 定 义 显 然 可 以 看 出 一 致 收 伊 副 涵 了 逐 点 收 伊 ， 但 反之 不 然 ， 为 理解 一 致 收 伍 与 逐 点 
收敛 之 间 的 区 别 ， 注 意 到 序列 1:D 一 R | 了 逐 点 收 傅 到 f:D 一 R ， 倘 车 对 D 中 每 个 固定 的 点 x， 
数列 1f.(x) | 收 伍 到 数 f(x); 这 样 ， 对 D 中 给 定 的 点 * 及 正 数 >， 存在 下 标 NN 使 得 对 n 宇 NN， 
f(x) -f(x)|<e， 与 8 的 要 求 相 呼 应 的 下 标 NN 可 能 依赖 于 点 x， 在 集合 D 上 一 致 收敛 的 情形 
中 ， 对 于 一 给 定 的 正 数 as， 存在 一 个 对 于 D 中 的 所 有 点 ,与 s 的 要 求 相 呼应 的 下 标 N. 

用 图 形 来 说 ， 序 列 上 天 :了 一 及 | 一致 收敛 到 f:D 一 R 是 指 : 如 果 对 每 个 正 数 s， 存 在 一 个 
自然 数 入 ， 使 得 如 果 nm 产 六 ， 顶 数 上 人 :D 一 有 R 的 图 形 位 于 函数 了 +e: 了 一 R 及 -ee:D 一 有 的 图 
形 之 间 . 如 图 9.5 所 示 . 

现在 回 到 前 一 节 中 讨论 的 两 个 逐 点 收 钱 的 例子 ,我 们 从 是 否 一 致 收敛 的 角度 分 析 它 们 . 


函数 序列 与 级 数 175 


y= f(x)+e 


y = f(x) 


网 9.3 当 asxeb RAsNHH, f(r) -se <f (x) </(x)+e 
例 9.27 设 序列 |f,: [0, 1] 一 R | 及 函数 /: [0，1] 一 R 如 例 9. 22 所 示 ， 收敛 不 是 一 致 
的 ， 事实 上 ， 对 e = 1/2 ， 不 存在 具有 如 下 性 质 的 下 标 m; 
对 所 有 下 标 n 宇和 NN 及 [0,1] 中 所 有 点 x,|f.(x) -f(x)|< 本 
这 是 因为 ， 无 论 选取 怎样 的 下 标 N， 通 过 取 x = (3/4)z ， 我 们 有 
js(z) -f(x) = 了 > 了 加 


例 9%.28 设 陆 数 序列 |f: [0,1] 一 R | 及 函数 f， [0，1] 一 R 如 例 9.26 所 未， 可 以 断定 
{ff: 10,，1] 一 R | 一 致 收敛 到 /f: [0, 1] 一 R . 为 验证 这 一 论断 ， 需 要 从 应 用 于 指数 函数 的 拉 
格 朗 日 余 项 定理 所 得 到 的 估计 (8.6). 按照 估计 式 (8.6)， 对 所 有 下 标 4 和 区 间 [0， 11] 中 的 所 
有 点 x， 


4 
[f(x) CA (9. 10) 
现在 令 se >0， 由 R 的 阿 基 米 德 性 质 ， 可 选取 自然 数 N， 使 得 N >4/e， 这 样 ， 
对 所 有 下 标 n 之 入 及 [0,1] 中 的 所 有 点 x， |f(x) -f(x)|< es. 蚀 


在 9.1 节 ， 我 们 提供 了 数列 收敛 的 柯 西 准 则 .对 函数 序列 的 一 致 收敛 存在 类 似 的 准则 . 

定义 ”函数 序列 |/.:D 一 R1 称 为 一 致 柯 西 序列 或 | 厂 | 称 为 在 万 上 的 一 致 柯 西 序列 ， 倘 若 
对 每 个 正 数 s， 存 在 下 标 NN 使 得 

对 每 个 下 标 n 之 NN 每 个 自然 数 上 及 六 中 每 个 点 x,|f,(x) -f(x)|<e. (9.11) 

定理 9. 29( 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 致 收敛 准 则 ) ”二 数 序列 |:D 一 RI1 一 致 收效 到 函数 太 站 有 
当 且 仅 当 序列 |/:D 一 R | 是 一 致 柯 西 序列 . 

证 明 假定 | 太 :D 一 有 一致 收 剑 到 /D 一 R. 我 们 将 证 明 |f.:D 一 RR | 是 一 致 柯 西 序列 . 
事实 上,， 令 ee>0， 可 选取 下 标 AN 使 得 


对 所 有 下 标 n 宇 入 及 DD 中 每 个 点 x， |f.(x) -f(x)|< 访 
运用 二 角 不 等 式 ， 可 得 对 每 个 下 标 n 宇 N、 每 个 自然 数 及 DD 中 每 个 点 x， 
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frr) — fx) 1 = [fx) -fx) + Fx) - £ (xr) 


< |fu(s) -fx)+t f(x) -fx)|1<F+ = 
这 样 ， 序 列 1/,:D -Ri 是 一 致 柯 西 序列 
为 证 其 逆 ， 假 定 函数 序列 |f,:D 一 R | 是 一 致 柯 西 序列 ， 设 * 是 也 中 的 点 ， 则 显然 实数 列 
|A(x)} 也 是 柯 西 序列 ， 因 而 按照 数列 的 柯 西 收敛 准则 ，|/(*)1 收敛， 用 (xz) 表示 其 极限 
这 就 定义 了 函数 /:D 一 R , /是 仅 有 的 {f:D 一 Rt 可 以 一 致 收敛 到 它 的 候选 函数 . 
以 下 证 明 | 六 :了 一 下 | 确实 一 致 收 敏 到 f:D 一 R. 今 。 >0， 由 于 1f:D 一 Rj1 是 一 致 柯 西 序 
列 ， 可 选取 自然 数 六， 使 得 对 每 个 n>N、 每 个 自然 数 上 及 D 中 每 个 点 x， 


fx) ~ f(r) | < 六 (9. 12) 
邻 x 是 DD 中 的 点 ,选取 n>N， 注 意 到 从 不 等 式 (9. 12) 有 
对 每 个 自然 数 k， f(x) - < 上 (xz) <f.(x) + 人 (9. 13 ) 


但 
lim Atx) = f(x), 
所 以 从 (9. 13) 得 到 
f(x) -F<f(r) <f(x) + 5 
于 是 
对 所 有 下 标 n 之 入 及 D 中 所 有 点 x,|f (x) -f(x)|<&. 


这 就 推 得 |f :D 一 R :| 一 致 收 伏 到 f:.D 一 R. 图 
例 9.30 对 每 个 自然 数 n 及 每 个 jx| 志 1 的 数 xz， 定义 


f(x) = > 2 
注意 到 运用 三 角 不 等 式 与 几何 和 公式 ， 对 每 对 自然 数 n 和 上 及 每 个 |x| 专 1 的 数 x， 有 


[f(x) -f(x) | 大 (n + 1)2"*! + + (n + k)2"*: 


t+ 


< 一 . (9. 14 ) 
但 lim(1/2)" =0， 这 与 不 等 式 (9. 14) 一 起 蕴涵 了 序列 if,:[ -1，1] 一 Ri 是 一 致 柯 西 序列 ， 按 
照 瑶 尔 斯 特 拉 斯 一 致 收敛 准则 ， 存 在 函数 六 [ -1,1] 一 R ， 使 得 序列 if.: [ -1，1] 一 R } 一 
致 收敛 到 它 . 一 
习题 


i. 对 每 个 自然 数 n 及 每 个 数 *， 定 义 
f(x) = 1- | “| 


+ |x|™ 
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求 函 数 1:R 一 及 ,使 得 序列 1f :RR 一 Rt 一点 收敛 到 它 ， 证 明 收 敛 不 是 一 致 的 . 
2. 对 每 个 自然 数 n 及 每 个 数 xz2， 定 义 
l 
hs) = ] +x" 
求 测 数 ff [2、% ) 一 R ， 使 得 序列 和: [2，%w ) 一 R 1 逐 点 收 钱 到 它 ， 证 明 收 但 是 一 致 的 . 
3. 对 每 个 自然 数 n 及 (0，1) 中 每 个 数 x， 定 义 
1 


hs) = rT 


求 画 数 户 (0，1) 一 R ， 使 得 序列 |f.: (0，1) 一 R ! 逐 点 收 钙 到 它 . 证 明 收 敛 不 是 一 致 的 . 
. 对 每 个 自然 数 n 及 [0，1] 中 每 个 数 x， 和 定义 


f(x) = -一 


nx+j 

求 旺 数 f: [0，1] 一 R 使 得 序列 和: [0，1] 一 R | 逐 操 收 合 到 它 . 证 明 收 和 倒是 一 致 的 . 

5. 确定 例 9.23、9. 24 及 9.25 中 的 序列 是 否 一 致 收敛， 

6. 假定 序列 {ff :D 一 R | 及 ig,:D 一 Ri 分别 一 致 收敛 到 隔 数 fiD 一 民 及 g: D 一 R， 对 任意 两 个 数 a 及 BB, 证 
明 序 列 |af. + Bg,:D 一 RR | 一 致 收 乒 到 af +Bg8: DR. 

7. 对 每 个 自然 数 n, 今 确 数 f:R 一 R 是 有 界 的 . 假定 序列 ff:R 一 Ri| 一 致 收敛 到 放 R 一 及 .证明 极限 函数 
f:R 一 RR 也 是 有 界 的 . 

8. 设 ia,i 是 有 界 数列 ， 对 每 个 自然 数 n 及 每 个 数 x， 定 义 


gx 
fx) = a +a,x + Fr + + 


证 明 对 每 个 r>0， 函 数 序 列 和 f.:[ ~-r,， r+] 一 R 1 是 一 致 收敛 的 . 
9.4 函数 序列 的 一 致 极限 


对 于 9.3 节 开始 所 提出 的 三 个 问题 ,通过 将 逐 点 收敛 的 假定 加 强 为 一 致 收 钱 ， 可 以 得 到 某 
些 肯 定 的 回 管 . 


一 致 收 化 的 连续 隔 数 序列 


nl 


定理 9.31 假定 |f:D 一 Ri| 有 是 一 致 收 全 到 芳 数 1.:D 一 RR 的 连续 浮 数 库 列 ， 则 极限 函数 
六 忆 一 及 也 是 连续 的 ， 


证 明 设 x。 是 DD 中 的 点 .为 证 明 隆 数 f:D 一 RR 在 zx。 连续， 我们 将 运用 连续 性 的 s-5 准则 . 
事实 上 ， 令 e >0. 需 找 到 一 个 85>0， 使 得 


对 D 中 满足 1 x - x。l < 6 的 所 有 点 x， (f(x) -f(x0)1l<s. (9. 15) 
由 于 序列 1/.:D 一 R | 一 致 收敛 到 函数 产 六 一 R ,可 选取 下 标 N， 使 得 
对 所 有 下 标 n >> NN 及 DD 中 所 有 点 x， |f.(x) -xz)|< 3 
应 用 n =N 时 的 上 述 不 等 式 及 三 角 不 等 式 ， 可 得 对 D 中 所 有 点 x， 
[f(x) -fx,) | = |f(x) -fv (x) + fry(x) -fr(xo) + fn(xo) -f(xo) | 
< |f(x) -f(z) |+ [f(x) -f(xo) |+ |fy(xo) -f(xo) | 
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< 本 +|H(z) -hr) + (9. 16) 
由 假设 ， 函 数 f,: D 一 R 在 x。 是 连续 的 ， 于 是 可 选取 5 >0， 使 得 
对 D 中 满足 |x - x。| < 5 的 所 有 点 *， |f(x) -六 (za)|< 3 (9. 17) 


不 等 式 (9. 16) 及 (9.17 ) 表明， 
对 D 中 所 有 满足 |x -xo|< 5 的 x， |f(x) -f(xo)|< es. 
这 样 也 数 f:D 一 R 在 点 % 处 是 连续 的 . | 


一 致 收 煞 的 可 积 函 数 序列 


定理 9.32 假定 {不 : [a, 5] 一 R | 是 一 至 收效 到 示 数 f: [a, 8] 一 R 的 可 积 函 数 序列 ， 则 
极限 函数 f; Jo， 5] 一 R 也 是 可 积 的 ， 而 且 ， 


im[[ = |/ 
证 阴 从 预备 性 的 评述 开始 : 从 上 积分 和 下 积分 的 定义 (习题 6) 知 它 保 持 了 下 述 单调 性 : 
如 果 关 : [a, bj 一 RR 及 g: [a, b] 一 R 是 有 界 的 且 
对 [a,b] 中 所 有 x， h(x) 和 g(x), 


[a<fe a [asfe 
为 证 明 f: [a, 5] 一 BR 是 可 积 的 ， 即 它 的 上 积分 等 于 下 积分 ， 只 和 需 证 明 对 任 一 a >0， 
[7-fs < &. (9. 18) 


令 s>0， 则 a’'=e/4[b -a] 也 是 正 的 . 因为 {f.| 在 [a,，45] 上 一 致 收 敛 于 f， 故 存在 f. 使 得 
当 xe[a, 5b] 时 ， 有 


则 


fx) -ee Ef(x) f(x)+e.. (9. 19) 
从 上 积分 的 单调 性 及 在 [a,，b] 上 的 可 积 性 ， 可 得 


ff< {ttel = [f+ = +e, 
所 以 
Js 人 条 
类 似 地 ， 用 下 积分 的 单调 性 ， 得 到 估计 
[$<] 
这 样 ， | 


产 - 记 <[ 庆 习 -[ 应 - 习 < 
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(9. 18 ) 式 已 经 被 证 实 ， 所 以 了 在 Le，8] 上 可 积 . 
现在 只 剩 下 证 实 
tim[ [1] = | 


令 se >0， 我们 需 找到 一 个 上 自然数 NN 使 得 当 n 宕 NN 时， 


[7 - [| < &. (9. 20) 
对 e'=se/[6(&5-a)]， 由 于 |f.| 在 [a, 5] 上 一 致 收 伍 于 f， 故 存在 一 下 标 NN 使 得 (9.19) 对 每 一 
下 标 n 之 NN 成立， 由 积分 的 线性 性 与 单调 性 ， 不 等 式 (9. 19) 蕴涵 不 等 式 (9. 20). 呈 


一 致 收 钱 的 可 微 函数 序列 


对 于 9.3 节 中 间 题 B 的 关于 可 微 函 数 的 极限 的 可 微 性 的 回答 要 比 另外 两 个 问题 的 回答 更 加 
小 心 ， 可 微 函 数 一 致 收 和 敛 的 极限 未 必 是 可 微 的 (见习 题 1)， 然而 ， 行 在 十 分 合理 的 情况 ， 在 这 
种 情况 下 极限 函数 是 可 微 的 ， 并 且 极 限 的 导数 是 导数 的 极限 . 

定义 在 开 区 间 上 的 函数 F: I-*R 称 为 连续 可 和 伍 函数， 倘若 该 晒 数 是 可 徽 的 且 它 的 导数 是 连 
续 的 . 

定理 9.33 设 了 是 开 区 间 ， 假 定 | 矿 :1 一 及 是 连续 可 微 函 数 的 序列 且 满 足下 列 两 条 性 质 : 

(i) 序 列 | 在 了 上 逐 点 收效 到 函数 天 

(ii) 导 函数 序列 |f'| 在 1 上 一 致 收效 到 浮 孝 g. 

则 函数 f/:1 一 R 是 连续 可 微 的 并 且 
对 了 中 所 有 x， f(x) = g(x). 
证 明 固定 /中 的 点 x。 按照 微 积分 学 第 一 基本 定理 ， 对 每 个 下 标 n 及 [中 每 个 点 x， 


fs) -fm) = [fs (9.21) 
而 定理 9. 22 冀 滔 了 对 7 中 每 个 点 x， 
A (9.22) 
还 有 ， 根 据 假设 ， 序 列 | 人 | 在 1 上 逐 点 收 全 到 函数 /， 对 1 中 每 个 点 *， 
lim[f.(%) -f(x0)] = f(x) -fxo). (9. 23) 
从 (9.21) 、(9.22) 及 (9.23) 可 得， 
对 1 中 所 有 点 *，f(x) - fx) = | e (9. 24) 


根据 假设 ， 对 每 个 自然 数 n， 孙 数 f' :1 一 R 是 连续 的 ， 所 以 ,根据 定理 9.31, 一 致 极限 g:/1 一 
R 也 是 连续 的 ， 从 (9.24) 及 微 积分 学 第 二 基本 定理 可 知 ， 


对 1 中 所 有 x， ff'(x) = g(x). 国 
定理 9.34 设 了 是 开 区 间 ， 假 定 1/ :1 一 R | 是 连续 可 很 函数 序列 且 具 有 下 列 两 条 性 质 : 
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(i) 序 列 | 有 | 在 了 上 逐 点 收效 到 函数 也. 

(ii) 导 函数 序列 |f| 在 ! 上 是 一 致 柯 西 序列 . 
则 函数 /:1 一 R 是 连续 可 微 的 且 对 了 中 每 个 x， 

limf'.(x) = f°(%). 

证 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 致 收 化 准则 蕴涵 了 存在 消 数 g:1-，RR ,使 得 序列 | 户 :1 -RR | 一致 收 
化 到 它 ， 从 定理 9. 33 即 得 所 要 证 的 结论 . 国 

一 致 收 和 敛 的 性 质 频 频 地 得 到 证 实 ， 然 而 ， 存 在 许多 有 意义 的 情形 ， 在 这 些 情 形 中 ， 范 数 序 
列 并 不 一 致 收敛 ， 但 尽管 如 此 ， 极 限 函 数 还 是 继承 了 逼近 序列 中 单个 函数 所 具有 的 性 质 8.， 我 
们 将 描述 这 样 一 个 例子 : 关于 4 的 一 个 经 典 公式 的 证 明 . 

命题 9.35( 牛顿 -格雷 臣 里 { on oregony ) 公式 ) 


C1) 
人 a $ 2k+1 (9.25) 
d 
下 (arctanx ) = 和 2， 
从 微 积 分 学 第 一 基本 定理 可 得 
元 = arctanl ~ arctang = [ ] dx (9. 26) 


设 n 为 自然 数 ， 用 ~-* 替换 几何 和 公式 中 的 yY， 可 见 对 每 个 数 x， 
(= 1 "91x +1 2n+2 


=]-x + +(-1)"x" 


本 


] +x 1 + 和 
所 以 
i ] 1 ( - 17)” (— 1)" x 1 x ”| 
人 一 dx =1- 本 + t+ [二 一: 一 2 (9.27) 
积分 的 单调 性 质 给 出 估计 式 
(- Dx", ' 124 1 
四 1 +x’ <|* dx = 3 
由 此 可 得 
(—1)" "x" 忠志】 x ”| 
im[[ 人 dz| = 0. z 
这 样 ， 从 (9.26) 及 (9.27) 可 得 (9.25). 加 


对 每 个 自然 数 n 及 [0，1] 中 每 个 数 x*， 定 义 
xz) = > (D's x”. 
定义 Hx) =1/(1 +x ). 则 牛顿 -格雷 戈 里 公式 可 以 重 述 如 下 ; 


马 ”推动 基于 勒 贝 格 积分 的 更 一 般 的 积分 理论 发 展 的 因素 之 一 是 ， 它 研究 在 一 致 收 笋 不 存在 的 情况 下 ， 何 时 有 极限 的 
积分 等 于 积分 的 极限 ， 见 H. L. Roydon 的 书 《Real Analysis》( 实 分 析 ， 中 文 版 已 虫 机 械 工 业 出 版 社 引进 出 版 ). 
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Im 上] = tim. 
我 们 没有 证 明 陆 数 序 列 |f.:【0，1|j] 一 RR 一致 收 僵 到 旺 数 1: [0,1] 一 R 就 证 明了 以 上 式 子 . 
事实 上 ， 甚 至 连 在 整个 区 间 [0,1] 上 未 点 收 合 都 没有 ， 因 为 序列 {f.(1) 1 不 收敛 到 1). 


习题 
1. 对 每 个 自然 数 及 ( -1，1) 中 每 个 数 x， 定 义 


f(x) =j + 


并 定义 f(x) = |x|、 证明 序列 {f.| 在 开 区 间 ( -1，1) 上 一 致 收 和 敛 到 函数 上 验证 每 个 函数 让 是 可 微 的， 但 极 
限 细 数 /在 x*=0 处 不 可 微 . 这 与 定理 9.33 矛盾 吗 ? 
2. 对 每 个 自然 数 4 及 [0，1j] 中 每 个 数 x*， 定 文 
f(x) = nxe™™. 
证 明 序 列 jj} 在 区 间 [0，1] 上 到 点 收敛 到 常数 函数 0， 但 积分 序列 { | 人] 不 收 化 到 0， 这 与 定理 9.32 区 
盾 吗 ? - 
3. 证 明 : 如 果 jf.:R 一 RI| 是 连续 的 可 微 阻 数 序 列 ， 使 得 导 函 数 序列 | 启 : R 一 民 | 是 一 致 收 全 的 且 序 列 
IAA(0) 1 也 是 收 敏 的 则 上:R 一 R11 是 还 点 收 敏 的， 序列 |f(0)| 收 合 的 假定 是 必要 条 件 蚂 ? 
4. 给 出 一 个 可 微 函数 序列 1f:( -1，1) 一 R | ; 它 一 致 收 钱 但 if",(0)| 是 无 界 的 . 
5,， 在 定理 9.33 的 假定 之 下 ， 证 明 对 每 个 包含 在 1 中 的 区 间 [a, 8]， 序列 |f: [a, Bj 一 R 一致 收敛 到 
f: [a, Bj—R. 
6. 邻 h: [a, bj 一 RR 及 g: [a, 68] 一 R 是 有 界 鲨 数 ， 使 得 对 [a，5&] 中 的 所 有 x 有 
h(x) & g(x). 
证 明 : 若 P 是 定义 域 [a, 5 的 一 个 划分 ， 则 
L(h,P) Lg,P) 及 Uh,P) < UCg,P). 
用 这 些 不 等 式 建立 上 、 下 积分 的 单 油性 ，( 这 一 性 质 在 定理 9.32 的 证 明 中 有 过 叙述 . ) 


9.5 顶级 数 


在 泰勒 级 数 的 研究 中 ， 我 们 是 从 无 穷 次 可 微 函数 开始 ， 然 后 构筑 泰勒 级 数 ， 对 它 收 敛 到 给 
定 的 函数 进行 过 分 析 ， 现 在 换 一 个 观点 ， 在 这 一 节 ， 用 震级 数 展开 式 定 义 一 个 函数 ， 并 研究 这 
样 的 函数 的 性 质 . 


定义 ”给 定 用 非 负 整 数 作 下 标的 实数 序列 tcii ， 定 义 级 教 他 cix 的 收效 域 是 使 得 级 教 


他 ci 收效 的 全 体 数 x 的 集合 -用 中 表示 收效 域 ， 然 后 定义 函数 f:D 一 R 如下: 
=0 


对 DD 中 所 有 *，f(x) = liml Da = Do (9. 28) 
把 (9.28) 称 为 栋 级 数 展 开 式 ， 集 合 呈 称 为 展开 式 的 收 仇 域 
例 9.36 考虑 矫 级 数 
. (~ 1)'x' 
et k++2 | 


(9. 29) 


256 
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固定 数 *>， 由 于 
(一 1) ”wx 站 本 ( -- 1 x’ _ jz， 
ima| k++3 / k+2 
从 级 数 的 比率 检验 法 可 得 ， 若 |x| <1， 则 震级 数 (9.29) 收 和 敛 ; 车 |x| >1， 则 需 级 数 (9. 29 ) 发 
散 . 对 x=1， 由 交错 级 数 检 验 法 可 推 得 (9.29) 收 敛 . 对 *x = -1， 积 分 检验 法 表明 级 数 发 散 . 
这 样 ， 大 级 数 (9. 29 ) 的 收 伍 域 是 区 间 ( -1，11]. | 
例 9.37 考虑 医 级 数 


DF hl. 
对 任意 非 零 数 x， 级 数 Dhls 的 项 不 收 合 到 0， 于 是 级 数 不 收 钱 ， 这 样 ， 大 级 数 并 tl 的 收 
敛 域 由 单个 点 x=0 组 成 . 图 
例 9.38 考虑 项 级 数 
。 | 
之 (1 + 1 
固定 数 x， 由 于 


. | Py | 4 | ~ 
il + (Kk+1)1) /a + = 
级 数 的 比率 检验 法 表明 这 个 级 数 的 收 合 域 是 所 有 实数 的 集合 . 国 
本 节 的 主要 目标 是 证 明 : 如 果 哨 数 f; ( ~r, r+) 一 R 由 帘 级 数 展开 式 


对 zl < A) = lim| Doar]| = Dos 


所 定义 ， 则 /: ( -r,r) 一 只 是 可 微 的 ， 而且， 
A [2 


= lim "| 3 之 kc,x" "| = ie 


上 述 计 算 以 级 数 展 开 式 的 过 项 微分 (term-by-term differentiation) 而 著称 .从 第 一 式 过 渡 到 第 
二 式 ( 译 者 注 ; 求 导 与 求 极 限 次 序 的 交换 ， 苑 和 无 穷 时 ， 和 的 导数 是 导数 的 和 )， 其 合理 性 一 
上 辟 也 不 明显 ， 一 旦 这 一 计算 是 合理 的 ， 就 很 容易 得 到 陋 数 1: ( -r, r) 一 R 有 任意 阶 导数 ， 因 
而 任意 阶 的 逐 项 微分 是 合理 的 . 


天 级 数 的 一 致 收敛 性 


对 于 盟 数 序列 ， 已 对 逐 点 收 义 与 一 致 收敛 加 以 区 分 .而 对 禾 级 数 的 收 敏 性 有 必要 作出 类 似 
的 区 分 . 


定义 设 4 是 署 级 数 》cix 的 收效 城 的 一 个 子 全 ， 定 义 函 教 广 4 一 民 如 下 : 
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对 A 中 所 有 x， Ax) .= 他 cex ， 
=0 
而 对 每 个 自然 孝 站 ， 定 义 函 数 5 :4 一 *R 如 下 : 


对 4 中 所 有 xz， (xz) = Ceit ， 
级 数 ci 称 为 在 集合 4 上 一 数 收 和 伐 ， 人 倘若 部 分 和 序列 1 5,:4 一 民 | 一 致 收效 到 函数 4 一 民 . 
本 


引 理 9.39 设 A 是 逢 级 数 》 cix 的 收效 域 的 一 个 子 集 ， 假设 下 列 条 件 成 立 : 存在 正 数 M 


KAD 


及 满足 0 和 ac<l 的 数 w， 使 得 对 每 个 下 标 站 及 对 4 中 所 有 的 xx， 
lox: | Ma. (9. 30) 


证 明 定义 1s,;:4 一 上 R| 是 级 数 2 cx 在 集合 4 上 的 部 分 和 序列 ， 根 据 集合 上 一 致 收敛 的 


定义 ， 必 须 证 明 函 数 序列 fs.:4 一 及 | 一致 收 伍 ， 然而 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 致 收 伍 准则 断言 ， 丁 
数 序 列 一 致 收 伍 当 且 仅 当 序列 是 一 致 柯 西 序列 .这 样 只 要 证 明 部 分 和 序列 是 4 上 的 一 致 柯 西 序 
列 就 足够 了 . 
设 e>0， 需 要 求 一 个 下 标 N 使 得 对 每 个 下 标 nz 及 每 个 自然 数 上 ， 
对 4 中 所 有 的 x， |s,,(x) -sxz)| < 2. (9. 31) 
然而 ， 由 三 角 不 等 式 、 假 设 (9.30) 及 几何 和 公式 ， 可 得 对 任意 的 自然 数 对 上 及 nx， 
对 4 中 所 有 的 zx， |s (x) -s(x)|= |e ,x + tc ,x | 
< |esx™ [+ + |e | 
< Mo +...+a"] 


= Ma [1 1+...+@') 
Wail1-a1 wal 1 
= Ma Eee Ma [一 一 | (9. 32) 
由 于 lima- =0， 可 选取 自然 数 入 使 得 
对 所 有 下 标 n 宇 N,， ea” < (1 -a). 


如 此 选取 NN 后 ， 则 从 不 等 式 (9. 32) 可 得 所 要 证 明 的 不 等 式 (9. 31 ) 成 立 . 国 
为 用 上 述 引 理 证 明 敌 级 数 逐 项 微分 的 合理 性 ， 请 注意 (见习 题 9)， 如 果 数 a 与 8 满足 0< 

a <B， 则 存在 -一 个 数 c 使 得 对 每 一 非 整 数 上 有 
ka < cB (9. 33 ) 


命题 9. 40 假定 非 零 数 xi 在 里 级 数 ,cix 的 收效 域 中 . 设 r> 是 小 于 |xo| 的 任意 正 数 ， 则 
上 三 站 


区 间 [ -7，7] 在 每 级 数 east 的 收效 烧 之 中 且 也 在 导出 每 级 数 本 jcizt-' 的 收益 城 之 中 ， 此 
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外 ， 共 级 数 


人 cx 及 之 Ac 


在 区 间 [ -r, rj 上 一 致 收 全 . 


证 明 ”首先 证 明 大 级 数 cex 在 区 间 [ -r+r，?] 上 一 致 收 和 化， 由 于 级 数 人 cix 收 钱 ， 所 以 
该 级 数 的 项 收 敏 到 0， 特 别 是 级 数 的 项 有 界 ， 这 样 ， 可 选取 数 W， 使 得 
对 每 个 下 标 k， | cx < M. 
定义 a=r/|xo | 并 注意 到 0<a<1， 此外， 把 x 写作 x = (x/xo)x。， 可 见 对 每 个 下 标 上 及 


xel 一 太 ， r] ， 


|ex:|< Ma (9. 34) 


可 从 引 理 9.39 推出 级 数 好 cux' 在 区 间 [ -+，r] 上 的 一 致 收 但 性 


现 考虑 导出 级 数 ( derived series) ker, 注意 到 级 数 中 x 的 系数 是 (k+1)c,,,， 这 样 ， 
由 引 理 9. 39 ， 欲 建立 导出 级 数 在 [ -r，r] 上 的 一 致 收 伍 性， 只 需 找到 数 a'(0 <e'<1) 及 一 个 
正 数 必 ' 使 得 对 每 个 下 标 上 及 xe[ -r，r] 有 
|(k+1)c,,.x |< M'[a']'. (9. 35) 
为 此 ， 注 意 到 如 果 在 x =r 处 用 估计 (9.34) 有 |x|<r， 对 每 一 下 标 上 及 xe[ -r，r]， 我 们 
有 下 述 估计 : 
| (Ck + 1 )e,,,x' |< (k+1) | es, 1 一 +D|, | 


< Ch t+) < Es ka < [一 Ka . (9. 36 ) 
r akr CQ7 


然而 ， 由 于 0 和 xc<1， 如 果 取 wx =[a+1l]j/2， 则 有 0<a<a'<1， 由 (9%.4)， 可 选取 ec >0 使 得 
ka < cla']'. (9. 37 ) 


从 这 个 不 等 式 与 不 等 式 (9. 36) ， 可 以 看 到 不 等 式 (9. 35) 对 选 定 的 w' 及 M'w=e . [ "| 是 成 立 的 
四 


今 D 是 宕 级 数 展开 式 之 ,cx 的 收敛 域 ， 从 命题 9. 40 可 得 ， 若 也 无 界 ， 则 忆 =R.， 若 D 有 


界 ， 则 定义 
r = supb. 
因此 
(-—-r,r)CDSG [rr]. 


因为 上 述 原因 ， 我 们 称 数 + 是 级 数 DE 的 收藏 半径 
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我 们 把 下 述 结论 的 证 明 留 作 习 题 : 当 序 列 {|a,|“} 收 伍 于 a 时 , 若 a=0, 则 D=R; 若 
a>0， 则 r=xm”，{( 习 题 14.) 259 


笑 级 数 的 逐 项 微分 
定理 9.41 设 r>0， 区 间 ( -r，r) 在 级 数 人 cea 的 收效 域 肉 ， 定 义 著 |z| <r， 


f(x) 三 多 cea ， 
则 函数 /: ( -r,r) 一 R 有 任意 阶 导 数 . 对 每 个 自然 数 n 及 |x| <r 有 


d" 二 da” ， 
4 f(x)) 一 2 Tc ] ， 
特别 地 ， 
f"(0) _. 
nd ” 
证 明 显然 ， 只 需 证 明 
若 |z| < r，7( = 开 二 (em )， 
于 是 
三 (0) = Cy. 


由 于 按照 定理 9.40， 任 意 在 ( ~r,7r) 收 鳃 的 覆 级 数 的 性 出 级 数 在 ( -r，7) 也 收 僵 ,所 以 一 般 的 
结果 可 由 归纳 法 推出 . 

选取 尺 是 小 于 r 的 任意 正 数 . 由 于 级 数 Por 在 RR 和 r 间 的 每 一 点 都 收敛 ， 按 照 定 
理 9.40， 下 面 的 级 数 


DC 和 DE 
在 区 间 [ -只 ， 玉 上 一 致 收敛 . 
对 每 个 自然 数 n, 定义 

如 果 |x| < R，s,(x) = 人 cz 

则 每 个 隐 数 序列 
(s,.:(—- R,R)—R| 和 lis:(-R,R)—R| 

都 是 一 致 收 钙 的 .定理 9.34 总 涵 了 

如 果 |z| < R， lims'(x) = P"(z) ， 
Bp 

如 果 |x| < RR, 人 peit = f/f"(x). 
由 于 对 区 间 ( -+r，7) 中 的 每 一 点 x*， 都 可 选取 小 于 r 的 正 数 RR， 而 |x| < 只 ， 可 得 


对 区 间 ( - r,r) 中 所 有 点 x*， f(x) = kx 国 
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上 述 定 理 蕴 活 了 在 区 间 ( -r，r) 中 由 磊 级 数 展开 式 定 义 的 天 数 与 它 关 于 0 的 泰勒 级 数 展开 
式 一 致 ， 这 是 笑 级 数 展 开 式 中 关于 系数 的 唯一 的 结果 . 


再 论 三 角 函 数 的 微分 方程 


{0 + F(x) =0 对 所 有 x (9. 38) 


F(0) =1, F'(0) = 0. 
回忆 在 5.2 节 中 ， 我 们 证 明了 三 角 臣 数 的 微分 方程 至 多 有 一 个 解 ， 且 预先 假定 它 有 解 。 现 
在 我 们 把 该 假定 去 掉 ， 叙 述 它 有 解 且 可 表示 为 一 个 竺 级 数 ， 
定理 9. 42 对 每 个 数 xx， 级 数 


(-1) 2 
(2E) 1 


收 和 化， 定义 
(-1) aa 
对 所 有 x， F(x) = re (9. 39) 
则 函 教 FRR 有 任意 阶 导 部 且 满 足 投 分 方程 (9.38) 
证 明 让 级 数 的 比率 检验 法 可 得 ， 级 数 2,[(- 1) /A(2k)1]x” 的 收 伍 域 是 所 有 实数 的 集 
合 ， 于 是 ， 上 述 函 数 :R 一 R 是 恰当 定义 的 ， 因 此 ， 根 据 定理 9. 41 可 得 ， 对 所 有 x， 


， ~ _(-l 
P's) = TA, 


F(x) = S 《= 1) aa =— F(x). 


(2k -2)! 
于 是 ， 大 级 数 展开 式 (9. 39) 定 又 了 皮 数 了 :R 一 R, 它 满足 微分 方程 (9. 38). 国 
习题 
1. 确定 下 列 各 右 级 数 的 收 敏 域 : 
= 地 , (— 1) :x37 ) :x 
舱 ， 之 1 b. kl 心 。 > (Zk + Ti 
证 明 
1 C 4 
如 时 1} x1 <1， yy 
3. 证 明 
l _ 1 
如 果 1 x1 <1， CT 2 1 ) 全 xs， 
4. 证 明 
1 _ C _ hol at-2 
如 果 1 x1 < 1， ra 涂 次 1) 和 大 全. 
5. 证 明 


ir 
= | 
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. 定义 如 果 |x|<1, f(x) =1/(1 -x)”. 求 函 数 1 ( -1，1) 一 R 的 窜 级 数 展开 式 . 
. 假定 帮 级 数 Dr 的 收 伍 域 包含 区 间 ( -r, r)， 定 义 


如 果 |z| < r，7z) = 了 cx 
设 区 间 [a,， 5 包含 在 区 间 ( -r+r, 7r) 之 中 . 证明 
本 志 cs 
[f(x) dx = 2, rl 


**1 ] 


Mr 


. 对 积分 


[ua + x ) dx 
建立 究 级 数 展开 式 并 证 明 你 的 结论 . 


. 证 明 不 等 式 (9.33)，( 担 示 : 对 数 a 和 BB， 其 中 0<a<B，、 定 义 r=a/8， 注 意 到 由 于 0<r<1 


比率 引 理 得 到 limir* =0， 特 别 地 ， 可 选取 。>0 使 得 对 每 一 个 下 标 上 有 好 sc. ) 


10. 对 每 个 数 zx， 定义 


il. 
12. 


13. 


14. 


9. 


二 x 如 aw! 
h(x) = 之 TDT 及 g(x) = 和 Tak TT 
证 明 对 任意 一 对 数 a 和 有 B， 画 数 
和 = ak +Br: 了 一 及 
是 下 面 微分 方程 的 解 : 
[A -f(x) =0 xeR 
f(0) =a 及 ff 人 (0) = 有 

证 了 明 : 如 果 0<aw<1， 则 lim ne =0. 
改 瑟 几何 和 公式 如 下 : 对 每 个 自然 数 n， 

] xr" 


Tl+r++x) = 1 一 2， 若 x 关 上 
对 该 恒等式 求 导 得 到 
二 (一 -)- (1 +2x + +nxs1) = ee "| 
用 这 个 不 等 式 及 习题 11 直接 证 明 几 何 级 数 逐 项 微分 的 正确 性 . 
证 明 级 数 


DT 
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， 可 从 序列 的 


收 敏 当 且 仅 当 |x| >1， 特别 地 ， 证 明 级 数 在 x =2 收 化 但 在 x =1 不 收 敏 . 这 与 定理 9.40 矛盾 吗 ? (提示 : 


这 不 是 徐 级 数 . ) 
根 设 lm |o, 1 = 


a. 如 果 a >0,， 证 明 : 如 果 |x|<1/e，》 ax 收 敏 ， 而 如 果 |x| >1/a， 则 该 级 数 发 散 . 


b. 如 果 ox =0， 证 明 Dasx" 对 所 有 x0 都 收 伍 . 


6 一 个 无 处 可 微 的 连续 业 数 


瑶 尔 斯 特 拉 斯 提出 第 一 个 这 样 的 连续 函数 /:R 一 R 的 例子 ， 该 函数 具有 以 下 值得 关注 的 性 
质 : 它 在 任何 一 点 上 都 不 可 微 ， 这 样 的 函数 称 为 无 处 可 微 (nowhere differentiable). 


我 们 将 分 析 


202 


203 
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这 样 一 个 例子 ， 其 中 /定义 为 展开 式 


f(x) = h(x) ,对 所 有 <， 


且 晴 数 f 继 承 单 个 h, 所 具有 的 不 可 微 性 . 
我 们 先 证 明 一 个 预备 命题 ， 它 是 关于 用 连续 函数 构造 连续 郴 数 的 级 数 的 . 


命题 9.43 假设 人 是 收效 的 非 负数 列 ， 对 每 个 非 负 整数 上 令 如 : 届 一 及 是 连续 函数 


且 对 所 有 x 
[hi (x) |< 6. (9. 40) 
定义 对 所 有 *， 
fx) = lim| PF hs) | = Bh) (9.41) 


则 二 数 f; 民 一 了 及 是 连续 的 . 
证 阴 该 命题 的 证 明基 于 判断 数列 收敛 的 柯 西 收敛 准则 及 判断 昂 数 序列 一 致 收敛 的 狐 尔 斯 
特 拉 斯 一 致 收敛 准则 . 对 每 个 自然 数 n 及 数 x*， 定 义 


f(x) = Ph) 


由 于 h, 是 连续 的 ， 故 每 个 所 也 是 连续 的 ， 现 在 证 明 | 六 | 在 只 上 一 致 收 伍 一旦 这 一 点 得 到 证 
实 ， 就 可 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 致 收敛 准则 推出 {f.| 在 R 上 一 致 收敛 ， 由 定理 9.31， 可 得 极限 函数 
/是 连续 的 , /是 孙 数 序列 的 一 致 极限 ， 
由 假设 (9. 40) 及 三 角 不 等 式 ， 对 每 个 下 标 n、 日 然 数 上 及 任意 数 x， 
fx) -Cs)| = h(x) + or + h(t) | 
< [h(x) + + |h,.,.(x)| 


Se, t+ ee, (9. 42) 
将 数列 的 柯 西 收敛 准则 应 用 到 级 数 yo 的 部 分 和 序列 上 ， 可 以 得 出 部 分 和 序列 是 柯 西 序列 . 
于 是 ， 由 估计 (9. 42) 可 得 函数 序列 | 六 } 在 R 上 是 一 致 收 和 敛 的 柯 西 序列 . 国 


现在 对 hh, 作 一 符 殊 选择 ， 使 得 ff 在 每 一 点 上 都 是 可 微 的 . 
回忆 哺 数 /:R 一 R 称 为 是 周期 的 ， 其 周期 为 p， 倘 大 对 所 有 x 有 
f(x +p) = f(x). 
车 肖 数 1 有 周期 p, 大 为 任意 整数 ， 则 它 也 以 如 为 周期 . 
引入 下 述 术 语 是 很 方便 的 : 对 正 数 《， 定 义 基 长 为 2f 的 帐 答 函 数 (tent function) 是 以 2 为 
周期 的 周期 函数 上 六: R 一 RR ， 它 在 区 间 [ -f，f] 上 定义 为 
h(x) = |x|, -tft<x<f. 


如 图 9.6 所 示 . 对 整数 m， 我们 称 区 间 [mf，(m +1)《] 是 这 个 帐 答 函 数 的 单调 区 间 ， 
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图 9.6 基 长 为 2 的 帐篷 聘 数 


引 理 9.44 对 《>0, 令 hh; RR 一 R 是 基 长 为 26 的 帐篷 函数 ， 设 x 为 任意 数 ， 则 区 间 
[xo。，xo + 《/2] 或 区 间 [x。-《/2， zo] 中 包含 在 函数 的 单调 区 间 内 . 
证 明 ”回忆 定理 1.8， 它 断言 对 任意 数 c， 区 间 [c，c +1) 内 存在 唯一 整数 ， 我 们 应 用 这 个 
定理 ， 取 c=x。/《 -1， 并 选择 一 整数 m， 使 得 
xoLt -lm < xo/t, 
这 个 不 等 式 的 左边 可 产生 xo 志 ( m+1)f.， 而 它 的 右边 可 产生 
mt <x (m+l)e. 
考虑 区 间 [mt，(m+l)tj 的 中 点 z xo 或 属于 左边 区 间 (mt ，zj] 或 属于 右边 区 间 (z，(m +1)e]. 
在 第 一 种 情况 下 ，|[ x。，x。+ 《A21 包 含 在 区 间 [mf,，(m +1)f] 内; 而 在 第 二 种 情况 下 ， 
[xo -6/2，zo 包含 在 Lm€f，(m +1)fj] 内 当然 ，[mf，(m +1)《j] 是 帐篷 也 数 4 的 一 个 单调 区 
间 . 加 
我 们 需要 帐篷 项 数 记 : 及 一 R 的 以 下 两 个 性 质 : 若 zx，" 同属 于 4 的 单调 区 间 ， 则 
ha) -AD 


一 (9. 43 ) 
由 于 六 的 基 长 为 24， 所 以 27 的 任何 整数 们 都 是 上 的 周期 ， 即 对 任意 整数 j 和 任意 数 w， 有 
h(u +j[2¢]) = h(u). (9.44) 


定理 9.45 对 每 个 非 负 整 孝 上 ， 令 应 : 民 一 民 是 基 长 为 2, 的 帐 千 函数， 其 中 人, = (1/4)*. 
定义 函数 产 及 一 及 为 


f(x) = 和 hr(*) ,对 所 有 
则 
i. 有数 是 连续 的 . 
i 沁 数 /是 无 处 可 微 的 . 
证 明 由 帐篷 函数 的 定义 ,对 每 个 非 负 整数 上 及 任意 数 x， 
Ik, (C(x) | 和 人 = (17X4) 


因此 ， 由 于 几何 级 数 刀 (1/4) 收敛 ， 所 以 由 命题 9. 43 知 f:R 一 R 是 连续 的 . 


令 x 为 任意 数 ， 我 们 将 证 明 f 在 x。 处 是 不 可 微 的 ， 选 取 一 序列 1x,| ，x, xx。 且 收 敏 于 x ， 
但 极限 
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f(x) ~ fo) 
sa 
是 不 存在 的 . 

令 n 蚌 自然 数 ” 取 《f=《,， 应 用 引 理 9.44. 这 样 ，[x。，xo +《./2j1 或 [xo。 ~-t./2，xo] 包 含 
在 ,的 单调 区 间 内 ， 在 第 一 种 情况 下 ， 取 x, =x。-《./2; 而 在 第 二 种 情况 下 ， 则 取 x, = xo + 
f./2， 于 是 ， 由 于 x 与 x, 同属 于 晒 数 六 .的 单调 区 间 ， 由 (9. 43)， 

h(x.) — h(xo) 
光一 区 0 

对 上 >n， 函 数 有 :RR 一 民有 周期 26,， 由 于 《./2 =j[2f;] ， 其 中 j=《./(4kf) =4 ”是 自然 

数 ， 内 此 由 (9.44) 有 
h(x0) ~ h(x,) = 天 (xso) 一 天 (xz tj[2€.]) = 0. 


= 土工 


从 而 有 
f(x,) A(x) -Axo) h(x )—h,(xo) h(x.) -h(xo) 
x =- Bt) | 了 [一 | (9.45) 
男 一 方面 ， 对 0<k<n， 由 于 《7/4, 是 上 自然数 ， 所 以 4, 的 任 一 单调 区 间 包 含 在 六 的 单调 区 间 
内 ， 这样， 再 次 利用 (9.43)， 当 0<k<n 时 ， 有 
h(x,) ~ h(xo) _ 
TX, 一 区 0 
《9. 45 ) 的 右边 部 分 是 (at+1) 个 1 或 -1 的 和 ， 这 样 ， 
As -Tea) 。 | 再 数 。 当 是 介 数 
TX, Xo 偶数 ” 当 n 是 奇数 ， 
因此 ， 极限 
A — f(xo) 
ne ,Xo 


是 不 存在 的 ， 这 样 ， 由 于 序列 {x,| 收 合 于 x。， 而 且 x, 关 x。， 故 耳 数 了 在 点 zo 处 不 可 微 . 国 
习题 


1. 假设 星 数 g:R 一 R 有 周期 p。 证 明 对 任意 整数 上 ，&g 也 以 kp 为 周期 ， 

2. 假设 ,| 是 一 个 序列 ， 当 下 标 上 是 偶数 ,i 是 奇数 ; 而 当下 标 上 是 奇数 时 ,i 是 偶数 . 证 明 ! | 是 不 收 
敛 的 . : 

3. 令 &:R 一 只 与 h:R 一 人 是 帐篷 函数 ， 其 基 长 分 别 基 24、2t ， 而 t 是 《的 整数 倍 . 证 明 g 的 每 个 单调 区 间 包 
含 在 大 的 单调 区 间 内 . 

4. 寻找 一 个 函数 g:R ~ 及， 它 是 连续 可 微 的 ， 但 不 存在 使 得 它 有 二 和 阶 导 数 的 点 . 
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10.1 RR" 的 线性 结构 与 内 积 
对 每 一 个 正 整数 nx， 实 数 的 nn 元 组 


到 = (2 
的 集合 用 R 表示 ， 其 中 对 每 个 满足 1 <i<n 的 下 标 ;i，u 是 实数 ， 称 uw, 是 ww 的 第 i 个 分 量 
(component)， 并 把 R” 中 的 元 称 为 R"” 中 的 点 (point)， 此 外 ， 考 虑 R" 中 两 个 点 = (wu,，…，u,) 
写 V=(v,，…，9,) 是 相等 的 (to be equal) ， 如 果 它 们 有 相同 的 分 量 ， 即 
&w =v 当 且 仅 当 对 每 个 下 标 i(1 生 上 过 m) ， uu, = 人 
对 R" 中 任意 两 点 # 与 "， 用 公式 


uU+r = 人 + De 十 
定义 &# 与 的 和 (sum)， 用 x+y 表示 ， 对 每 个 实数 w， 用 公式 
Qu = (au, ,Qu,) 


定义 点 au， 称 为 点 & 的 a 的 标量 倍数 (scalar multiple)，R" 中 分 量 全 是 零 的 点 用 0 表示 ， 在 代 
数 环境 中 ， 它 称 为 零 (zero) ， 在 几何 环境 中 ， 它 称 为 原点 (origin)， 最 后 ， 对 R" 中 的 一 对 点 zx 
各 wm， 用 公式 
下 一 天 到 +( 一 Y) 
定义 它们 的 差 (difference)， 用 ww -yy 表示 ， 
加 法 、 减 法 及 标量 倍数 如 图 10. 1 所 示 . 


CU ] 


要 2 


ur<0 


图 10.1 加 法 、 减 法 及 标量 倍数 


当然 ，R 就 是 熟悉 的 实数 集 R ，R' 中 用 实数 定义 的 点 的 加 法 及 乘法 恰恰 就 是 在 R 中 所 使 
用 的 实数 的 加 法 与 来 法 的 定义 ， 在 预备 知识 中 ,我 们 把 R 中 加 法 与 乘法 的 性 质 编写 成 域 公 理 . 
用 这 些 公理 及 R" 中 两 点 相等 ( 即 对 应 分 量 相 等 ) 的 定义 ， 推 出 下 述 命 题 . 

命题 10.1 设 w,Y 及 Ww 是 RR" 中 的 点 ， 则 


(WwW+V)+wW=WU+(v+w), 
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u+0=w, 
uw-u = 0, 
H+Vv=Vv+W, 
如 果 @ 与 B 是 实数 ， 则 
Qu +Y) = ou + av, 
(a +B)(uw) = au + Bu, 
(aB)u = al(Bu). 
证 明 注意 的 域 公理 蕴涵 我 们 已 有 按 和 点 的 分 量 的 等 式 ， 由 此 推出 上 述 等 式 . 国 


内 积 


定义 设 wWw 和 vv 是 民 " 中 的 点 ，&w 和 vr 的 内 积 (inner product)， 用 《人 a，Vy) 表示， 定义 如 下 : 
(WV) UV + + UV,. 
内 积 也 用 wv 表示， 通常 称 为 点 积 ( dot product) 或 标量 积 (scalar product)、 内 积 的 下 列 代 
数 性 质 是 实数 加 法 和 乘法 交换 性 质 与 分 配 性 质 的 扩充 . 
命题 10.2 设 u,， 7 和 是 R 中 的 点 ， 则 


(U,V) = (Vv,W), (对 称 性 ) 


(au + Bwv) = a(u,v) + Blw,v). (线性 性 ) 
证 朋 实数 条 法 的 交换 性 质 草 涵 


Y un = Dv, 
即 第 一 个 伍 等 式 .， 实数 加 法 和 乘法 的 分 配 性 质 蕴 酒 


> (Qu, + Bio,)v, = ay Wd 1B WV,， 
即 第 二 个 恒等式 . 国 


范 数 和 两 点 间 的 距离 


定义 
(i) 设 w 是 R" 中 的 点 ， 则 w 的 范 数 (norm) ， 用 上 w 上 表示， 定义 如 下 : 


wl= Www7 = /Te 


(并 ) 设 w 和 4b 是 R" 中 的 点 ， 则 点 4 和 vv 之 间 的 距离 (distance)， 用 dist(a，Vy) 表 示 ， 定 义 如 下 : 
dist(wu,v) = | ~- vll. 
由 此 推出 点 w 的 范 数 是 从 原点 到 w 的 距离 而且， 点 & 和 vw 之 间 的 距离 也 可 以 由 内 积 用 
以 下 公式 表示 : 


dist(u,v) = ju -vl|= (Cu 一 Pa -PP》) 一 
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当 把 至 此 所 引进 的 加 法 、 标 量 乘法 (scalar multiplication ) 及 点 之 间 的 距 高 的 概念 联系 在 一 
起 考虑 集 R 时， 习惯 上 把 R" 称 为 n 维 欧 几 里 得 空间 (Euclidean nr-space)， 此 外 ， 对 R" 中 的 点 
u， 为 方便 起 见 ， 常 把 从 R" 中 的 点 p 到 R" 中 的 点 p +w 的 所 有 线段 (segment) 看 作 与 4 一致 ， 称 
这 些 线 段 的 汇集 为 向 量 (vector)u， 基 点 (based at the point) 为 p 的 向 量 w 是 指 从 点 p 到 点 p+wu 
的 线段 ， 把 加 法 、 标 最 乘法 及 内 积 延 伸 到 向 量 . 点 & 的 范 数 称 为 向 量 & 的 长 度 (length)， 它 等 [Il 
于 与 问 量 w 相关 联 的 线段 端点 之 间 的 距离 . 

当然 ， 在 维 数 n=1，n =2 及 n=3 的 情况 下 ， 读 者 已 经 十 分 熟悉 加 法 及 标量 攻 法 的 几何 意 
义 ， 范 数 和 内 积 也 有 几何 意义 ; 在 n=1 的 情况 下 ， 内 积 就 是 通常 的 实数 的 乘法 ， 数 的 范 数 是 它 
的 绝对 值 ， 在 n =2 的 情况 下 ， 如 果 w = (w,，w,) 是 平面 R 中 的 点 ， 则 上 毕 达 哥 拉 斯 定理 断言 : 由 

a = yu + aa 

给 出 的 & 的 范 数 是 从 原点 到 点 4 的 距离 ， 它 也 是 与 向 量 ww 相关 联 的 那个 线段 的 长 度 ， 如 
图 10. 2 所 术 . 


10.2 上 纵 达 上 阅 拉 斯 定理 


在 平面 R 中， 两 个 点 (或 两 个 向 量 ) 的 内 积 的 几何 意义 由 下 述 命 题 所 描述 . 
命题 10.3 设 wu 和 VV 是 平面 R" 中 的 两 个 非 夫 向量， 则 
‘u,v) = Jullllvllcos0, (10.1) 
其 中 如 是 以 原点 为 基点 的 向 量 下 及 以 原点 为 基点 的 向 量 ， 之 间 夹 角 的 萄 度 . 
证 明 ” 首先， 如果 w 是 平面 中 任意 非 零 点 ， 而 8 是 顶点 在 0， 由 点 ww,，0 及 (1，0) 所 形成 
的 角 的 弧度 ， 则 xz 的 分 量 可 借助 于 xz 的 范 数 及 角 8 用 公式 
u = (lullcosd, lullsing) 
来 表示 ， 设 9, 是 顶点 在 0， 由 点 w, 0 及 (1, 0) 所 形成 的 角 的 弧度 ，69, 是 顶点 在 0， 由 点 v, 0 
及 (1, 0) 所 形成 的 角 的 弦 度 . 假定 B > 和 ， 由 内 积 的 定义 及 余弦 的 加 法 公式 可 得 
(U,V) = uv + u,v, 
= |lullllvll(cosO,cos0, + sing,sing, ) 
= Julllvlleos( 6, ~ 0,) 


= lulllvlleose, 
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其 中 9 是 项 点 在 0， 由 &，0 及 "所 决定 的 角 . 国 
从 公式 (10.1) 可 得 对 平面 R 中 的 两 个 非 零 向 量 w 及 v,w 与 ?的 内 积 等 于 零 当 且 仅 当 以 原点 
为 基 氮 的 癌 量 立正 交 于 (垂直 于 ) 以 原点 为 基点 的 向 量 "， 这 引出 及" 中 两 个 向 量 正 交 的 下 述 定义 . 


正 交 性 与 正 交 投 影 


定义 ”R" 中 两 向 量 w 及 v 称 为 正 交 的 ， 如 果 (u，v) =0. 
引 理 10.4 对 及 中 的 两 个 向 量 ww 及 v， 下 列 断 言 是 等 价 的 ， 
(i) 向 量 妈 与 VV 是正 交 的 . 
(ii) 毕 达 哥 拉 斯 恒等式 成 立 ， 即 上 +y 肥 = 用 +w 虹 : 
证 明 根据 范 数 的 定义 ， 
a +vl = (uw tv,u +v), 
用 内 积 的 线性 性 与 对 称 性 化 简 右 端 ， 得 到 恒等式 
| + wv) = ll + lv + 2 8, v). 
(i) 与 (ii) 的 等 价 性 可 由 这 个 恒等式 得 到 . 图 
在 内 积 (w，v) 0 的 情形 下 ， 借 助 于 w 及 v 的 范 数 对 (u,v) 的 大 小 作出 估计 ， 对 任意 实数 
096，1 cos961 和 1 因此 由 公式 (10.1) 可 得 ， 如 果 & 及 "是 平面 R 中 任意 两 个 向 量 ， 则 
| Cu,v) | a ull* vl (10. 2) 
由 于 我 们 仅 对 平面 R 中 的 向 量 建立 公式 (10.1)， 当 n>2 时， 对 Rs* 中 的 向 量 & 和 v 证 明 不 等 
式 (10.2) ， 这 一 论据 是 不 充分 的 ， 尽管 如 此 ， 不 等 式 (10.2) 对 R“ 中 的 向 量 仍 是 成 立 的 ， 即 使 
n>2， 在 证 明 这 一 点 之 前 ， 为 方便 起 见 ， 先 证 明 下 面 的 引 理 ， 对 一 向 量 vx0 及 任 一 向 量 w， 
把 w 表示 成 u =w +AvVv， 此 处 w 正 交 于 v， 向 量 Av 称 为 & 在 向 量 v 上 的 正 交 投影 . 
引 理 10.5 对 了 中 的 向 重 焉 及， 其 中 yzF0， 定 义 人 =(， V/V,， VV)， 则 向 量 Ww Av 
正 交 于 向 量 "， 且 
型 = w+ Av. 


My 是 wu 在 上 的 正 交 投影 ， 如 图 10. 3 所 示 . 


10.3 Ay 是 ww 在 v 上 的 正 交 投影 
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证 明 由 内 积 的 线性 性 及 入 的 定义 ， 
(ze -Av vr) = (uP) -Alv,v) = 0. 国 


柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 


定理 10.6( 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ) ”对 R" 中 任意 两 个 向 量 中 及 
| CU,V) | < | 加 加 | (10. 3 ) 
证 了 明 如 果 向 量 " =0， 由 于 不 等 式 的 每 一 端 都 是 0， 所 以 柯 西 - 施 瓦 蒋 不 等 式 当 然 成 立 ， 
因此 假定 v 关 0 定义 1=(u， yy yp)， 由 引 理 10.5 知 ， 向 量 w -Ar 正 交 于 向 量 v， 从 而 也 [274 
正 交 于 疝 量 Av， 这 样 ， 由 于 向 量 与 其 自身 的 内 积 总 是 非 负 的 ， 由 内 积 的 线性 性 得 到 
Ou -AVu Ar) = (K- AP 和) = | — Ce 
用 lv 乘 这 一 不 等 式 得 到 (x,，v)? a 上. jv 上 ， 它 与 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 等 价 . 图 


三 角 不 等 式 


在 研究 多 元 函数 时 ， 常 常 要 估计 向 量 的 和 及 差 的 范 数 ， 也 要 估计 点 与 点 之 间 的 距离 、 为 
此 ， 要 扩展 对 实数 已 建立 的 最 有 用 的 不 等 式 ， 也 就 是 三 角 不 等 式 ， 在 1.3 节 证 明了 对 任意 实数 
a 及 b，1 a+b1 有 下 面 的 上 党 : 


latbl<lal+lbl. 
R" 中 向 量 的 长 度 扩展 了 实数 绝对 值 的 概念 ， 因 此 下 面 的 不 等 式 是 一 对 数 的 三 角 不 等 式 的 直接 推广 . 
定理 10.7( 三角 不 等 式 ) ”对 R" 中 的 两 个 向 醒 W 及 y， 硼 在 下 面 的 估计 : 


| + vl al (10. 4) 
证 明 如果 对 不 等 式 (10.4) 两 端 平方 ， 显 然 这 个 不 等 式 成 立 ， 当 且 仅 当 
Ne + vl < CHatt ty) (10. 5) 


但 


Im vl = Cu tv ,ut+r) = (UM) +2(MU,V) + CV,V), 


所 以 (10.5) 可 以 改 号 成 


(UN) +26U,7) + vr) < ul +2lullllvl+ (lvll>. (10.6) 
然而 ， 因 为 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 1 《u,v) | 志 上 wv 上 ， 所 以 有 《u,v) 大 je 川 * 负 这 正 是 证 明 
不 等 式 (10.6) 所 需要 的 . 者 


习题 


1. 考虑 R 中 的 两 点 w=(1,， 3，-2) 及 v=(2, 2, 4). 求 w 的 范 数 及 rv 的 范 数 ， 并 证 明 u 和 "是 垂直 的 . 证 明 : 
+ 
2. 当 (x，7y，z) 在 R 的 非 零点 之 中 变动 时 ， 求 
x + 27 +32 
Vr +y +s 
的 最 大 值 . 
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3. 对 于 R" 中 的 点 #， 证明: (a)|w 上 =0 当 且 和 仅 当 w=0， 及 (b) 对 任意 数 a, jaull= 1 al lwjl 
4. 对 R” 中 的 向 量 w 及 v， 证 明 ; 值 等 式 
De owl = dP + vl ~ 2 r). 
证 明 ， 当 n=2 时 ， 该 伍 等 式 等 价 于 三 角 学 的 余弦 定律 . 
$5. 设 w 与 v 是 有 R” 中 的 向 量 ， 证 明 : 


(uv) = eto eol 


该 恒等式 称 为 极 化 恒等式 (Polarization Identity). 

6. 设 u 和 vv 是 R” 中 的 问 重 . 证明; 如 有 果 w=0 或 者 对 某 个 数 we，" = au ， 则 柯 西 -- 施 瓦 茨 不 等 式 变 为 等 式 . 然 
后 证 明道 命题， 如果 1 《ae， py1 =] 川中， 则 或 者 w=0 或 者 对 某 个 数 ,vv = au. 

7. 对 于 正 整 数 n 及 实数 cl ，…，a,， 证明， 


[a, + t+a ls /a + +a. 
8. 设 w=(a, 5) 及 v=(c，d) 是 平面 R* 中 的 非 零 点 ,6 是 顶点 在 0G， 由 0,w 及 "所 形成 的 角 的 绝 度 . 
8. 证 明 : 
上 Ri 下 -Ce = Clullllvlsing). 
b. 上述 等 式 的 左边 用 分 量 表示 得 
| ad -il= | slllslsine| 
c,， 用 (b) 证 明 : 1 ad ~bc172 是 顶点 为 0，w 及 v 的 三 集 形 的 面积 并 且 作 为 推论 ，| ad -bcl 是 以 0,，&， 
Wt+v 及 Vv 为 项 点 的 平行 四 边 形 的 面积 . 
276| 9. 设 # 是 R" 中 的 点 ,假定 上 a#|<1， 证 明 : 如 果 v 在 R" 之 中 且 站 -wl<1 一 wl|， 风 rj <1. 
10. 设 w 是 R" 中 的 点 且 r 是正 数 . 假定 及 中 的 点 ?及 w 与 点 & 的 距离 小 于 r， 证 明 ， 如果 0<<i<1， 则 点 t+ 
(1 -t)w 与 2 的 距离 也 小 于 
11， 对 R" 中 的 点 与 ， 对 R 中 的 :， 用 p(2) = wu +iy 上 定义 函数 p:R 一 R. 证 明 : p(!) 是 只 取 非 负 什 的 二 次 
多 项 式 . 由 此 证 明 此 二 次 多 项 式 的 判别 式 是 非 正 的 . 从 而 为 柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 提 供 了 另外 一 种 证 明 . 
12.、R" 中 的 点 RR ，…，u&, 称 为 规范 正 交 集 (orthonormal set) ， 如 果 对 1 委 5 委 大 ， wll=1 且 如 果 ik， 1 声 


jk,，ixj 时 ，(wu,，u,》=0， 假 定 R" 中 的 w,，…， uw, 是 规范 正 交 集 ， 对 ww =awi +… +aiu,， 证明; 


lol= /De 
13. 给 定 两 个 连续 函数 /: [0，1] 一 RR 及 5: [0， 1] 一 RR， 用 下 面 公式 定义 用 (/，g) 表 示 的 与 & 的 内 积 ， 
V8) = | as(z)dz 


a. 证 明 : 这 个 内 积 具 有 在 命题 10. 2 中 所 列 出 的 R" 中 内 积 的 性 质 . 
b. 仿照 R" 中 点 的 柯 西施 瓦 艾 不 等 式 的 证 明 来 证 明 : 


fea < UA) J do/ f Lacs) de 
10.2 RR" 中 序列 的 收 钱 性 


在 第 2 章 中 我 们 研究 了 实数 序列 的 收敛 性 概念 . 实数 序列 fx, 定义 为 收效 到 实数 x， 如 果 
对 每 个 正 数 和， 存在 自然 数 尺 ， 使 得 
对 所 有 下 标 k 宇 K， 1x-x,|<&. 
将 序列 jz 收效 (converging) 到 zx 表示 为 : 
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limx, = *%, 
称 * 为 序列 |x,| 的 极限 (limit)， 显 然 有 
limzx, = x 当 且 仅 当 lim | xX-x.|=0. (10. 7 ) 

说 到 R" 中 点 的 序列 ， 是 指 由 自然 数 集 到 R" 的 函数 ， 习 惯 上 用 诸如 iw,) 符号 表示 这 样 一 个 
序列 ， 对 每 个 下 标 〖，k 的 酒 数值 是 wu、 如果 4 是 R" 的 子 集 ， 则 4 中 的 序列 是 指 R" 中 具有 如 
下 性 质 的 点 的 序列 {ui1 : 对 每 个 下 标 k，u, 在 4 中， 本 节 的 目的 是 把 实数 序列 收敛 的 概念 推广 
为 R" 中 点 的 序列 的 收 钙 并 建立 这 样 的 序列 的 各 种 性 质 . 

在 10.1 节 ,已 定义 R" 中 两 点 4 及 vy 之 间 的 距离 dist(u, v)， 其 公式 为 


dist(u,v) 三 | 一 a 
在 n=1 及 4 与 v 是 实数 的 情形 下 ， 距离 公式 变 为 
dist(z,v) =1 wuw—-v|, 


所 以 根据 准则 (10.7)， 有 理由 把 收敛 性 概念 推广 如 下 : 

定义 设 {z | 是 及" 中 点 的 序列 且 设 以 是 有 R" 中 的 点 ， 序 列 iju,| 称 为 收 钱 到 妈 ， 如 果 对 每 个 
正教 5， 存 在 自然 数 天 ， 使 得 

对 所 有 下 标 k 之 尺 ， dist(W,,W) < 5. 
遵照 对 实数 序列 所 建立 的 记号 ,如果 wu,| 是 R" 中 点 的 序列 ， 那么 将 fw,| 收 盆 到 点 wu 写成 
limu, = &. 

且 称 w 是 序列 |w,| 的 极限 . 

由 不 等 式 (10.4) 所 述 的 三 角 不 等 式 断 言 两 个 向 量 和 的 长 度 小 于 或 等 于 每 个 向 量 长 度 的 和 . 
把 三 角 不 等 式 改写 成 如 下 同 两 点 之 间 的 距 高 相关 的 等 价 形式 是 十 分 有 用 的 . 

推论 10.8( 三 角 不 等 式 的 另 一 种 形式 ) ”对 于 R" 中 的 点 ww,，V 及 Ww， 


dist(wu,v) < dist(z ,wm) + dist(w,v). (10.8) 
证 明 记 w-v=(w-w)+(w-v)， 由 不 等 式 (10.4)， 
dist(u,v) = a -v= Dw- w) + (Cw -rv)l 
< |w -wit lw -v= dist(u,w) + dist(w,v). 图 


由 收敛 的 定义 推出 ，R 的 序列 |u| 收 钱 于 R" 的 点 &， 当 且 仅 当 实数 序 列 { dist(w;，w) i 收 
敛 于 0， 请 注意 ， 极 限 存 在 则 至 多 一 个 ， 因 为 耕 序列 | 收敛 于 及 w'， 则 由 三 角 不 等 式 ， 对 
每 个 下 标 大 

0 和 distux ) < dist(u ,nu,) +dist(a ,5 ) ， 
从 而 
0 < dist(u ar ) < lim[ dist( wu ,u,) + dist(u,,u')| = 0， 


所 以 dist(u,， wu’) =0 且 因 此 有 w=w'. 
收 钱 序列 的 按 分 量 收 钱 准则 


为 建立 向 量 序列 这 种 推广 的 收敛 概念 的 性 质 ， 宁 可 不 直接 利用 定义 ,而 从 已 经 了 解 的 实数 
序列 的 收敛 性 着 手 是 方便 的 . 在 2.1 节 中 ， 我们 已 经 证 明 实 数 收 化 序列 的 和 、 积 及 商 性 质 ， 我 
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们 还 建立 了 比较 引 理 ( 引 理 2.9)， 这 个 引 理 蕴涵 ， 若 jc 是 非 负数 列 ，f wi 是 R" 中 点 的 序列 ， 
且 w 是 R" 中 这 样 --- 点 ， 和 存在 一 下 标尺 ， 对 所 有 下 标 上 宝 K 有 
dist(W, ,Wu) < c,,， 
于 是 ， 者 limc, =0， 则 
ns 
定义 ”对 下 标 i(1<i<n)， 定 义 第 i 个 分 量 的 射影 函数 p,:R"、，R 是 
对 在 民 ” 中 的 = (uu)， p(wu) = wv.. 
由 此 定义 直接 可 得 
对 R" 中 的 ww， = (pa)，…ps(U) )， 
所 以 R" 中 的 点 完全 地 由 分 量 射 影 消 数 在 该 点 的 值 所 决定 . 
我 们 将 经 常 利 用 射影 函数 的 下 列 线 性 性 质 ， 对 每 个 下 标 i(1<i<n)，R" 中 的 每 一 对 点 8 
及 v 和 每 一 对 实数 a 及 BB， 
pi(lau + Br) = ap,(u) + Bp,(r). 
该 性 质 可 从 和 及 标量 倍数 的 定义 得 到 .还 将 利用 不 等 式 
对 每 个 下 标 认 1 < in)， 1 pi(u)1 < ial， 
这 个 不 等 式 可 从 |wl| 的 借助 于 w 的 分 量 的 定义 推出 . 
定 闵 。 R" 中 点 的 序列 |u| 称 为 按 分 量 收 钱 (converge componentwise ) 到 及" 中 的 点 ww， 如 果 
对 每 个 下 标 i(1 i<n)， 
limp. (us) = p(w). 
定理 10.9( 按 分 重 收敛 准则 ) 设 ijwu,| 是 R" 中 的 序列 而 是 R” 中 的 点 ， 则 |u| 收效 到 上， 
当 且 仅 当 | | 按 分 量 收 你 到 有 
证 明 首先 假定 序列 js 收敛 到 w， 因 定 下 标 区 1 拓 : 和 nm) ， 则 
对 每 个 下 标 不， 0 1 pa) -p(wu) | =| pu -uw) 1 < |u, -ul 
由 于 按 定义 ,实数 序列 {wu -wi 收 合 到 0， 故 可 得 
Oliml p(w) -p(w) ls limlu -ul =0， 
即 序列 1p,(w)|j 收 仑 到 p,(w)， 从 而 序列 |u| 按 分 量 收 敛 到 中 
反之 ,假定 序列 iu,| 按 分 量 收 伍 到 w、， 则 按 定 义 ， 对 每 个 i(1<i<n)， 
limp,(u, -Wu) = 0. 
但 由 收 往 的 实数 序列 的 乘法 及 加 法 性 质 ， 可 得 
limi (p(w -aa)) + e+ (pu, -uu))] =0. 
则 有 
limlu, -ulP = 0、 
因此 由 平方 根 函 数 的 连续 性 得 


limlla -all = 09， 
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即 序列 i | 收 伍 于 六 图 
定理 10.10 诅 {z | 及 jy 是 R 中 的 序列 ， 满 足 |w,| 收 证 到 点 ww，iv,|1 收效 到 点 y， 则 
lim[ ou, +pBv ji = au + Br. 

证 阴 ”由 按 分量 收 全 定理 ， 对 每 个 下 标 (1<isn)， 可 得 
limp,(w) = p(wu) 及 limp,(v,) = PIC) (10.9) 
由 收敛 的 实数 序列 的 线性 性 质 ， 可 得 
lim[ api(w) + Bp(v.)] = api(u) + Bpi(v). 
由 射影 的 线性 性 ， 可 得 
limp. (ou, + Br) = pi(anu + Br). 
从 而 ，j au, +Bw il 按 分 量 收 和 敛 到 aa + By， 所 以 由 按 分 量 收 敛 性 准则 得 ， 序 列 {aw, +Bv,| 收 全 
到 点 an + BY. | 


习题 


1 设 jwu,! 是 R” 中 收 鳃 到 点 & 的 序列 ， 证 明 : 对 R" 中 每 个 点 ?， 
lim Cw, ,v) = (WM,V). 
2. 设 iju,| 是 R" 中 的 序列 而 vw 是 R" 中 的 点 .假定 对 RR 中 每 个 v， 
lim Cm, ,v) = (u,v). 
证 明 ja, 上 | 收敛 到 & (提示 : 对 每 个 下 标 i(1<i<n) 及 R" 中 每 个 ww，p;(w) = <w，e,)， 其 中 ,是 R" 中 这 样 
的 点 : 它 的 第 i 个 分 量 为 1!， 其 他 的 分 量 是 0. ) 
3. 假定 1u,1 是 R* 中 收敛 到 点 4 的 点 的 序列 ， 证 明 : 实数 序列 | 由 收 合 到 | 
4. 假定 1w,| 是 R* 中 收敛 到 点 & 的 点 的 序列 ， 还 假设 对 所 有 上，w ,0 且 w 关 0， 定 文 v = (as 及 = 
(17j|wj)w， 证 明 序 列 jy,| 收 化 到 v. 
5. 假定 ix, 是 R" 中 收敛 到 点 的 点 的 序列 且 上 wj=r >0， 证 明 ; 存在 下 标 K， 使 得 
如 果 大 兰 基 ， 则 ma 人 > 2. 
6. 假定 fu 是 R" 中 收 合 到 点 5 的 序列 . 令 ， 是 R 中 与 每 个 且 正 交 的 点 . 证 明 也 与 & 正 交 ， 
7. 用 R" 中 点 的 和 的 三 角 不 等 式 给 出 定理 10. 10 的 一 个 直接 证 明 . 
.及 中 点 的 序列 wu,| 称 为 柯 西 序列 (Cauchy sequence) ， 如 果 对 每 个 正 数 zs， 存在 下 标尺 ， 使 得 
如 果 上 及 fk, 则 diat(W ay) < 2. 
a. 证 明 : le 是 柯 西 序列 当 且 仅 当 每 个 分 量 序列 是 柯 西 序列 . 
b. 证 明 : R 中 序列 收敛 当 且 仅 当 它 是 柯 西 序列 (提示 : 对 实数 序列 ， 该 命题 已 在 9. 1 节 中 证 明 .) 


10.3 R"” 中 的 开 集 与 闭 集 
集合 的 内 部 


杰 书 前 九 章 专门 研究 一 元 实 变量 实 值 函数 .在 此 研究 中 ， 主 要 讨论 了 定义 域 为 实数 区 间 的 
果 数 ， 在 研究 其 定义 域 为 R* 的 子 集 的 函数 时 ， 先 研究 以 R 中 一 般 的 子 集 为 定义 域 的 函数 是 必 
要 的 ,但 R" 中 不 存在 特别 一 类 能 与 R 中 的 区 间 起 同样 作用 的 子 集 ， 作 为 研究 这 种 粘 数 的 准备 ， 
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在 本 节 将 考虑 R" 中 某 些 特殊 类 型 的 子 集 ， 其 中 有 开 子 集 及 闭 子 集 . 
定义 给 定 民 " 中 的 点 下 及 正 数 r， 称 集 
B(u)= jv ee RI dist(uw,v) < rr 
为 w 的 半径 为 r 的 开 球 (open ball) 
在 n=1 的 情况 下 ，R 中 的 点 4 的 半径 为 r 的 开 球 ， 就 是 开 区 间 |veR |iu-r<v<ut+trl. 
在 n=2 的 情况 下 ，R 中 的 点 & = (x。，Yy6) 的 半径 为 r 的 开 球 ， 就 是 由 平面 R* 中 中 心 在 点 (x。，y,) 
半径 为 的 圆 的 内 部 的 所 有 点 组 成 . 及 与 R 的 开 球 如 图 10. 4 所 示 . 


图 10.4 RR 与 R 的 开 球 


定义 设 4 是 RR" 的 子 集 ，FKR" 中 的 点 WW 称 为 4 的 内 点 (interior point) ， 如 果 存 在 中 的 一 个 开 
球 ， 它 包含 在 4 中 ,4 的 所 有 内 点 的 集合 ， 称 为 4 的 内 部 (interior)， 用 int 4 表示 . 

显然 一 个 集合 的 内 部 包含 在 该 集合 之 中 ， 但 集合 中 可 能 存在 并 非 是 内 点 的 点 并 且 一 个 集合 
可 能 没有 内 点 . 

例 10.11 设 a 与 b 是 实数 ,满足 a<b， 定 义 4 为 区 间 (a, 5b5] =fueR1la<u<bl.， 对 于 
(a, 5) 中 的 点 ww， 定义 +r 是 正 数 4-a 及 bb-u 中 较 小 者 ， 则 B,(u)C(la, 5b]， 于 是 wu 是 4 的 内 
上 局， 为 一 方面 ， 点 了 在 4 中 但 不 是 4 的 内 点 ， 因 为 点 5 的 每 个 开 集 包含 大 于 4 的 点 ， 因此， 
4 的 内 部 是 区 间 (e，2) ， 即 

int (a,b) = (a,b). 条 
例 10.12 设 @O 是 有 理 数 集 ， 则 无 理 数 的 稠密 性 等 价 于 断言 0 没有 内 点 ， 即 in 0= 必 ?， 国 


R 中 的 开 集 


定义 肌 中 的 子 集 4 称 为 在 R" 中 是 开 的 (open) ， 如 果 4 中 的 每 个 点 是 4 的 内 点 ， 即 
int A = 4. 
立即 可 得 R" 是 R" 的 开 子 集 且 空 集 名 也 是 R" 的 开 子 集 ， 进而 ， 如 果 a 与 上 是 实数 ， 满 足 
a<b， 则 由 例 10. 11 的 讨论 知 ， 区 间 (a, 5) = jueR1a<u< 名 | 在 RR 中 是 开 的 .于 是 前 面 对 形 
容 词 开 的 使 用 与 刚才 给 出 的 一 般 的 定义 是 一 致 的 . 


口 记号 乡 表 示 没 有 元 训 的 集合 ， 即 空 集 . 
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命题 10.13 R" 中 点 的 每 个 开 球 在 R"” 中 是 开 的 . 
证 明 设 & 是 R" 中 的 点 而 rr 是正 实 数 ， 考 虚 开 球 B,(w)， 必 须 证 明 B,(w) 中 的 每 个 点 是 
B,(w) 的 内 点 ， 令 v 是 B,(w) 中 的 点 ， 定 义 RR=r -dist(w,v)， 注 意 到 RR 是 正 的 ， 可 断言 
Br(v) C B,(u). (10. 10) 
如 图 10.5 所 示 . 


R=r-dist(u, v) 


图 10.5 当 R=r-din(w, v) 时 , B,(v)GEB,(u) 


事实 上 ， 如 果 we Blv)， 则 
dist(w,v) <R=r- dist(u,v), 
运用 三 角 不 等 式 ， 有 
dist(w,u) < dist(w,v) + dist(v,u) 
< [ro-dist(u,v))] + dist(v,u) = 上 


于 是 包含 关系 (10. 10) 式 成 立 ， 所 以 v 是 B,(w) 的 内 点 . 国 
只 中 的 闭 集 


在 2.2 节 我 们 曾 定 义 R 中 闲 集 ， 这 个 定义 可 扩张 到 R" 中 . 
定义 ”R" 的 子 集 4 称 为 在 RR” 中 是 闭 的 ， 如 果 4 中 的 点 的 序列 ju,1 收效 到 R" 中 的 点 ww， 则 


ueAh. 284 
例 10.14 设 a 与 5 为 实数 ,满足 a<b， 则 区 间 [a, 565] = tueR [a<u<6b| 是 闭 的 .这 是 
定理 2.22 的 内 容 . 国 
例 10.15 定义 
A= |i{(x,y)eRI-l<x<1l,-l<y<1|. 
则 集 4 在 R 中 是 闭 的 、 这 可 以 从 例 10. 14 及 按 分 量 收敛 准 则 推出 . 国 
开 集 与 闭 集 的 余 集 特征 


如 果 4 是 R 的 子 集 ，4 在 R" 中 的 余 集 (complement of A)， 用 R"\ 4 表示 ， 定 义 为 R" 中 不 
属于 4 的 所 有 点 的 集合 ， 即 
R"\A= Ixne R"lIwue 4. 
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给 定 民 " 的 子 集 的 集 族 {4,1,.;， 其 下 标 集 为 S， 由 并 集 、 交 和 集 及 余 集 的 定义 可 得 : 
R*'\MNA=()(R"\A,) 及 RU4= 门 (R 4). 

这 些 公 式 通 常 称 为 德 。 摩 根 定 律 (De Morgan's Law ). 

定理 10. 16( 余 集 特 征 ) R" 的 子 集 是 及 "中 的 开 集 ， 当 且 仅 当 它 在 有 "中 的 余 全 是 有 ”中 的 
闭 集 . 

证 明 设 4 是 R" 的 开 子 集 ， 于 是 4 中 每 一 点 都 是 4 的 内 点 . 所 以 R \ 4 中 的 序列 不 能 收 
敛 到 4 中 的 点 ， 由 此 推出 R"\ 4 中 的 序列 必 收 化 到 R"\ 4 的 点 ， 于 是 R"\ 4 是 R" 中 的 闭 集 . 

反之 ,假定 4 是 R" 中 的 子 集 ,满足 R"\ 4 是 R" 中 的 闭 集 ， 必 须 证 明 4 中 每 一 点 是 4 的 内 
点 ， 设 wu 是 4 中 的 点 ,假定 w 不 是 4 的 内 点 ， 设 上 是 自然 数 ， 则 开 球 B,,,(w) 不 是 4 的 子 集 ， 
所 以 可 选择 一 点 ， 记 为 w,， 使 得 

u, ERA4 且 dist(a ,2 < 1/k. 

于 是 序列 和 u,| 收敛 到 wu. 但 R"\ 4 是 闭 集 ， 所 以 we R"\ 4， 这 一 矛盾 证 明了 w 是 4 的 内 点 国 


开 集 与 闭 集 族 的 交集 与 并 集 

命题 10.17 (i)R' 的 开 子 集 的 集 族 的 并 集 是 Re 中 的 开 集 . 

(ii)R" 的 闭 于 集 的 集 族 的 交集 是 R" 中 的 闭 集 . 

( 昌 的 证 明 假定 O =  O,， 其 中 每 个 O, 是 R" 中 开 子 集 ， 可 以 断言 O 是 开 集 ， 即 O 的 每 一 
点 是 的 内 点 ， 事 实 上 ， 设 we O 〇 ， 则 对 菜 个 se 5, wu e O.， 由 于 ,是 开 集 ， 所 以 必 存 在 4 的 
包含 于 ,的 开 球 ， 因而 这 个 开 球 也 包含 于 JJ Os = O 中 ， 所 以 w 是 O 的 内 点 . 


(二 ) 的 证 朋 假设 C= f 1C,， 其 中 每 个 C, 是 R" 中 的 闭 集 . 则 由 德 。 摩根 律 得 
R"\C=R"\NMNC,=U (R"\C,). 


三 号 


由 (i 让) 及 余 集 特 征 可 推 得 C 是 R 中 的 闭 集 . 国 
开 集 集 族 的 交集 还 是 开 集 并 非 总 能 成 立 ， 例 如 ， 对 每 一 正 整数 上 ， 实 数 区 间 ( -1/%*，1/&) 是 
R 的 开 子 集 ， 可 是 这 个 开 集 集 族 的 交集 是 由 单个 点 0 组 成 的 集合 ， 但 由 单个 点 组 成 的 集合 显然 
不 是 开 集 . 所 以 ， 交 集 不 是 开 集 ， 然 而 ， 以 下 证 明 开 集 的 有 限 (finite) 集 族 的 交集 是 开 集 . 
命题 10. 18 (i)R" 的 开 子 集 的 有 限 集 族 的 交集 是 R" 中 的 开 集 . 
(ii) 开 ”的 闭 子 集 的 有 限 集 族 的 并 集 是 R 中 的 闭 集 . 


(i) 的 证 明 ”假设 对 某 个 正 整 数 上 ，O = 门 O,， 其 中 每 个 O, 是 R* 中 的 开 集 ， 设 “是 加 的 一 
员 .， 如 果 1<isk,，w 属于 O. 而 0, 是 R*" 中 的 开 集 ， 所 以 存在 正 数 +,， 使 得 B, (&) C O,， 定 义 


r=minlr，… ,ri|， 则 7 是正 的 ， 有 旦 点 w 的 开 球 B,(w) 包 含 于 每 个 口中， 因此 包含 于 和 0, = 
OO 中 ， 于 是 w 是 O 的 内 点 ， 因 此 ，O 中 的 每 一 点 都 是 O 的 内 点 ， 所 以 OQ 是 R" 中 的 开 集 . 


欧 几 里 得 空间 R" 203 


(ii) 的 证 明 ”假设 对 某 个 正 整数 4，C = (J C,， 其 中 每 个 C. 是 R" 中 的 闭 集 ， 注 意 到 根据 
德 ， 摩根 定律 ，R"\ C= 门 (R*\ C,)， 由 (i) 及 余 集 特征 可 得 LU C 是 R" 中 的 闭 集 . 


集合 的 外 部 与 边界 


定义 设 A 是 及 "的 子 集 . 

(i)R” 中 的 点 忆 称 为 4 的 外 点 {exterior point)， 如 果 存 在 WW 的 一 个 包含 于 R"\ 4A 的 开 球 . 4 
的 所 有 外 点 的 集合 称 为 4 的 外 部 (exterior) ， 用 ext 4 表示 . 

(ii)R" 中 的 点 称 为 4 的 边界 点 (boundary point)， 如 果 w 的 每 个 开 球 包含 A 中 的 点 也 和 包 
含 不 在 A 中 的 点 ，A 的 所 有 边界 点 的 集合 称 为 4 的 边界 (boundary)， 用 bd 4A 表示 . 

显然 ， 给 定 R" 的 子 集 4 及 R" 中 任意 点 uw， 或 者 存在 4 的 包含 于 4 的 开 球 ， 或 者 存在 w 的 
包含 于 R"\ 4 的 开 球 ,或 者 ww 的 任 一 开 球 ， 它 包含 中 的 点 也 包含 R*"\ 4 中 的 点 而且 这 些 可 
能 性 是 互相 排斥 的 . 这 恰恰 意味 着 R" 分 解 为 下 列 不 相交 集 的 并 集 ，; 


R = intA U ext A U bd A. (10.11) 
由 内 部 、 外 部 及 边界 的 定义 直接 可 以 看 出 ， 如 果 4 是 R" 的 子 集 ， 则 
int A = ext(R"\A4) 且 bdA = bd(R AN A). (10. 12) 


命题 10.19 设 A 是 R" 的 子 集 ， 则 

(i)4 是 R" 中 的 开 集 当 且 仅 当 ANbd 4= 儿 . 

(ii)4 是 R" 中 的 闭 集 当 且 仅 当 bd A4C4， 

(i) 的 证 明 首先 ， 假 设 4 是 R" 中 的 开 集 ， 则 4 = int 4， 于 是 由 于 int 4mnbd 4 = 名， 可 推 得 
ANbd A= 名 .有 反之， 假设 ANbd 4 = 名 ， 则 由 于 ANext4= 放 是 int 4G 4， 由 分 解 (10. 11) 得 ， 
A=int4,， 即 4 是 R" 的 开 子 集 ， 

(二 ) 的 证 明 余 集 特征 断定 ，4 是 R" 中 的 闭 集 当 且 仅 当 R"\ 4 是 及 "中 的 开 集 ， 然 而 ， 册 
(i) 可 得 ，R"\ 4 是 R" 中 的 开 集 当 且 仅 当 (R"\ 4) mbd(R"\ 4) = 名 ， 由 于 bd A=bd(R"\ 4)， 
可 推出 4 是 R" 中 的 闭 集 当 且 仅 当 (R"\ 4)Nbd4= 儿 .由 于 bd ANM(R”*\ 4)= 人 名 当 且 仅 当 
bd A4CA， 这 就 证 明了 (ii). 国 

通过 介绍 称 为 向 卡 儿 积 ( Cartesian product) 的 构造 结束 本 章 ， 该 构造 从 R 的 子 集 构建 RR" 的 
子 集 . 

定义 ”对 每 个 下 标 i， 其 中 1 和 i<n， 设 4, 是 RR 的 子 集 ， 则 4 ，A,，-…，A, 的 苗 证 儿 积 ， 
用 4, xA, Xx… xA, 表示 ， 是 及" 中 由 以 下 公式 所 定义 的 子 集 : 

A, xA,x:… xA. = | = (wu ERI 对 I<i<n,u, € Al. 

如 果 每 个 4, 是 有 界 闭 区 间 1, =[a， 岂 ]， 稍 卡 儿 积 称 为 广义 起 形 (generalized rectangle). 
把 证 明 广 义 和 矩形 是 R" 中 的 闭 子 集 留 作 习 题 ， 事实 上 ，R 中 任意 mn 个 堵 子 集 的 稍 卡 儿 积 在 R" 中 
是 闭 集 . (见习 题 10 及 11.) 
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习题 


1 . 


确定 下 列 R 的 子 集 哪 些 是 R 中 的 开 集 、R 中 的 闭 集 或 既 非 开 集 又 非 闭 集 ， 证 明 你 的 推断 . 
a 4=(0，omo)， 

b. 4=Q ， 有理 数 集 . 

ce A=|IueR| wu >41. 

d. A4=lueR|1w >4). 

e. A=[0, w ). 


. 确定 下 列 R* 的 子 集 4 哪些 是 R 中 的 开 集 、R” 中 的 闭 集 或 既 非 开 集 又 非 闭 集 ， 证 明 你 的 推断 . 


a. A=|wu=(x, y) 1x >Yl. 

b, A=iu=(x, y)ylx +y =1|. 
c. A4=iu=(x, y)1z 是 有 理 数 |. 
d. A=|u=(x, Y) | *>0, y>0|. 


. 设 r 是 正 数 ， 定 义 O= fueR*1 wj >ri. 通过 证 盟 O 中 每 一 点 是 口 的 内 点 证 明 O 〇 是 R" 中 的 开 集 . (提示 : 


对 〇 中 的 w， 定 义 R= wi-r,， 证 明 B,(w) & ©.) 


4. 设 r 是 正 数 ， 定义 = [ue R"| se|sr， 用 按 分 量 收敛 准则 证 明 下 是 闭 集 ， 


5. 设 7r 是正 数 ， 定义 OQ 〇 =twueR"1 wl >r}. 通过 证 明 O 的 补 集 是 R" 中 的 闭 集 证 明 O 是 开 集 . 


和 


12. 


13. 


. 设 r> 是 正 数 ， 定 义 P= jeR' 1 ||uj=ri. 用 按 分 量 收 敏 准则 连同 收敛 的 实数 序列 的 和 与 积 的 性 质证 明 : 


F 是 R” 中 的 财 集 ， 


, 设 4 是 R" 的 子 集 ，w 是 R* 中 的 点 ，4 平移 (translate)w 用 w+4 表 示 ， 定 义 为 


w+Am [w+ulwe Al. 
a 证明; 4 是 开 集 当 且 仅 当 w+4 是 开 集 . 
b. 证 明 : 4 是 闭 集 当 且 仅 当 w+4 是 质 集 . 


. 对 于 正 数 r 和 R" 中 的 点 w， 定 义 A4=B,(w)， 证 明 int A=A, bd A=iveR*| dist(wu, y) =r 及 ext4=1|ve 


R" | disat(w, v) >r|. 


. 设 4 与 8 是 R" 中 满足 AGB 的 子 集 . 


a， 证 明 int AG int B. 

b， bd A4C bd 8 成立 吗 ? 

对 每 个 下 标 :， 其 中 l <ign, 设 为 R 的 财 子 集 . 证 明 ; 笛 卡 儿 积 
F xF x xF, 

是 R" 的 了 团子 集 . 

对 每 个 下 标 上， 其 中 1 和 im， 设 口 ,是 R 的 开 子 集 ， 证 明 ; 币 卡 儿 积 
Ox Ox x 人 OO. 

是 R" 的 开 于 集 . 

对 于 R 的 子 集 4，4A 的 月 包 (closure)， 用 cl 4 表示， 定义 为 
cilA = int A U bd A. 

证 明 : ACclA， 及 A=clAh 当 且 仅 当 A 是 R" 中 的 闭 集 . 

设 4 是 R" 的 于 集 . 

a. 证明 int 4 是 R" 的 开 子 集 . 

b. 用 (sa) 证 明 ext4 也 是 R 的 开 子 集 . 

c. 用 (a) 及 (b}) 连 同 分 解 (10.11) 证 明 bq 4 是 R 的 闭 子 集 . 


第 11 章 连续 性 、 紧 性 及 连通 性 


11.1 连续 函数 和 连续 映射 


回顾 隆 数 /:4 一 RR ,其 定义 域 为 R 的 子 集 4,， 在 4 中 点 x 处 连续 定义 为 : 如 果 当 4 中 的 序 
列 1x,|} 收 化 到 点 x 时 ， 象 序列 {fx,)| 收敛 到 f(x).， 进 而， 函数 f:4 一 R 定义 为 是 连续 的 ， 
如 果 在 它 的 定义 域内 的 每 一 点 是 连续 的 ， 在 第 3 章 讨论 过 这 样 的 函数 ， 在 本 章 ， 将 讨论 形 如 
F:4 一 到” 的 更 一 般 的 函数 ， 其 中 4 是 R" 的 子 集 而 m 和 nn 可 以 大 于 1， 区 分 m=1 及 m >1 的 不 
同情 形 有 时 是 很 有 用 的 : 许多 特别 的 结果 仅 在 m = 1 时 才 成 立 ， 为 强调 这 一 差别 ， 把 一 般 的 函数 
Fh 一 R” 称 为 映射 (mapping)， 而 对 m =1 的 情形 ( 即 值 域 为 R 时 ) 仍 使 用 函数 (function) 这 个 词 . 

定义 设 和 4 是 民 " 的 子 集 . 

(i) 映 射 丰 ;A 一 R" 称 为 在 A 中 点 处 是 连续 的 ， 如 果 当 有 44 中 的 序列 |w| 收效 到 时 ， 象 序 
列 j Pa )| 收 化 到 F(w). 

(ii) 映 射 丰 .A 一 R” 称 为 是 连续 的 ， 如 果 它 在 其 定义 域 的 每 一 点 处 是 连续 的 . 


射影 荡 数 的 连续 性 


命题 11.1 对 于 1<i<n 的 每 个 下 标 i， 第 i 个 分 量 射 影 函 数 p,: R" 一 R 是 连续 的 . 
证 阴 设 w 是 R" 中 一 点 ， 假定 iu,| 是 R" 中 收 合 到 w 的 序列 . 那么 根据 按 分 量 收敛 准则 ， 
lim|p:(wW)! = p(w). 

于 是 淫 数 p,: R' 一 R 在 点 4 是 连续 的 .由 于 w 是 在 R ”中 任意 选择 的 ， 所 以 函数 p,; R" 一 RR 是 
连续 的 . | 

例 11.2 对 (x,y, z) ER ， 定 义 函 数 广 R 一 史 ，g:R 一 有 ,Ah:R 一 由 如 下 : 

fxs7y,2) = x, gg(%yz) = 及 h(x,y,z) = 工 
命题 11. 1 蕴涵 这 三 个 函数 是 连续 的 . 时 


函数 的 和 、 积 与 商 的 连续 性 


先 建立 多 元 实 变量 实 值 明 数 的 替 干 个 结果 ， 再 转 而 研究 一 般 的 上 映射， 从 定理 3.1 的 如 下 推 
广 开 始 . 
定理 11.3 设 4 是 及" 中 包含 点 站 的 子 全 ， 假 定 函 教 尹 :4 一 及 与 g:4 一 有 都 在 点 玉 连 续 ， 
则 对 任意 实数 a 与 B， 了 函数 
Qh +Bg:4 一 及 
在 点 uu 连续， 还 有 积 
h:g:A—R 
在 点 纪 连 续 ， 此外， 如 果 对 所 有 VeEA, g(v) 关 0， 则 


A RR 
8 
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在 点 下 连续 ， 

证 明 设 iu,1 是 集 4 中 收敛 到 点 & 的 序列 ， 由 于 函数 上: 4 一 及 在 点 & 是 连续 的 ， 故 其 象 
序列 i(w,) |) 收 化 到 有 (ww)， 类 似 地 ， 函 数 g: 4 一 R 在 点 4 的 连续 性 冀 涵 序列 1g(w,)| 收 仑 到 
g(W). 由 收敛 的 实数 序列 的 和 、 积 及 商 性 质 ， 可 得 

lim(ah + BE)(u) = (ah + Be)(u), 
lim (hg)(u,) = (hg) (wu), 
. h hh 
lim{ Ym, A Yn). 
tin) = (0) 
这 三 个 极限 最 然 正 是 定理 所 要 证 有 明 的 结论 . | 
例 11.4 定义 函数 六 R 一 及 如 下 : 
f(x,y,2) = %Z +y, (x,y,2) € R’. 


由 于 这 个 函数 可 从 分 量 射 影 旺 数 的 积 与 和 得 到 ， 故 从 命题 11. 1 及 定理 11.2 可 得 该 范 数 是 
连续 的 . 国 


复合 映射 的 连续 性 


给 定 映射 :A 一 R", 如 果 8 是 定义 域 4 的 子 集 ， 则 集 B 在 上 映射 有 :4 一 R 下 的 象 ， 用 
F(B) 表 示 ， 由 姻 下 公式 定义 ; 

F(B)= {ve R"lvy = F(w), 共 中 ww € 81i. 

定理 11.5 设 4 是 R 的 包含 点 如 的 子 集 ,假定 映 射 G:4 一 R” 在 点 ww 连续 ， 设 BB 是 RB” 中 
满足 C(4)C 的 于 策 ， 假 设 映射 囊 ;B 一 BR" 在 点 CUa) 是 连续 的 ， 则 复合 映射 

HeG:A—R 
在 下 处 连续 . 

证 明 设 ifu,| 是 4 中 收 仑 到 点 w 的 序列 ， 由 于 映射 6G:4 一 R" 在 点 w 连续 ， 可 得 象 序列 
1G(w) | 收敛 到 6G(w)， 但 另 一 方面 ，{ 6G(w,)1 是 8 中 收 伍 到 点 G(w) 的 序列 ， 映 射 H:B 一 RR" 
在 点 6G(&) 的 连续 性 蕴涵 序列 {H(G(w))} 收 僵 到 (E(w))， 即 序列 1(H。6) (uw)| 收 合 到 
(HoeG) (wu). 国 

例 11.6 定义 孙 数 /:R 一 R 如 下 : 

Faxiy) =wy+e7 (x,y) e 及 
那么 函数 ./:R 一 R 是 连续 的 .为 说 明 这 一 点 ， 注 意 

f=p pp t+ho (pl'p):R —R, 
其 中 履 :R 一 R 定义 为 h(x).=e'* (xeR). 由 于 连续 映射 的 积 、 和 与 复合 还 是 连续 的 ， 于 是 推 
得 函数 /:R- 一 R 是 连续 的 . 要 
例 11.7 定义 肖 数 /:R" 一 RR 如下， 
fu) = |ull, uw eR'. 

则 苯 数 f:R" 一 R 是 连续 的 . 这 是 因为 

f=ho (pp +t +pp):R —R, 
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其 中 h(x) =Yx,， x 为 非 负 数 ， 由 于 连续 映射 的 积 、 和 与 复合 还 是 连续 的 ， 于 是 推 得 函数 
f/: R" 一 R 是 连续 的 . 


连续 映射 的 按 分 量 连续 准则 


定义 给 定 映 射 天 :4 一 有 及 下 标 i(1<<i<n)， 其 中 4 是 R" 的 子 集 ， 定义 了 另 数 下 :4 一 民 是 
,A 一 R" 与 第 i 个 分 量 射 影 的 复合 ， 称 函数 请 ;A 一 RR 为 映射 下 :4 一 RR" 的 第 i 个 分 量 函 数 ， 于 是 
F{(w) = (F (Wu), ,PF (uu)), wu eh, 

而 映射 下 ;A 一 民 ” 由 它 的 分 量 防 数 表 示 为 
F= (FF ,Ff ):A— R". (11.1) 
例 11.8 设 O 是 R" 中 所 有 非 零 点 的 集合 ， 定 义 映 射 让 ,OO 一 R” 如下: 
F(u) = u/lul, ue oO. 
那么 上 映射 用 分 景 阴 数 的 表示 是 
FE = 《Ze 站 > 及 
在 n=3 的 情形 下 ， 这 个 分 量 表示 可 以 写成 
F(x,y,z2) = [二 一 (%,7,2) € O. 国 
xX +Y +z2 和 十 YY +z xX +Y +z 
正如 在 欧 几 里 得 空间 中 对 序列 的 收 全 有 按 分 量 收 钱 准 则 一 样 ， 对 于 映射 的 连续 性 也 有 下 列 
简单 而 有 用 的 准则 . 
定理 11.9( 按 分 量 连续 准则 ) 设 A 是 R" 的 包含 点 下 的 子 集 ， 考 虑 映射 
FF= (FF ):.A—R", 
则 映射 下 .A 一 R” 在 点 4 连续 当 且 仅 当 它 的 每 个 分 量 吕 数 政 : A 一 RR 在 点 如 连 续 . 
证 明 ”这 个 结果 可 由 按 分 量 站 但 定 理 立即 推出 ， 因 为 如 果 iu} 是 4 中 收 伍 到 点 & 的 序列 ， 
则 象 序 列 |F(w,)| 收 剑 到 F(w)， 当 且 仅 当 对 每 个 下 标 i(1 <<i<n)， 序列 {FF,(w,)|} 收 伍 到 
F.(wu). 国 
按 分 量 连续 准则 给 出 定理 11. 3 的 第 一 个 论断 的 如 下 推广 . 
推论 11.10 设 4 是 R 包含 点 4 的 子 集 ,假定 映射 电 : 4 一 R” 及 G: 4A 一 R” 都 在 点 wu 连 
续 ， 则 对 任意 实数 aw 及 有， 了 映射 
afH + BG:A— RR" 


在 ww 处 连续 
证 明 ”如 果 注 意 到 对 每 个 下 标 i 浊 1<i<n)， 有 映射 rH +BG: 4 一 R” 的 第 i 个 分 晤 函数 是 aH. + 
BCG,:4 一 R , 则 要 证 的 结果 可 从 核 分 量 连 续 准 则 及 定理 11.3 得 到 . | 


映射 连续 的 s-5 准则 


在 3. 1 节 ， 对 于 一 元 实 变 量 实 值 晒 数 ， 我 们 借助 于 收敛 序列 定义 了 一 点 的 连续 性 ， 在 3.5 
节 介 绍 了 在 一 点 连续 的 “es-8" 准 则 ， 并 证 明了 空间 借助 于 收 伍 序列 定义 的 连续 性 是 等 价 的 ， 这 
便 是 定理 3.20. 把 它 的 证 明 几 乎 逐 字 逐 句 扩展 到 作为 一 般 函 数 的 映射 上 ， 对 下 述 定理 提供 证 
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明 ( 习题 12). 
定理 11.11 设 A4 是 及" 的 包含 点 的 子 集 ， 则 下 面 关于 映射 下 :4 一 RR” 的 两 个 推断 是 等 
价 的 : 
(i) 里 射 丰 :A 一 RR” 在 点 WW 连续 ， 即 对 A 中 的 序列 | nu,1， 
若 lim dist(w4,u) =0， 则 lim dist(F(u),F(u)) =0. 
(ii) 对 每 个 正 数 <， 存 在 正 数 65， 使 得 对 ve 人 4， 
如 果 dist(v ,wn) < 5， 则 dist(F(v),F(u)) < e. 
在 一 点 上 连续 的 s-6 准则 如 图 11. 1 所 示 . 
Ra Rm 


@ | 


图 11.1 在 一 点 上 连续 的 -6 准则 


连续 性 的 最 后 一 个 准则 : 开 集 的 逆 象 是 开 集 


映射 在 一 点 连续 的 上 述 特征 导出 定义 域 为 R" 的 开 子 集 的 映射 在 整个 定义 域 上 的 连续 性 的 
如 下 有 用 特征 . 
定理 11. 12 设 O 是 R" 的 开 子 集 ， 考 虚 映 射 户 ， 中 一 民 "， 则 下 面 的 推断 是 等 价 的 ， 
(i) 映 射 丰 ;OO 〇 一 R" 是 连续 的 . 
(证 ) 当 V 是 R" 的 开 子 集 时 ，『"(V) 是 R" 的 开 子 集 . 
证 明 ”首先 ,假定 (i 让) 成 立 设 V 是 R” 的 开 子 集 ， 要 证 (VV) 是 R* 的 开 子 集 ， 根 据 定 
义 ， 这 意味 着 (VY) 中 每 一 点 是 内 点 ， 设 ww 是 (VV) 中 的 点 ， 则 Fl(w) 属 于 V， 而 VV 是 R” 中 
的 开 子 集 ， 所 以 存在 某 个 正 数 。, 使 得 B,(F(wu))CvY， 由 于 映射 ;OO 一 R" 在 点 w 是 连续 的 ， 
故 由 定理 11. 11 所 提供 的 关于 连续 性 的 “se - 5” 特征 可 知 ， 能 选择 正 数 5， 使 得 
如 果 v 在 内 有明 dist(yv,u) < 5, dist(F(v) ,FC(u)) < 2， (11.2) 
然而 ,根据 假定 ， 集 © 是 R" 中 的 开 子 集 ， 所 以 可 以 选取 小 于 5 的 正 数 r， 使 得 B,(w) CO， 从 
(11.2) 可 得 
， F(B(u)) CB(F(u)) ETY， 
295| ”从 而 B,(w)CF"'(V)， 所 以 4 是 FF '(V) 的 内 点 . 
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为 了 证 明 相 反 的 结论 ， 假 定 ( 主 ) 成 立 ， 设 w 是 巴 中 的 点 ， 为 证 明 映 射 天，O 一 R 在 点 w 连续 ， 


要 验证 定理 11. 11 推断 的 连续 性 的 “es-6 特征 ， 设 。>0， 开 球 是 R” 的 开 子 集 ， 所 以 B,(F(w)) 在 
R” 中 是 开 子 集 ， 由 (二 ) 可 得 ，F…(B,(F(w))) 在 R" 中 是 开 子 集 ， 于 是 属于 FF '(B,(F(w))) 的 w 
是 FF-(B,(F(W))) 的 内 点 ， 所 以 可 以 选择 满足 B,(w) GF (B,(F(4))) 的 正 数 5， 这 意味 着 
F(B,(u)) CB.(F(u)). 于 是 映射 O 一 R" 满足 在 点 w 连续 性 的 “e-5" 特征. 图 


集合 是 开 集 或 财 集 的 准则 


推论 11.13 设 函 数 太 R 一 展 和 连续， 令 c 为 实数 ， 则 全会 
geRIIAa<ccl 和 lueR’|flu) >cel 
是 R" 中 的 开 集 .而 集合 
Iune Rliflu}<e!l 和 {ue R"!|f(u)>cl 
是 及 " 中 的 闭 集 . 
证 明 ”注意 到 集合 jveR 1v<c) 与 fveR 1v>c| 都 是 RR 中 开 集 ， 由 定理 11. 12 所 推断 的 
连续 性 的 特征 可 知 ，|weR" 1 /Awu) <cl 和 {weR"1f(w) >ci 都 是 R" 中 的 开 集 . 但 是 注意 
[zeR IAA)yZcel=RVieeR Ia < ec 
及 
[xxeR INARa<scl=R VigER ERA) > cect, 
所 以 由 集合 的 开 性 与 闭 性 的 互 余 特 征 可 知 iweR i1f(w)<c} 和 iweR"1 fu) 之 c| 都 是 R" 中 的 
闭 集 . 国 
例 i1.14 定义 
O= |(x,y,z) ee Rt2x+3y+4z >0|. 
则 @ 是 R 的 开 子 集 ， 这 可 以 从 推论 11. 13 推出 ， 只 要 注意 由 
f(xsy,z) = 2xr + 3y +4z, (x,y,2) eR 
定义 的 蚂 数 f:R 一 R 是 连续 的 . 国 
例 11i.1S 选 定 正 数 a 及 bb， 其 中 a<b， 定 义 
O©O= {ue Rla < |ul< 6b}, 
则 O 是 R" 的 开 子 集 ， 这 可 以 从 推论 11. 13 推出 ， 只 要 首先 注意 ， 由 于 由 
flu) = lull, ws 有 
定义 的 函数 /:R" 一 及 是 连续 的 ， 所 以 jzeR"l jul >al 与 iweR"1 wl <6| 都 是 R" 的 开 子 集 . 
因此 O 作 为 这 两 个 集合 的 交集 ， 当 然 也 是 R" 的 开 集 . 国 


习题 


1. 定义 函数 F:R 一 RR 如下: 
f(xy) = cos(x +y) +xy, (x,y)eR’. 
证 明 : AR 一 R 是 连续 孔 数 . 
2. 定义 中 = |(*，y，z) e 到 (xz，7y，z) 天 (0，0，0)| ， 再 定义 函数 广 〇 一 R 如 下 : 


[296|] 
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这 


f(x,y,.2) = 一 


x ty + 
证 明 : 函数 六 OO 一 及 是 连续 函数 . 
3. 在 R 中 国定 一 点 "”， 和 定义 函数 /:R 一 R 如 下 : 
f(u) = (uv), ueR'. 


(x,Y,2) E OO. 


证 明 : 号 数 /:R" 一 R 是 连续 肾 数 . 
4. 假定 函数 /:R" 一 RR 是 连续 函数 ， 且 当 R" 中 的 点 & 至 少 有 一 个 有 理 分 量 时 f(wuw) >0. 证 明 : 对 所 有 的 ueR"， 

fl(u)>0. 
5. 利用 推论 11. 13 证 明 下 列 每 一 个 集合 是 R 中 的 开 集 : 

a. |(x，y) ER 17y>01. 

b. |(x, y)eR’ | x /SsS+y/4<1|. 

c. |1(x，7) ER ly>x|. 

d, |(x, y)eR’|ll<x +y <21. 
6. 假定 函数 广 R 一 及 与 5:R 一 R 孝 是 连续 函数 证明: 集合 lueR" "1 fw) =g(u) =0| 是 R* 中 的 闭 集 ， 
7. 设 O 是 R" 的 开 子 集 ， 假 定 画 数 广 CO 一 R 是 连续 男 数 .如 果 a 与 训 基 满足 ae<b 的 数 ， 证 明 : 集合 

lu e Ola < flu) < 6b| 

是 R 中 的 开 集 . 
8. 证 明 : 集合 jwsR 1 4,>0| 是 R" 中 的 开 集 . 
9. 用 推论 11. 13 证 明 : 如 果 w 是 R" 中 的 点 而 7 是正 数 ， 则 集合 jyeR"1 dist(w，y)<rj 是 R" 中 的 闭 集 . 
10. 设 O 是 R" 中 的 开 集 ， 假 定 隐 数 广 OO 一 及 是 连续 蚁 数 ， 再 假定 z 是 中 满足 fw) >0 的 点 ， 证明: 存在 ww 的 

开 球 B， 使 得 对 所 有 ve B, f(r) > 九 &)7/2， 
ili. 设 A 是 及 "的 子 集 ， 集 合 4 的 特征 函 教 (characteristic function) f.R" 一 民 定义 为 : 
] 如 朵 站 E 直 
fu) = | 
如 果 志 A. 
证 明 : 这 个 特征 轴 数 在 4 的 每 个 内 点 及 4 的 每 个 外 点 是 连续 的 ， 但 在 4 的 每 个 边界 点 不 连续 . 


12. 证 明定 理 11. 11、( 提 示 ; 在 定 更 3. 20 的 证 明 中 ， 用 两 点 间 的 距离 代替 两 数 闫 的 绝对 值 . ) 
13. 不 引用 按 分 量 连 续 准 则 对 推论 11. 10 给 出 一 个 直接 的 证 明 . 


11.2 列 紧 性 、 极 值 和 一 致 连续 性 


在 2.4 节 ， 我 们 对 实数 集 引 人 了 列 紧 性 这 一 概念 .一 个 实数 集 $ 定义 为 列 紧 的 ， 如 果 5 中 
的 任何 序列 有 一 个 收 全 于 5S 中 一 点 的 子 序列 . 我们 证 明了 闭 的 有 界 区 间 是 列 紧 的 ， 这 一 结果 称 
为 列 紧 性 定理 (定理 2. 36). 

在 3.2 节 证 明了 极 值 定理 (定理 3.9), 人 它 断 言 定义 在 闭 的 有 界 区 间 上 的 连续 渔 数 有 最 小 值 
和 最 大 值 ， 在 3.4 节 引入 了 一 致 连续 性 概念 并 证 明了 定理 3.17， 它 断言 定义 在 有 界 闭 区 间 上 的 
连续 函数 是 一 致 连续 的 ， 事实 上 ， 检 查 一 下 定理 3.9 与 3. 17 的 证 明 可 揭示 ， 这 两 个 定理 中 使 
用 的 有 界 闭 区 问 的 唯一 性 质 是 列 紧 性 ， 在 第 3 章 中 ， 我 们 无 需 去 追求 这 一 点 ， 但 是 现在 我 们 处 
在 多 元 陋 数 范围 和 内， 提出 列 紧 性 是 有 用 的 .在 本 节 的 第 一 个 目标 是 对 R* 中 的 子 集 引 入 列 紧 性 
这 一 概念 。 并 证 明 R" 的 子 集 是 列 紧 的 当 且 仅 当 此 子 集 是 有 界 闭 的 ， 第 二 个 目标 是 证 明 ， 对 R" 
的 列 曲子 集 上 定义 的 连续 了 瀣 数 ，(i) 有 最 小 值 和 最 大 值 ，(i) 是 一 致 连续 的 . 
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R" 的 列 紧 子 集 


给 定 R" 的 序列 和 x,| 和 自然 数 的 严格 递增 序列 1x, | ， 序 列 1x, | 称 为 1x,| 的 于 序列 ， 注 意 ， 


如 果 序 列 1x;| 收 化 于 R" 中 的 点 x， 则 xi1 的 任 一 子 序列 1x, | 也 收 傅 于 x， 因 为 这 一 性 质 前 面 已 
对 实数 序列 建立 ， 所 以 如 果 limdist(x;,，x) =0， 则 limdist( zs， x) =0. 

定义 设 A 是 R" 的 子 集 ， 称 A 是 列 紧 的 ， 如果 4 的 任 一 子 序列 收效 于 及 中 的 点 . 

列 紧 性 定理 (定理 2.36) 渐 言 : 如 果 a 与 上 是 实数 且 s<b， 则 有 界 闭 区 间 [a，2] 是 列 紧 的 . 
这 对 刻画 R" 的 列 紧 子 集 是 有 用 的 . 首先， 给 出 R 的 子 集 是 列 紧 的 两 个 必要 条 件 . 

定义 ”R" 的 子 集 4 称 为 有 界 的 ， 如 果 存 在 一 数 内 ， 使 得 对 4 中 所 有 点 2， 有 

alls 好， 

定理 11.16 R" 的 列 紧 子 集 是 R" 的 有 界 闭 子 集 . 

证 明 设 4 是 R" 的 列 紧 子 集 、 首 先 证 明 4 是 R" 中 的 闭 集 ， 没 ju1 是 4 中 收敛 到 点 & 的 序 
列 (w eR")， 则 ui 的 每 个 子 序列 也 收敛 到 w， 根 据 列 紧 性 的 定义 ， 某 个 子 序列 收敛 到 4 中 的 
点 ， 于 是 w 属于 4， 从 而 4 是 闭 集 . 

为 证 明 4 是 有 界 的 ， 使 用 反 证 法 . 假定 4 不 是 有 界 的 ， 则 对 每 个 自然 数 k， 下 式 不 成 立 : 

对 4 中 所 有 点 uw， | zl 到 天 
所 以 可 在 4 中 选 到 一 点 ， 记 为 u,， 使 得 |u, 上 >k， 由 于 4 是 列 紧 集 ， 序 列 |u| 的 子 序列 |u| 收 
合 到 属于 4 的 某 点 u. 但 
对 所 有 正 整数 j， ju, > 之 

因此 实数 序列 | 上 iw, 上 是 无 界 的 但 收敛 到 w 的 范 数 ， 然 而 我 们 已 经 证 明 实数 收 和 敛 序列 的 性 质 之 
一 是 这 样 的 序列 有 界 ， 于 是 得 到 矛盾 .因此 4 是 有 界 的 . 是 

R" 的 子 集 4 是 列 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 4 为 R" 的 有 界 闭 集 . 为 证 明 充 分 性 ， 下 面 的 定理 
是 全 关 重 要 的 

定理 11.17 有" 中 每 个 有 界 序列 有 收效 的 子 序列 . 

证 明 ”用 归纳 法 证 明 .， 当 n=1 时 显然 就 是 定理 2. 33 的 推断 . 

现 假定 n 是 正 整 数 且 R" 中 每 个 有 界 序 列 有 收 钱 的 子 序 列 ， 要 证 R"* 中 每 个 有 界 序列 有 收 
铺子 序列 . 

设 iu,} 是 R"* 中 的 有 界 序列 ， 固 定 正 整数 k， 定 义 x, 是 wu, 的 最 后 一 个 分 量 ， 记 

UU, = (VX), 

其 中 内 是 R" 中 的 点 ， 对 于 下 标 :1<i<n)， 它 的 第 i 个 分 量 等 于 w 的 第 i 个 分 量 . 于 是 定义 
了 两 个 序列 ， 实数 序列 jx,| 及 R" 中 的 序列 [ww 

1»v,1} 是 R" 中 有 界 序列 ， 而 1x,1 是 有 界 实数 序列 ， 根据 妇 纳 假设 ，}fw | 的 子 序列 收敛 到 R" 
中 的 点 v，1x,| 相应 的 子 序列 本 身 又 有 子 序 列 收 钙 到 实数 x. 由 按 分 量 收敛 准则 得 ，|w,| 的 与 
最 后 这 个 子 序列 相应 的 子 序列 收 伍 到 R"” 中 的 点 w= (v，x). 

数学 归纳 法 原理 蕴涵 了 本 定理 对 每 个 正 整 数 n 成 立 . 国 
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定理 11. 18( 列 紧 定 理 ) ”FR" 的 子 集 是 列 紧 的 当 且 仅 当 它 在 R” 中 是 有 界 闭 的 . 

证 明 ” 首先， 按照 定理 11.16，R" 中 每 个 列 紧 子 集 是 R" 中 的 有 界 闭 集 . 

为 证 明 其 道 ， 设 4 是 R" 中 的 有 界 闭 集 ， 假 定 j sj 是 4 中 的 序列 ， 由 于 序列 1w,| 是 有 和 寞 的 ， 
从 定理 11. 17 可 得 ， 存 在 |u| 的 子 序列 1w,1 收 全 到 BR" 中 的 点 w, 但 |u| 本身 是 4 中 的 序列 ， 
由 于 4 是 闭 集 ，w 属于 集 4， 所 以 4 是 列 紧 集 . 图 

上 面 列 紧 定 理 通常 称 为 波 尔 查 诺 - 笋 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 

回忆 R" 的 子 集 1 是 个 有 界 团 区 间 的 笛 卡 儿 积 称 为 广义 矩形 . 

推论 11.19 及 的 广义 矩形 是 列 紧 的 . 

证 明 设 了 是 广义 矩形 ， 依 归 上 面 定 理 ， 只 要 证 了 是 列 紧 的 ， 因 此 必须 证 明 工 是 民 "的 有 界 
闭 集 ， 由 定义 ,广义 矩形 是 = 个 实数 的 有 界 闭 区 间 的 笛 卡 儿 积 .首先 ,证 了 是 有 界 的 .由 于 实 
数 的 有 界 闭 区 间 是 有 界 的 ， 故 可 选 M>0， 当 1<isn 时 ,着 实数 4 是 1 的 第 i 个 边 上 的 值 ， 则 
1 u1 和 有 这样 对 所 有 在 1 中 的 &， 


l= Vu tt + + < YnM, 

所 以 了 是 有 界 的 ， 另 一 方面 ， 我 们 已 证 明 实 数 的 有 界 闭 区 间 在 R 中 是 闭 的 ， 由 按 分 其 收 化 准则 
知 , I 在 R" 是 用 的 . 国 

下 面 讨论 定义 域 为 R" 中 列 紧 子 集 的 连续 映射 . 

定理 11.20 设 A 是 R" 的 子 集 ， 假 定 映 射 收 4 一 RR” 是 连续 的 如果 定义 域 4 有 是 列 紧 全 ， 
则 象 下 (A) 也 是 列 紧 集 . 

证 阴 设 iwu,| 是 (4) 中 的 序列 ， 对 每 个 正 整 数 上 ， 选 择 4 中 的 点 vy,， 满足 w, = FR(v,)， 由 于 
4 是 列 紧 集 ， 故 存在 子 序 列 iv, 收敛 到 4 中 的 后 六 但 映射 :4 一 R" 在 点 v* 是 连续 的 ， 于 是 
fw | = | FCOy, )|1 收 敛 到 (4) 中 的 Fv)， 因 此 (4) 中 每 个 序列 有 收敛 到 (4) 中 的 点 的 子 序 列 . 
根据 定义 ， 这 意味 着 (4) 是 列 紧 集 . 用 

引 理 11, 21 R 的 每 个 非 空 列 紧 子 集 有 最 小 数 和 最 大 数 . 

证 明 设 4 是 R 的 列 紧 于 集 . 按照 定理 11.16, 集 4 是 RR 中 的 有 界 闭 集 ， 由 于 4 有 界 ， 根 据 
R 的 完备 性 公理 ，4 有 最 小 上 界 ， 用 b 表示 4 的 最 小 上 界 ， 于 是 对 一 切 xse4，x 关 上 ， 另 一 方面 ， 
如 果 上 是 任意 正 整 数 ， 则 b 一 17k 不 是 4 的 上 弄 ， 所 以 可 选 A 中 的 一 点 ， 记 为 和 ， 则 有 上 -1 < 
x,; 志 $b。， 册 比较 引 理 可 得 ， 序 列 {x,i 收敛 到 5， 但 4 是 R 的 团子 集 ， 所 以 5 属于 A、 于 是 数 5 是 
4 的 最 大 数 . 

以 最 大 下 界 (greatest lower bound ) 代替 最 小 上 界 (ieast upper bound) ， 可 类 似 地 证 明 4 的 最 
小 数 的 存在 性 . 国 

定理 11. 22( 极 值 定理 ) 设 4 是 R" 的 非 空 列 紧 子 集 ,， 假定 函 教 /:4 一 民 是 连续 的 。 则 函数 
f:4 一 RR 取 到 最 小 值 和 芭 大 值 . 

证 明 由 定理 11. 20 可 得 象 /(4) 是 列 紧 集 ， 根 据 引 理 11.21,f(4) 有 最 小 数 和 最 大 数 . 国 

推论 11.23 设 /:1->R 是 定义 在 R" 的 广义 算 形 上 的 连续 函数 ， 则 f:1 一 R 取 到 最 大 值 及 最 
小 值 . 

证 朋 从 极 值 定理 和 推论 11. 19 立即 可 得 证 明 ， 推 论 11. 19 断言 广义 矩形 是 列 紧 的 . 国 
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定义 ”R" 的 一 个 非 空子 集 4 称 为 具有 极 值 性 质 ， 如 果 任 一 连续 函数 A: 玉 一 只 都 有 最 小 值 
与 最 大 值 . 

定理 11. 22 断言 RR” 的 非 空 的 列 紧 子 集 具 有 极 值 性 质 ， 事 实 上 ， 这 也 是 唯一 具有 此 性 质 的 
R "的 子 集 . 

定理 11.24 R" 非 空子 集 有 极 值 性 质 当 且 仅 当 它 是 列 紧 的 . 

证 上 明 设 A 是 R" 的 非 空子 集 ， 若 4 是 列 紧 的 ， 则 由 定理 11.22 知 ， 它 有 极 什 性质， 现 证 
其 逆 ， 假 设 4 有 极 值 性 质 ， 要 证 4 是 列 紧 的 ， 由 定理 11. 18， 只 和 项 证 4 是 有 界 财 的 ，、 先 证 它 有 
界 . 事实 上 ， 定义 连续 函数 g:4 -一 尺 为 g(wu) =j|ull(we4). 由 于 4 有 极 值 性 质 ， 这 个 函数 有 
最 大 值 ， 因 此 它 有 上 界 ， 故 集 4 是 有 界 的 .现在 证 明 4 是 闭 的 ， 事实 上 , 设 iv,| 是 4 的 一 个 序 
列 ， 它 收 化 于 R" 的 点 vy， 我 们 必须 证 明 v 属于 4. 为 此 定义 连续 孙 数 :4 一 民 为 h(w) = 
wvi(nweA)， 选取 4 中 点 ww,， 它 使 得 h 取 极 小 . 由 于 limdist(v,， ”) =0， 故 

h(nu.,.) = infth(A) = 0. 
从 而 | . -=0， 所 以 vv = ， 因 此 ， 属 于 4. 加 


一 致 连续 性 


回想 为 证 明 连 续 函 数 /: 【a, 5] GR 一 R 是 可 积 的 ， 我 们 需要 证 明 每 个 这 样 的 函数 是 一 致 
连续 的 ， 在 多 元 陋 数 的 积分 研究 中 ， 和 需要 类 似 的 结果 . 

其 次 一 个 欧 几 里 得 空间 间 的 映射 的 一 致 连续 性 概念 也 是 需要 的 ， 以 建立 多 元 函数 积分 的 换 
元 公式 . 

定义 设 A 是 R" 的 子 集 、 映射 :4 一 R” 称 为 一 致 连 续 的 ， 如 果 4 中 的 序列 |w,| 和 [v1 满足 


lim dist(wu,,r,) = 0, 


lim dist( F(w,) ,F(v,)) =0. 


显然 ， 一致 连 续 上 映射 是 连续 的 ， 事 实 上 , 假设 Ff， 4 一 R” 是 一 致 连续 的 ， 设 1u,1 是 4 中 收敛 
于 4 中 点 4 的 序列 ， 对 每 个 下 标 k， 令 Vu， 可 见 limdit(w,，Y) =0， 由 一 致 收敛 性 定义 ， 
limdiat( Flu), FlY,)) =0, 即 象 序列 |F(w)|1 收 合 于 F(w)， 因 而 让 :4 一 R” 连续 .正如 我 们 在 
一 元 实 变 量 渍 数 的 情形 中 看 到 的 ， 连 续 上 映射 未 必 是 一 致 连续 的 ， 但 是 连续 映射 车 其 定义 域 是 列 紧 
的 ， 则 它 是 一 致 连续 的 ， 我们 把 这 一 结果 的 证 明 留 作 习 题 ( 习 题 $) ， 因 为 这 个 证 明 只 需 对 定理 3. 17 
提供 的 证 明 稍 作 修 改 即 可 ， 而 定理 3. 17 是 一 种 特殊 情况 ， 即 它 是 定义 域 是 实数 有 界 闭 区 间 的 函数 . 

定理 11i.25 4 是 及 "的 子 集 ， 假 设 映 射 下 :4 一 只” 是 连续 的 . 车 定 义 域 4 是 列 紧 的 ， 则 映 
射 丰 A 一 R ”是 一 致 连 续 的 . 

推论 11.26 连续 映射 f;:I 一 R 定 义 在 RR" 的 广义 矩形 了 上 是 一 致 连续 的 . 

证 明 证 明 立 即 可 由 上 面 的 定理 与 推论 11. 19 得 到 ， 后 者 断言 广义 矩形 是 列 紧 的 . 上 

正如 映射 在 一 点 的 连续 性 的 ae-6 准则 是 等 价 于 在 一 点 上 连续 性 的 序列 准则 ， 我 们 也 有 下 述 
映射 的 一 致 连续 性 的 e-5 准则 ， 它 是 定理 3. 22 的 直接 推广 ,证 明 留 作 习 题 . 
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定理 11.27 映射 让 ,A 一 R" 定义 在 R" 的 子 集 4 上 ,下 述 两 个 断言 是 等 价 的 : 
(i) 映 射 下 ;4 一 R 是 一 臻 连续 的 ， 即 对 4 的 两 个 序列 ju,| 和 1v,1， 
若 limdist( wi ,vi) =0， 则 limdist(F (mu.) ,FT(Y,)) = 0. 
(ii) 对 任 一 正 数 6， 存在 正 数 ， 使 得 4 中 任 两 点 下 和 P， 
303 基 dist(z yy) <G， 则 dist(F(wu),F(v)) < 2 


习题 


1. 确定 下 列 R 的 哪 一 个 子 集 是 列 紧 集 .证明 你 的 结论 . 
alxze[0,，1]1x 是 有 理 数 |， 
b. IxeR| x: >xfl. 
ec. lxeRl|le -2 和 2|， 
. 设 & 是 R" 中 一 点 ， 令 是正 数 , 证 明 : 集合 
IPeR Idistw,y) Sr) 


ta 


是 紧 集 . 
. 证 明 : R" 的 开 球 是 有 界 的 . 
. R" 的 开 球 能 是 列 紧 的 吗 ? 
. 检查 定理 3. 17 的 证 明 ， 把 两 点 的 差 的 绝对 值 替换 成 两 点 的 距离 来 证 明定 理 11. 25. 
. 设 4 是 R* 的 子 集 ， 且 设 函 数 /:4 一 R 是 连续 的 . 
a.、 著 4 有 界 , 则 成 4) 有 界 吗 ? 
b. 若 4 是 闭 的 ， 风 所 4) 是 闭 的 吗 ? 
7. 假设 消 数 f:R" 一 屎 是 连续 的 且 对 R* 中 任 一 wx， 有 f(w) 之 上 wj 证明: f”([0，1]) 是 列 紧 的 . 
8. 设 4，B 是 的 列 紧 于 集 , 定义 KK=|(x, 7Y)eR 1xe4, ye8B8l. 证 明 上 是 列 紧 的 . 
9. 设 4 是 R* 的 列 紧 子 集 ， 且 设 ? 是 R*\ 4 中 一 点 , 证明: 对 4 的 所 有 2a， 存 在 一 点 u 属于 集 4， 使 得 
dist(Wo ,yp) E dist(u,v). 


一 


Wo 是 否 唯一 ? 
10. 映射 F:R* 一 R” 称 为 利 普 希 菊 映射， 如 果 存 在 数 C， 使 得 对 R" 中 所 有 与 v， 
disatC F(u) ECOP)) € Cdist( wv). 
数 C 称 为 此 映射 的 利 普 希 艾 常数 ， 证 明 : 利 普 希 茨 映射 是 一 致 连续 的 ， 
11. 证 明定 理 11. 27. 


"11.3 顺 向 连通 性 与 介 值 定理 


在 3.3 节 中 ， 定 义 R 的 子 集 4 是 凸 的 ， 如 果 点 4 有 点 uv 且 za<p， 则 整个 区 间 [u，?] 包 

含 于 4h 中 .我 们 证 明了 实数 集合 是 西 的 当 且 仅 当 它 是 个 区 间 .， 我 们 证 明了 表述 在 定理 3.14 中 
的 介 值 定理 ， 它 断言 : 车 /是 区 间 且 卫 数 :1 一 R 是 连续 的 ， 则 象 儿 站 也 是 个 区 间 .， 本 节 研 究 R" 

的 子 集 4， 称 它 为 顺 向 连通 的 (pathwise-connected)， 证明 一 个 连续 函数 的 定义 域 是 顺 向 连通 的 ， 
则 它 的 象 是 区 间 . 

下 面 把 凸 性 这 一 概念 自然 地 推广 到 R" 的 子 集 上 . 

定义 ”R" 的 子 集 4 称 为 凸 的 (convex)j ， 如 果 w 与 v 属于 A4， 副 线段 tw + (1 -i 人)v1l Otel1| 
包含 于 4 中 . 

例 11.28 设 & 是 R" 的 一 点 ，r 为 正 实数 ， 则 开 球 六 (xz) 是 凸 的 ， 为 看 到 这 一 点 ， 斌 ?与 多 
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是 B,(&) 中 的 点 ， :为 实数 且 0<i<1， 我 们 将 证 明 (1 -w+te 属于 如 (aa) ， 邵 
[I -ev+rtiw -ull<r. 
事实 上 ， 由 于 
(1 -i})v+iw -wu = (1 -tyv-u) +i(w—u), 
由 三 角 不 等 式 推出 
| -iv+ew -ul= | -Cv -wu) +iw—u))| 
< | -Cr -wllt lcw -ai 
= (1 -Dr -wa)l+t tw — a) | 
< (1 -tit)r+tir 
= , 本 
例 11.29 对 1 过 5 和 2， 设 了 是 实数 的 区 间 ， 则 币 卡 儿 积 
A=1% xi,x-:.… xI 
是 R" 的 一 个 凸 子 集 ， 事实 上,， 设 xz 与 属于 4 且 0<t<1， 则 对 1 二 < 二 nn，p[i+(l1-i)vl= 
tp(W)+(1-t)p(v) 属 于 I， 因为 p,(w),， p(yv) 属 于 1,， 且 1 是 实数 的 凹 集 ， 这 样 tw + 
(1 -tv 属于 A. 国 
虽然 凸 性 是 实数 区 间 这 一 概念 的 自然 扩充 ， 但 还 有 更 一 般 的 有 用 的 概念 ， 称 为 师 向 连通 性 
( pathwise connectedness )， 为 此 需要 先 引 进 参 数 化 路 径 这 一 概念 ， 
定义 设 a, 了 是 实数 且 a<b， 则 连续 映射 7Y: [a,，48] 一 R" 称 为 参数 化 路 径 (parametrized 
path). y: [a, 5656] 一 R" 的 定义 域 称 为 参数 空间 (parameter space) ，?y 的 象 称 为 路 径 (path). 305 
参数 化 路 征 如 图 11.2 所 示 . 


图 11.2 参数 化 路 径 


区 别 路 径 和 参数 化 路 径 是 重要 的 ， 路 径 是 R" 的 子 集 ， 而 参数 化 路 径 则 是 映射 . 此 外 ， 任 
一 路 径 可 以 是 多 个 不 同 的 参数 化 路 径 的 象 . 
例 11.30 R” 的 上 半圆 
(x,y) ER lx +y =1,y 守 0i 


是 路 径 ， 它 是 参数 化 路 径 y:【 -1，1] 一 R 定义 为 y(1) = (1, V1-t)(-1<tsl) 的 象 . 这 
个 上 半圆 也 是 参数 化 路 径 y， [0，r] 一 R 定义 为 y(t) = ( -cost，sint) (0 万 i757) 的 象 ， 这 两 
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个 参数 化 如 图 11.3 所 示 ， 


(1, VMI- 2) = y0) 


YU = (—cos 1+, Sn /) 


一 1 ! | 0 上 了 
图 11.3 上 半圆 的 两 个 参数 化 


注意 到 ， 每 条 路 径 是 参数 化 路 径 的 象 ， 而 参数 空间 是 区 间 [0，1]j. 事实 上 ， 一 条 路 径 是 参数 
化 路 径 y: [a,，5] 一 R" 的 象 ， 则 它 也 是 下 述 参 数 化 路 径 y: [0，1] 一 R" 的 象 ， 其 中 y 定义 为 
当 0 tl 时 ， y(t) = y[(l1 -it)a+ib]. 

定义 (i 设 4 为 及 " 的 包含 点 上 与 VY 的 子 集 ，4 中 连接 只 和 ?的 一 条 路 径 ， 是 指 和 参数 化 路 
径 y; [a,，b] 一 R" 的 象 ， 满足 y(a) =w 及 y(b) =v, 使 得 y: [a, 6b] 一 R" 的 象 全 包含 在 4 内 . 

(ii)R" 的 子 集 4 称 为 顺 向 连通 的 ， 如 有 果 4 中 每 对 点 都 可 以 用 4 内 一 条 路 径 连 接 . 

定理 11.31 尺 内 子 集 是 顺 向 连通 的 当 且 仅 当 它 是 一 个 区 间 . 

证 明 首先 ,假设 1 是 一 个 区 间 . 令 2 v 是 1 中 的 点 ， 不妨 投 <v， 由 于 1 是 区 间 ， 财 区 
间 [u, vj] 是 1 的 子 区 间 ， 所 以 可 以 定义 [uw, vj] 是 参数 空间 及 y(t1) =ti(u<t<v)， 于 是 得 到 一 路 
径 ， 在 1 内 连接 4 和 vw. 

反之 ,假设 1 是 R 的 顺 向 连通 子 集 ， 为 证 实 1 是 一 个 区 间 ， 选 取 开 中 点 uu 和 wv， 满足 wu<v， 我 
们 必须 证 明 闭 区 间 [u,， sj] 是 1 的 子 集 ， 因为 1 是 顺 向 连通 的 ， 所 以 有 参数 化 路 径 y: [a, 48] 一 1/， 
满足 y(a) =4 与 yY(b) =v.。 由 介 值 定理 断言 [y(a), y(6b)] Cy([a, 5j),， 所 以 Lu, vjCIl 国 

显然 ，R" 的 凸 子 集 是 硕 向 连通 的 ， 因 为 如 果 w 与 v 属于 4， 则 当 0<t<1 时 ， 

y(t) =tw+(l -i)y 

定义 了 4 中 连接 点 & 与 + 的 路 径 . 

例 11.32 设 D 是 R* 的 凸 子 集 ， 假 设 画 数 户 D 一 R 是 连续 的 ， 则 函数 5 的 图 

G = |(x,y,z)| (x,y) eD HH zz=Axy)| 
是 R 的 顺 向 连通 子 集 ， 事实 上 ， 选 取 图 CE 中 两 点 (wu, f(4)) 与 (vf(v))， 其 中 4 与 vr 属于 DD， 
则 当 0 志 11 时 ， 
y(t) = (tu + (ll -tv /tu + (1 -i)vrv)) 
定义 了 G6 内 连接 (uw，f(4)) 和 (vv，f(v)) 的 路 径 . 国 
例 11.33 R 的 单位 球面 5 定义 为 


S= {Iu = (x,y,2) eRlxr +y +z =1|. 
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单位 球面 是 顺 向 连通 的 . 为 证 实 这 一 点 ， 如 图 11.4 所 示 ,， 设 ww 及 vy 是 $ 中 的 点 ， 车 4 与 v 不 
是 对 径 点 ， 即 若 y 关 -ww， 则 可 验证 对 Oi<1l，(1l1 -w+tivzx0， 所 以 当 0<<t1<<1 时 ， 


(1 -i)u +iv 
C1 =- 号 + vl 


定义 一 条 参数 化 路 径 连 接 w 和 mw 现在 督 虑 ww 和 v 是 对 径 点 ， 邑 v= -w， 在 这 种 情况 下 , 在 5 
上 选取 一 点 w， 它 垂直 于 w， 对 每 个 实数 :， 我 们 可 验证 costw + sintw 在 S$ 上 ， 所 以 对 0<i<7， 
y(t) = cost + sintw 


定义 一 条 参数 化 路 径 y: [0,7] 一 RR 连接 ww 和 -wuw， 我 们 把 这 一 点 留 作 习 题 . 


Y(t) = 


.| 


图 11.4 球面 是 顺 向 连通 的 图 


定理 11.34 设 A 是 RR" 的 子 集 ， 假 设 映 射 : A 一 民 ”是 连续 的 ， 若 4 是 顺 向 连通 的 ， 则 它 
的 象 P(A) 也 是 顺 向 连通 的 . 

证 明 设 w 和 v 是 (4) 中 的 点 ,我 们 必须 在 下 (4) 中 找到 连接 w 和 的 路 和 从， 在 4 中 选取 
点 x 和 y， 使 得 x) =w，F(y) =w 由 于 假定 定义 城 4 是 顺 辐 连通 的 ， 故 得 出 有 参数 化 路 径 
7: [a, 5b] 一 R" 满足 y(a) =x、y(5) =y 及 y([a, 6])CA4. 因为 连续 映射 的 复合 仍 是 连续 
的 ， 所 以 得 到 复合 。y: [a, 5] 一 R" 是 F(4) 中 连接 w 和 vw 的 参数 化 路 笃 . 图 

定理 11.35 设 A4 是 R" 的 顺 向 连通 的 子 集 ， 假 设 函 数 /:A 一 民 是 连续 的 ， 则 象 /(4) 是 一 个 
区 间 . 

证 明 根据 定理 11.34,/(4) 是 & 的 顺 向 连通 的 子 集 ， 则 由 定理 11.31 知 ，f(4) 是 一 个 区 间 . 

图 

定义 ”R" 的 子 集 称 为 上 内 有 介 值 性 质 (intermediate value property) ， 如 果 任 一 连续 函数 六 4 一 及 
的 象 是 个 区 间 . 

定理 11.35 断言 : R" 中 任 一 顺 向 连通 子 集 具 有 介 值 性 质 ， 证 明了 R" 存在 其 他 子 集 也 具有 介 值 
性 质 ， 在 下 节 中 我 们 将 引 人 连 通 性 概念 ， 且 将 证 明了 "的 子 集 蚌 连通 的 当 且 仅 当 它 具 有 介 值 性 质 . 


习题 


1. 设 7 是 实数 区 间 ， 假 定 秃 数 J/:7 一 R 是 连续 的 该 函数 的 图 形 (graph) 是 R 中 如 下 定义 的 子 集 : 
G= ix,y)eRIxeyy = /(x)|. 
证 明 : G6 是 顺 向 连通 的 . C 是 凸 集 吗 ? 
2. 设 A 和 8B 是 R" 的 顺 向 连通 子 集 . 且 它 们 的 交集 4nB8 是 非 空 的 证明: 并 集 4UB 也 是 顺 向 连通 的 . 
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3. 设 a 和 56 是正 实数 . 用 习题 1 和 2 证明 ; 椭 图 
[|(x,y} eRlx/a+ty/b=1| 
是 赂 向 连通 的 . 
设 A4 和 8B 是 R” 的 凸 了 于 集 ， 证 明 ; 交集 4mM8 也 是 凹 集 . R" 的 两 个 磊 向 连通 的 子 集 的 交集 也 是 顺 向 连通 的 吗 ? 
证 明 : 集 1(x, y)eR1x +y =1| 是 顺 向 连通 的 . 
证 明 : 集 5=1(x, yY)eR 1x 或 y 是 有 理 数 ;是 硕 向 连通 的 . 
. 在 例 11. 33 中 提 到 两 条 参数 化 路 径 ， 证 明 它 们 的 象 在 $ 上. 
. 设 w 是 R" 中 的 点 ， 设 "是正 数 . 证明: 闭 球 iveR" 1 dist(vy，w) 和 所 7r| 是 凸 集 . 
. 设 ww 是 R 中 国定 的 战 ，c 是 固定 的 实数 . 证明 下 列 三 个 集 的 每 一 个 都 是 凸 集 : 
lveR | (vu >cl,lreR’ | Cvu)y =cl,iveRl (vu < cl. 

10. 给 定 R" 中 的 点 站 及 及 中 的 点 定义 (uw, rv) 是 R*'“" 中 的 点 : 它 的 前 n 个 分 量 与 w 的 分 量 一 致 而 后 m 个 分 

309 量 与 "的 分 量 一 致 ， 假 定 4 是 R 的 子 集 而 下 ;4 一 R” 是 连续 的 .该 映射 的 图 形 C 定义 如 下 : 
G= (gp)eEeR lIueA,v= F(u)). 
证 明 : 如 果 4 是 顺 向 连通 的 ， 则 6 也 是 顺 向 连通 的 . 
11. 用 习题 2 及 习题 10 证 明 : 集 i (x, y, z)eR 12x +y +z =1l 是 顺 向 连通 的 . 


“11.4 连通 性 与 介 值 性 质 


在 上 一 节 中 ， 我 们 证 明了 R" 的 顾问 连通 子 集 具 有 介 值 性 质 ， 即 定义 在 顺 向 连通 集 上 的 连 
续 旺 数 的 象 是 人 以 间 . 在 本 节 中 ,我们 将 描述 R" 中 具有 介 值 性 质 的 所 有 子 集 . 

定义 设 A 是 R" 的 子 集 ，R" 的 两 个 开 集 WH 与 Vy 称 为 分 离 (separate) 集 4， 如 果 两 个 集 A4NW 
与 A4nV 非 空 且 不 交 ， 而 其 和 等 于 4， 邑 

ANUz CANYVY OG, 
(ANWWN(ANY) = GO, (ANMUM) U (ANY) =4. 

定义 ”R" 中 集 4 称 为 连通 的 (connected)， 如 果 R" 中 不 存在 两 个 开 子 全 分 离 4. 

下 面 定 理 证 实 了 我 们 在 引入 连通 性 时 所 说 的 话 . 

定理 11.36 R" 的 子 集 是 连通 的 当 且 仅 当 它 具 有 介 值 性 质 ， 

证 明 首先 ， 假 设 4 是 R" 的 连通 子 集 ， 要 证 4 具有 介 值 性 质 ， 设 函数 .1.4 一 R 是 连续 的 . 
要 证 象 败 4) 是 一 个 区 间 .， 假设 不 然 ， 而 导出 一 个 矛盾 .如果 4) 不 是 一 个 区 间 ， 则 4 中 存在 
点 &L 和 ，* 及 实数 <， 使 得 


人 


Au) <e < f(rv), 
但 c 不 属于 象 /4). 定义 
4 =f ' (-wm,c) 及 4 = 六 (co)， 
注意 到 ， 因 为 二 属于 4, 且 ” 属 于 4,， 所 以 4 与 4, 都 非 空 。 由 于 c 不 在 f(4) 中 ,， 故 4, 与 4, 不 
相交 ， 而 县 4, U 4, = 4. 
求 R” 中 两 个 开 子 集 WH 与 y， 使 得 
ANMU=A， 及 ANvV= 4,. 

一 旦 这 扣 做 到 了 ， 由 上 面 涉 及 的 4, 和 4, 的 性 质 得 ，U 与 y 分 离 4， 这 与 假定 4 是 连通 的 相 矛 盾 . 

设 4 是 4, 中 一 点 ， 由 于 f(uw) <c， 由 f:4 一 R 的 连续 性 及 定理 11. 11 给 出 的 连续 性 e-6 准 
则 知 ， 我 们 可 选取 r=r(wu)， 使 得 当 v 属于 B,(w)n4 时 ， 有 fl(v) <c， 当 w 在 4, 中 变化 时 ， 定 
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义 U 是 B.(n) 的 并 ， 故 U 是 R" 中 开 集 ， 因 为 它 是 R" 中 开 子 集 的 并 ， 显 然 有 4mM=4， 类 似 地 ， 
对 4, 中 每 一 点 v， 可 选取 一 开 球 ， 它 与 4 的 交 包 含 在 4, 中 .， 这 些 开 球 的 并 定义 一 个 RR” 中 的 开 
子 集 yy， 且 YN 4 =4,. 

反之 ， 假 设 每 一 个 连续 函数 六 4 一 及 有 介 什 性质， 我 们 要 证 4 是 连通 的 .假设 不 然 并 得 到 
矛盾 .假设 4 非 连 通 ， 则 存在 有 R" 的 开 子 集 U 与 y， 它 们 分 离 4， 定 义 消 数 f:4 一 RR 为 

0 若 w 在 Un 4 

fw) = | 若 w 在 yn A. 
则 函数 ;4 一 肯 定 不 具有 介 值 性 质 ， 因 为 它 只 有 两 个 孙 数 值 一 一 0 和 1， 另 一 方面 ， 这 个 函数 
f:4 一 RR 是 连续 的 . 事实 上 ,为 验证 连续 性 ， 正 恕 刚才 注意 到 的 ， 因 为 UW 与 vy 都 是 R" 的 开 集 ， 所 
以 从 函数 /:4 一 RR 的 定义 得 , 对 4 中 每 一 点 u， 和 存在 一 开 球 B,(u)， 使 得 f:4-，R 在 ANMB,(w) 
是 常数 ， 故 此 函数 在 点 u 处 连续 . 因而， 存在 一 个 连续 郴 数 ， 它 的 象 不 是 一 个 区 间 ， 这 就 与 假 
定 4 有 介 值 性 质 相 矛盾， 所 以 4 必 是 连通 的 . 国 

推论 11,37 RR" 的 任 一 顺 向 连通 子 集 是 连通 的 . 

证 明 设 4 是 R" 的 顺 向 连通 子 集 ， 定 理 11.35 断言 4 具有 介 值 性 质 ， 因 此 由 定理 11. 36 
知 ，A 是 连通 的 . 国 

定理 11. 31 断言 : R 的 子 集 是 一 个 区 间 妆 且 仅 当 它 是 顺 问 连通 的 、 特别 地 ， 由 推论 11.37 
知 ， 每 个 区 间 是 连通 的 . 事实 上 ， 要 证 明 R 的 每 个 连通 子 集 是 区 间 并 不 休 难 (见习 题 2)， 因 
而 ， 对 干 R 的 子 集 ， 至 于 是 区 间 ， 是 顺 铅 连通 的 ， 还 是 连通 的 并 没有 区 别 . 因此， 在 一 元 实 变 
量 的 实 值 函数 的 研究 中 不 需要 引 和 人 连通 性 、 顺 同 连 通 性 的 概念 . 

有 理由 问 及 当 n>1 了 时，R" 的 子 集 的 连通 性 与 舌 向 连通 性 之 问 的 区 别 ， 推论 11.37 断言 : 
R" 的 顺 向 连通 子 集 必 是 连通 的 .反之 一 般 不 成 立 ， 存 在 R" 的 连通 子 集 ， 但 它 不 是 顺 向 连通 的 . 

例 11.38 下 面 叙 述 R 的 一 个 子 集 ， 它 是 连通 的 但 不 是 顺 向 连通 的 ， 它 是 两 个 硕 向 连通 集 
的 并 集 . 首先 ， 定义 K=i(x, yY)yeR1x=0，-1<y<1|. 注意 到 是 凹 集 ， 所 以 是 顺 向 连 
通 的 ， 再 定义 C=1(*，7y) eR 10<x<1l, y=sinl/x|} ， 则 由 于 C 是 连续 函数 的 图 ， 其 定义 域 
是 区 间 ， 所 以 6 也 是 顺 向 连通 的 ， 现 定义 4= 厌 UC. 

证 明 集 4 是 连通 的 , 但 4 不 是 顺 向 连通 的 ， 如 图 11.5 所 示 ， 因 为 不 可 能 在 4 中 找到 一 条 
连接 居中 的 点 与 6 中 的 点 的 路 径 ， 详细 地 证 明 留 作 习 题 (习题 6 与 7). 

在 第 12 章 讨 论 的 度量 空间 中 ， 还 将 研究 更 为 一 般 的 连通 性 特别 地 ， 在 12.5 节 中 ， 将 证 
明 R* 中 的 开 子 集 是 连通 的 当 且 仅 当 它 是 顺 向 连通 的 ， 所 以 前 述 的 平面 上 的 子 集 连 通 但 非 顺 回 
连通 并 不 令 人 惊奇 . . 

我 们 借助 连接 点 的 路 径 定 义 了 顺 向 连通 性 ， 直 觉 上 ， 路 径 是 人 们 熟悉 的 几何 对 象 ， 然 而 像 往 常 
一 样 ， 在 把 几何 直觉 构筑 成 确切 的 数学 论断 了 时， 往往 和 需要 格外 小 心 ， 关 于 硕 向 连通 性 ， 值 得 引起 警 
觉 的 是 由 佩 亚 诺 (G。，Peano) 所 述 的 一 个 著名 的 例子 ， 他 证 明了 5 = 1(z，7y)} 属于 R iilxl <<1,， 
1 y1 1 是 一 条 路 径 ， 也 即 有 一 个 连续 映射 y: [0，1] 一 R*， 它 的 象 是 正方 形 5°. 图 


名 “细节 可 见 George Simmons 的 杰出 着 作 《Introduction to Topology and Modem Analysisy( New York: McGraw-Hill, 1963). 
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图 11.5 A4=KUG 是 连通 的 但 不 是 顺 向 连通 的 


习题 


i. 设 Q 是 有 理 数 集 ， 证 明 Q 是 非 连通 的 . 
2. 证 明 : R 的 连 道子 集 必 为 一 个 区 间 . 
3. 设 4 是 R 的 连通 子 集 ， 假 设 点 (0, 0, 1) 与 (4，3，0) 属 于 4. 


a 证明; 4 中 有 一 点 ， 它 的 第 2 个 分 量 是 2. 
b. 证 明 : 4 中 有 一 点 ， 它 的 范 数 是 4- 


4. 假设 4 是 RR" 的 子 集 ， 它 不 是 连通 的 且 令 z 与 V 是 R 的 分 离 4 的 开 子 集 ， 假 设 8 是 4 的 子 集 且 它 是 连通 的 . 


证 明 BC UU 或 BC VY 两 者 之 一 成 立 ， 


5. 设 K 是 R" 的 列 紧 子 集 ， 假设 吕 是 R" 的 包含 让 的 开 子 集 ， 证 明 ; 存在 某 个 正 数 "， 使 得 对 天 中 的 任 一 点 &， 


B.(u) CO 


6. 用 习题 4 和 5 证 明 例 11. 38 中 定义 的 A 是 连通 的 . 
7. 证 明 例 11. 38 中 定义 的 4 是非 顺 向 连通 的 . (提示 : 令 W=(0, 1), v=(1，sinl1)， 假设 A 中 有 参数 化 路 径 


y: [0，1] 一 R 连接 w 和 vv， 定义 1 是 [0，1] 中 使 得 y 将 区 疝 [0, 让 映 到 上 的 这 样 的 :的 上 确 界 ， 证 明 ; 7 
的 第 二 个 分 量 在 点 :, 处 是 不 连续 的 . ) 


8. R 中 哪个 子 集 既是 列 紧 的 又 是 连通 的 ? 
9. 设 玉 是 R" 的 列 紧 子 集 . 证 明 : 大 不 连通 当 且 仅 当 存 在 疙 的 非 空 不 相交 的 子 集 4 与 3， 注 足 4UB3 = 天 及 正 数 


s， 使 得 对 4 中 所 有 点 & 与 8 中 所 有 点 vv， 有 dd(w, rv) >e、 列 紧 性 这 一 稻 定 对 * 的 存在 是 必要 的 吗 ? 


第 12 草 度量 空间 


本 书 前 9 章 致力 于 研究 一 元 实 变量 的 实 值 通 数 ， 第 10 章 与 第 11 章 讨 论 欧 几 里 得 空间 以 及 
这 些 空 间 之 间 的 上 映射， 在 19 世纪 后 期 ， 人 们 注意 到 在 这 一 研究 中 许多 有 用 的 概念 可 以 分 离 出 
来 ， 然 后 在 更 抽象 的 度量 空间 中 研究 .这 一 思维 方向 使 得 我 们 所 用 过 的 许多 论据 的 基础 得 到 澄 
清 ， 更 重要 的 是 ， 它 使 我 们 能 够 理解 那些 在 各 式 各 样 数学 问题 的 使 用 中 可 以 推广 的 概念 ， 在 
12. 1 节 ， 将 定义 度量 空间 (metric space) 并 给 出 度量 空间 的 若干 例子 还 将 把 第 11 介 对 欧 几 里 
得 空间 引 人 的 开 集 与 闭 集 的 概念 推广 到 度量 空间 .在 12.2 节 ， 将 在 度量 空间 中 引 人 柯 西 序列 
的 概念 ， 并 称 度量 空间 是 完备 的 ， 如 果 空 间 中 每 个 柯 西 序列 收 伍 到 该 空间 中 的 一 点 ， 还 将 考虑 
完备 度量 空间 的 例子 并 证 明 一 个 重要 的 定理 ， 称 之 为 压缩 映射 原理 (Contraction Mapping 
Principle)， 在 12.3 节 ， 将 回顾 前 面 建立 的 关于 微分 方程 解 的 某 些 结果 ， 然 后 将 用 压缩 映射 原 
理 证 明 一 个 关于 非 线 性 微分 方程 可 解 性 的 基本 定理 ， 最 后 两 节 将 专门 来 推广 第 11 章 欧 几 里 得 
空间 中 所 建立 的 关于 连续 性 、 列 紧 性 及 连通 性 的 结果 . 


12.1 开 集 、 闭 集 及 序列 的 收 钱 性 


定义 ”一 个 集合 针 称 为 度量 空间 ， 如 果 对 XX 中 任意 两 个 点 p 及 g， 让 在 确定 的 一 个 实 教 d(p，g)， 
它 称 为 p 与 g 之 间 的 距离 ， 满 足下 列 三 条 性 质 : 


(i) 非 负 性 ， 
当 p x 9 时 d(p,9) > 0,， dl(p,p) = 0. 
(ii) 对 称 性 : 
d(p,g) = d(g,p). 
(iii) 三 角 不 等 式 : 


对 震中 所 有 的 zwd(P,9) 二 d(p,w) + d(w,9g). 

上 述 随 数 g: 在 xX 一 [0，o ) 称 为 关上 的 一 个 度量 ， 在 一 个 集合 上 可 能 有 不 止 一 个 度量 . 
当 称 XX 为 度量 空间 时 ， 总 假定 已 规定 了 一 个 固定 的 度量 .在 下 面 三 个 定理 中 描述 在 经 典 分 析 研 
究 中 的 某 些 最 重要 的 度量 空间 . 

定理 12.1 对 任意 两 个 实数 p 及 gqg， 定义 

d(p,9) =lp -gl, 

则 d 是 在 及 上 的 一 个 度量 . 

上 述 定 理 实际 上 是 绝对 值 的 性 质 的 一 个 直接 推论 ， 并 且 是 下 面 关 于 欧 几 里 得 空间 的 下 述 定 
理 的 一 个 特例 . 

定理 12.2 对 rn 维 欧 几 里 得 空间 R" 中 任意 两 点 pp 及 gqg， 定 义 


d(p,9) = | 2, (pi - 9.),， 


那么 d 是 RR” 上 的 一 个 度量 . 


316 


222 第 12 章 


证 明 注意 到 ， 实 数 的 平方 和 总 是 非 负 的 ， 并 且 平 方 和 为 0 当 且 仅 当 所 有 数 为 0， 由 此 可 得 
d(p，9) 的 非 负 性 . 对称 性 是 显然 的 ， 三 角 不 等 式 已 在 第 10 章 对 R* 中 的 点 建立 了 ， 图 

定理 12.3 定义 C([a, 5],，R ) 是 所 有 连续 函数 /1: [a,，6] 一 R 的 集合 ， 对 C( [a, 6]，R) 
中 任意 两 个 溃 数 /与 g， 定 义 

d(f,g) = max|l|l f(x) ~ g(x)|Ilxe [a,b]l. 

那么 d 是 C([a, 5b]，R ) 上 的 一 个 度量 . 

证 明 首先 注意 到 ， 如果 f/f 与 a 在 C([a, 5],R ) 中 ， 则 孙 数 1f-gl : [a, 5] 一 R 是 连 
续 的 .根据 极 值 定理 ， 隧 数 1f-g1 : [a,， 5 一 及 有 最 大 值 . 于 是 4d(f，g) 是 严格 定义 的 . 

在 区 间 [La,5] 中 选择 一 点 x。， 满足 d(f, 8g)=1f(xo) -glxo0)1 ， 则 

对 [a,5bj」 中 所 有 x，0 i f(x) -g(x)| = g(x) - f(x) | | g(xo) -f(x0) 1, 

所 以 d(f, g) =d(g, /0， 且 d(f,，g) =0 当 且 仅 当 对 [a, 5] 中 所 有 *x, /(x) =g(x). 下 面 验 
证 三 角 不 等 式 ， 设 h 在 C([a, 5],，R ) 中 .由 R 中 的 三 角 不 等 式 及 度量 的 定义 ， 

对 [a,6j] 中 所 有 zx， 1 f(x) -g(x) | < f(z) -hex) | +i hex) -g(x)! df,h) + d(h, 8). 
于 是 得 到 三 角 不 等 式 d(f, g) 志 dl(f, h) +d(h,g). 国 

注意 下 面 的 事实 是 有 益 的 ; 对 C([a,， 685] ，R ) 中 任意 的 两 个 函数 /和 8 及 任意 的 正 数 r， 

d(f,g) <r 

当 且 仅 当 对 [a, 5] 中 所 有 的 x,， fx) -r<g(x) <Axz) +r， 如 图 12.1 所 示 . 


?= 十 
y = f(x) 


wr 
Ya- 


ep 
I i a 


图 12.1 dad(f, g) <r 


定理 12.4 设 区 为 任意 的 集合 ， 对 天 中 任意 两 个 点 己 及 99， 定义 


0 着 p =9g 
d(p,g) = 
(p,9) |， 荐 po 
这 就 在 闭 上 定义 了 一 个 度量 ， 称 为 离散 度量 (discrete metric ). 
证 明 非 负 人 性、 对称 性 与 三 角 不 等 式 可 从 定义 直接 推出 . 国 


显然 R 上 的 离散 度量 与 R 上 的 欧 几 里 得 度量 是 不 同 的 度量 . 

度量 空 间 X 的 每 个 子 集 了 本 身 也 是 一 个 度量 空间 ，Y 中 给 定 的 两 点 p 与 4 之 间 的 距离 与 把 
它们 看 作 是 集中 两 点 的 距离 是 一 样 的 ， 于 是 R 的 每 个 子 集 、n 维 欧 几 里 得 空间 R" 的 每 个 子 集 
以 及 C([a,， 46] ，R ) 的 每 个 子 集 都 是 度量 空间 ， 当 把 度量 空间 X 的 子 集 Y 视 为 从 针 继 承 度量 
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的 一 个 度量 空间 时 ， 所 指 的 是 度量 空间 针 的 子 空间 (subspace)Y. 

定义 设 世 是 度量 空间 . 

(i) 对 XX 中 每 个 点 pp 及 正 数 r， 集 合 

B(p) = lige XIld(g,p) <ri 
称 为 闭 中 国 绕 p 的 半径 为 r 的 开 球 . 

(ii) 给 定 针 的 子 集 4， A 中 点 p 称 为 4A 的 内 点 ， 如 果 p 在 针 中 的 某 个 开 球 包含 在 4 中 .4 
的 所 有 内 点 的 集合 称 为 A 的 内 部 ， 用 int 4 表示. 

(iii) 针 的 子 和 集中 称 为 是 著 中 的 开 集 ， 如 果 在 中 中 的 每 个 点 都 是 申 的 内 点 . 

注意 到 ， 对 一 般 的 度量 空间 所 给 出 的 开 球 、 内 点 以 及 开 集 的 定义 推广 了 有 维 欧 几 里 得 空间 
中 相应 的 概念 . 

例 12.5 考虑 度量 空间 C(10, 1],，R ). 给 定 C([0, 1]，R ) 中 的 阻 数 f 及 正 数 r， 则 / 
在 C([0，1]，R ) 中 半径 为 r 的 开 球 是 由 满足 如 下 条 件 的 所 有 连续 函数 g: [0，1] 一 R 所 
组 成 : 

对 一 切 x se [0,1], f(x) -rc<gxz) < f(x) + | 

例 12,6 设 光 是 度量 空间 的 任意 一 个 集合 ， 其 度量 为 离散 度量 .给 定 和 中 的 点 p 及 正 数 
r， 如 果 r 宕 1， 由 离散 度量 的 定义 直接 推出 ，p 在 中 的 半径 为 r 的 开 球 由 整个 集 钱 组成， 如 果 
r <1， 则 由 单个 点 p 组 成 本 

例 12.7 设 h 与 g 在 C(L10, 1]R ) 中 且 满 足 对 [0, 1] 中 所 有 x,， h(x) <g(x)， 定义 加 = 
feC([0, 1]，R)1 对 所 有 xe[0, 1], h(x) <f(x) <g8(x)}， 则 OO 是 开 集 ， 事 实 上 , 设 f 在 
© 中, 令 7 与 r, 分 别 是 孙 数 1-h: [0,1] 一 R 与 gg -f: [0,1] 一 R 的 最 小 值 ， 再 令 r 是 小 于 
与 ”> 的 正 数 ， 则 看 出 8,( 内 才 ， 于 是 是 开 集 ， | 

命题 12.8 设 久 是 度量 空间 . 那么 下 中 每 个 开 球 是 天 中 的 开业， 

证 明 设 p 是 XX 中 的 点 , r 是 正 数 ， 考 虚 开 球 B8,(p)， 要 证 明 B,(p) 中 每 个 点 都 是 B.(p) 的 
内 点 ， 设 g 是 B,(p) 中 的 一 点 ， 定 义 R=r-d(p,，9g)， 注意 到 R 是 一 个 正 数 . 可 世 言 B,(g) 5 
B,(p)， 事 实 上 ,根据 三 角 不 等 式 ， 如 果 zx 是 下 的 元 素 ， 则 

d(x,p) < d(x,qg) + d(p,9), 
所 以 如 果 d(x,，g) < 有 =r-d(gq, p), 则 d(x,，p) <r， 于 是 Bi(9) C8,(p)， 所 以 gq 是 B8,(p) 的 
内 点 . 加 

对 于 某 集 合 X， 所 谓 和 中 的 一 个 序列 ， 指 的 是 函数 入 : N 一 习惯 上 用 诸如 1pP | ，19,1 
等 符号 表示 序列 . 如 果冻 是 度量 空间 ， 则 序列 的 收 伍 定义 如 下 . 

定义 设 闭 是 度量 空间 ,， 池 中 的 序列 |p,| 协 为 收 钱 到 中 的 点 p， 如 果 对 每 个 正 数 2， 存 
在 自然 数 NN， 使 得 

如 果 上 宇和 N， 就 有 d(p,,p) < 2 

我 们 看 出 X 中 序列 {1p,1 收 傅 到 X 中 的 点 p， 当 且 仅 当 实数 序列 1d(p,，p)| 收 合 到 0 称 p 
为 序列 |p,1 的 极限 ， 注 意 到 ， 一 个 序列 最 多 只 能 有 一 个 极限 ， 因 为 如 果 {p,| 收 伍 到 p 又 收 人 证 到 
p'， 则 按照 三 角 不 等 式 ， 
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对 所 有 正 整 数 k， 0 < d(p,p') < d(p,pi) + d(pi,p'). 
由 收 伍 的 实数 序列 的 比较 引 理 ， 可 得 d(p, p') =0,， 所 以 p' =p. 

给 定 中 的 序列 ip,| 及 严格 递增 的 正 整 数 序 列 | 和 | ， 则 序列 |p | 称 为 !p,1 的 子 序列 ， 注 
意 到 ， 如 果 1p,| 收 钙 到 p， 则 1pi1 的 每 个 子 序列 1p, | 也 收 争 到 p， 因 为 根据 实 序 列 的 结果 ， 项 
limd(p,, p) =0， 则 limd(p,,， p) =0. 

当然 ， 在 欧 几 里 得 空间 R 中 ， 上 述 收 敛 的 定义 与 10.2 节 中 所 叙述 的 收 往 的 定义 是 一 致 
的 ， 按 分 量 收敛 准则 直接 地 把 R 中 序列 收 伍 的 性 质 归 约 为 每 一 个 分 量 序列 的 收敛 . 

例 12.9 如 果 针 是 上 其 有 离散 度 呈 的 度量 空间 的 任 一 集合 ， 则 XX 中 的 席 列 ip,| 收 序 到 XX 中 
的 点 p， 当 和 且 仅 当 存 在 某 个 下 标 入 ， 使 得 对 所 有 的 kN，p; =p， 这 可 以 由 d(p;,，p) <1 当 且 仅 
当 p, =p 推出 . 请 

例 12.10 考虑 度量 空间 C([a, 5], R ), 设 if.i 是 C([a, 5b]，R ) 中 的 男 数 序列 ，/ 是 
C([a, 6] ， RR) 中 国定 的 蚂 数 . 第 9 章 中 描述 了 涌 数 序列 的 两 种 类 型 的 收 钱 性， 陋 数 序列 

318| | 六 [a, 5b] 一 R | 定义 为 过 点 收 黎 (converge pointwise) 到 函数 ff [a,， 8] 一 R ， 如 果 对 [a,， 5b] 
中 每 个 点 zx， 实数 序列 |A (x)| 收 人 钙 到 数 f(x)， 函数 序列 if: [a,，8] 一 R | 定义 为 一 致 收效 
(converge uniformly ) 到 图 数 六 [a，45] 一 R ， 如 果 对 每 个 a>0， 存 在 下 标 N， 使 得 
对 [a,b] 中 所 有 x 及 所 有 上 NN,， f(x) -2 < f(x) < f(x) + 
容易 看 出 上 述 不 等 式 成 立 当 且 仅 当 
对 所 有 上 将 N，d(f.,f < 

于 是 阻 数 序列 一 致 收敛 当 且 仅 当 它 作 为 度量 空间 C([a, 5] ，R ) 中 的 序列 是 收敛 的 ， 由 
此 ， 这 一 度量 通常 称 为 C([a, 5b] ，R ) 上 的 一 致 度量 (uniform metric). 国 

定义 设计 是 度量 空间 ,XX 的 子 集 忆 称 为 下 中 的 闭 集 ， 如 有 果 当 C 中 收效 的 序列 ip,| 收效 
到 钱 中 的 点 p 时， 都 有 p 属于 C. 

如 上 定义 的 闭 集 概念 是 在 rn 维 欧 氏 空 间 中 所 空 义 的 概念 的 推广 ， 在 10. 3 节 中 考虑 过 R" 的 
团子 集 的 例子 . 

例 12.11 在 度量 空间 C([a, 5]，R ) 中 ， 考 虚 由 吗 数 值 为 非 负 的 所 有 阻 数 所 组 上 成 的 集合 
A4， 则 4 是 C([a, 5b] ，R ) 的 闭 子 集 ， 该 结论 只 须 注 意 如 下 事实 便 可 得 到 : 一 致 收敛 蕴涵 了 了 逐 
所 收 钙 以 及 非 负 实数 集 是 中 的 例子 集 . 恒 

对 任意 两 个 集合 4 与 B，4 在 B 中 的 余 集 ， 用 B\ 4 表示， 定义 为 

B\A= |IpeBlp «A|. 
如 果 B 是 任意 集合 ，!4,1 se S51 是 集 族 ， 那么 由 并 集 、 交 和 集 及 余 集 的 定义 可 得 
B\MNA4,=U(B\A) 及 B\()A,=/N (BB\ 4,). 
这 两 个 公式 通常 称 为 德 . 摩根 律 

定理 12. 12( 余 集 特 征 ) 设 天 是 度量 空间 而 4 是 下 的 子 全 ， 则 4 是 开 集 当 且 仅 当 它 在 下 中 
的 余 集 是 二 中 的 闭 集 . 

证 明 首先 ， 假 定 4 是 多 中 的 开 集 ， 则 4 中 每 一 点 是 4 的 内 点 所 以 X\ 4 中 的 序列 不 能 

收 化 到 4 中 的 点 ， 由 此 推出 X\ 4 中 收 笋 到 下 中 某 一 点 的 序列 必 收 敏 到 站、4 中 的 点 ， 所 以 
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X\ Ah 是 闭 集 . 

为 了 证 明 相 反 的 结论 ， 假 定 XY\ 4 是 闭 集 ， 要 证 4 的 每 一 点 是 4 的 内 点 ， 设 PP 是 4 中 一 
点 ， 假 定 p 不 是 4 的 内 点 ， 设 是 正 整 数 ， 则 8B,,(p) 不 是 4 的 子 集 ， 于 是 可 选择 X\ 4 中 的 一 
点 ， 记 为 p;,， 使 得 d(p,,，p) <1/k， 于 是 1p,1 收 伍 到 p， 但 X\ 4 是 闭 集 ， 所 以 p 是 X\ 4 的 元 
素 ， 这 一 矛盾 表明 p 是 4 的 内 点 . 加 

定理 12.13 设 XX 是 度量 空间 . 

(i) 钱 的 开 子 集 的 集 族 的 并 集 是 六 中 的 开 集 . 

(iji)X 的 闭 子 集 的 集 族 的 交集 是 守 中 的 闭 集 . 

(1) 的 证 明 假定 O = LU O,， 基 中 每 个 0, 是 XX 中 的 开 集 , 设 p 是 O 中 的 点 ， 要 证 p 是 的 
内 点 ， 但 p 属于 某 个 O,， 由 于 ,是 中 的 开 集 ， 所 以 在 XX 中 存在 围绕 p 的 一 个 开 球 B,(p), 它 
包含 在 ©, 中 ， 于 是 B,(p) 也 包含 在 OQ 中 ， 所 以 p 是 加 的 一 个 内 点 . 

(这 的 证 明 假定 C = 门 C,， 其 中 每 个 C, 是 X 中 的 闭 集 , 则 X\ C=X\ 由 C= U(X\ Cc.). 
由 (i) 及 余 集 特征 可 得 ，C 是 X 中 的 闭 集 . 国 

正如 我 们 在 欧 几 里 得 空间 中 提 到 的 ， 开 集 的 集 族 的 交集 未 必 是 开 集 而 闭 集 的 集 族 的 并 集 未 
必 是 闭 集 ， 然 而 ， 对 于 有 限 集 族 ， 有 下 述 定 理 . 

定理 12.14 设 站 是 度量 空间 . 

(i)X 的 有 限 个 开 子 集 的 集 族 的 交集 是 逆 中 的 开 集 . 

(ii) 天 的 有 限 个 闭 子 集 的 集 族 的 并 集 是 万 中 的 闭 集 . 


(让 的 证 明 假定 O = 人 0;， 其 中 ;是 X 中 的 开 集 而 是 某 个 正 整数 ， 设 p 是 O 〇 的 一 个 元 
京 ， 如 果 1<i<k, p 是 O, 的 元 素 而 O 〇 ,是 不 中 的 开 集 ， 所 以 存在 一 个 正 整数 ~" ， 满 足 B, (p) CO.. 


定义 r=minir,，…,， 克 |， 则 7 是正 数 ， 有 HB,(p) SE {10.=0. 于 是 p 是 的 内 点 ， 从 而 中 中 的 
每 一 点 都 是 的 内 点 ， 所 以 上 是 关中 的 开 集 . 


( 训 ) 的 证 明 ”假定 C= (J C;， 其 中 C. 是 XX 中 的 闭 集 而 是 菜 个 正 整数 ， 注 意 到 XX\ C = 
[1(X\ C.)， 由 (i) 及 余 集 特征 可 得 ,，C 是 XX 中 的 闭 集 . 四 
习题 


1. 设 4=jec([0. 1],，R)1 对 [0,1] 中 所 有 x,， 扩 x) 宇 0|. 证 明 : 4 是 C([0,，1]，R ) 的 闲 子 集 , 但 4 不 
是 C([0，1j ，R ) 中 的 开 集 . 
2. 设 X=C([0，1]，R ) 对 下 列 每 一 对 函数 求 d(f，g): 
a. f(x) =x 及 g(x) =cosx, Xe [0, 1]. 
b. f(x) =4x’ 及 g(x) =6x" -3x, re [0, 1]. 
3. 设 1 是 C(10，1]，B ) 中 的 序列 ， 定义 如 下 : 
对 x e [0,1] 及 每 个 正 整 数 k， f(x) = (1 -x)x . 
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证 明 ; 序列 斑点 收敛 到 值 为 0 的 常数 函数 ， 序 列 | 在 度量 空间 C([10，1j，R ) 中 的 收 伍 序列 吗 ? 

。 对 每 个 正 整数 上 ， 定 义 函 数 上 让: [(0，1)] 一 R 为 : 对 xe[0, 1]，F(xz) =cos(x).， 证 明 : 序列 1f. | 在 度量 
空间 C([0，1] ，R ) 中 收敛 ， 

. 假定 xX 是 包含 点 p 的 度量 空间 ， 而 7 是正 数 . 证明; 集 {qgeX! d(p，9) 万 r{ 是 区 中 的 闭 集 . 

。 验证 例 12. 10 所 做 的 论断 . 

. 验证 例 12. 11 所 做 的 论断 . 

。 对 平面 R 中 的 任意 两 点 ， 定 义 


二 


0 下 th 


d (p,g) =1p ~- qitl p, - 921. 
an， 证 明 : d" 在 R* 上 定义 了 一 个 度量 . 
b. 比较 在 这 个 度量 下 力 绕 (0，0) 的 一 个 开 球 与 在 欧 几 里 得 度量 下 的 围绕 (0,，0) 的 开 球 . 
ec. 证明: R 中 的 序列 关于 上 述 度 量 收 敏 当 且 仅 当 它 关 于 欧 几 里 得 度量 收 伍 . 


9. 设 下 是 度量 空间 的 任意 一 个 集合 ， 其 度量 为 离散 度量 ， 用 这 个 度量 ,， 证明; XX 的 每 个 子 集 既 是 六 的 开 集 又 
是 X 的 闭 集 . 


10. 对 度量 空间 X 和 正 数 +， 能 有 B,(p) = B,(9) 但 px 吗 ? 这 种 情况 会 在 殉 几 里 得 度量 下 的 R* 中 发 生 吗 ? 
11. 对 C([a，5]，R ) 中 的 任意 两 个 函数 /和 5， 定义 
4 8) = [Ka ~ glx) 1 dz 
a 证 明 : 上 式 在 C([a,6] ，R ) 上 定义 了 一 个 度量 
b, 证 明 关于 该 度量 与 一 致 度量 的 下 列 不 等 式 ， 


d"(f,g) < (6b - a)d(f.g). 
¢. 比较 函数 序列 在 该 度量 下 与 在 一 致 度量 下 的 收 人 得 性 概念 . 


12.2 完备 性 与 压缩 映射 原理 


定义 设 革 是 度量 空间 ，XX 中 的 序列 1p,| 称 为 柯 西 序列 ， 如 果 对 每 个 正教 eB， 存 在 自然 数 用， 
使 得 
如 果 上 之 NN 及 PN, 则 有 d(p,,p,) <&. 
注意 到 上 述 概念 是 9.1 节 中 所 考 虚 过 的 实数 柯 西 序列 概念 的 直接 推广 . 
命题 12. 15 每 个 收效 的 序列 是 柯 西 序列. 
证 朋 设 半 是 度量 空间 ， 假定 ip,|1 是 和 半 中 收 仑 到 XX 中 点 p 的 序列 ， 可 选择 正 整 数 N， 使 得 
车 kNN 则 有 d(p,,，p) <s/2.、 由 三 角 不 等 式 可 得 


若 k>N 及 fzN, 则 d(p,, pe) <d(p,, p) +d(p,, p) < 了 + =6. 


于 是 序列 1p,i 是 柯 西 序列 四 

在 9. 1 节 中 证 明 过 柯 西 收敛 准则 ， 该 准则 断定 实数 序列 收敛 当 且 仅 当 它 是 柯 西 序列 ， 这 
一 等 价 的 意义 在 于 常会 发 生 如 二 情况 : 我 们 希望 证 明 某 个 实数 序列 收敛， 但 又 没有 足够 的 资 “ 
料 确 定 其 极限 值 . 在 这 种 情况 下 柯 西 收 伍 准则 是 有 用 的 ， 因 为 该 准则 只 依赖 序列 本 身 而 不 需要 
对 极限 值 有 任何 了 解 ， 发现 每 个 柯 西 序列 在 空间 中 收敛 到 一 点 的 其 他 的 这 种 度量 空间 是 有 益 
处 的 . 

例 12.16 考虑 欧 几 里 得 空间 R" 中 的 序列 ja ， 如 同 实数 序列 的 情形 一 样 ， 可 断定 该 序列 为 
柯 西 序列 当 且 仅 当 它 收 敛 到 R" 中 的 一 点 nu， 由 于 在 任意 的 度量 空间 中 每 个 收敛 序列 是 柯 西 序列 ， 
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为 证 明 上 述 论断 只 需要 证 明 如 果 {w,| 是 柯 西 序列 ， 则 它 必 收 人 鳅 、 注 意 到 ， 如 果 w= (ua ，…，a) 


及 v=(v,，… ,2,) 是 R" 中 的 点 ， 则 
对 每 个 下 标 i(1 志 in),， iu -vi uw-vj. 

于 是 ， 如 果 |u,1 是 R” 中 的 柯 西 序列 ， 且 1<i<n， 则 第 i 个 分 量 的 序列 是 柯 西 序列 ， 因 而 根据 
柯 西 收敛 准则 ， 第 i 个 分 量 的 序列 收敛 到 某 个 数 wu,， 定 义 R" 的 点 & 的 第 i 个 分 量 是 wu;， 则 从 按 
分 量 收 人 钱 准 则 可 得 序列 {wu,! 收 化 到 点 w. | 加 

例 12.17 考虑 Cl([a,5] ,RR ) 中 的 点 {hl1， 从 在 C([a, 5},，R ) 上 度量 的 定义 可 得 ， 序 
列 | 有 1 是 C([a,，5)，R ) 中 的 柯 西 序列 当 且 仅 当 对 每 个 正 数 。， 存在 自然 数 入， 使 得 

对 [a,6b] 中 的 所 有 x， 车 kN 且 f 宇 NN, 则 有 1 f(x) -f(x)1l< e， 

这 是 在 9.2 节 中 所 考虑 过 的 概念 ， 把 具有 这 一 性 质 的 序列 称 为 一 致 柯 西 序列 (uniformly 
cauchy). 事实 上 , 在 那 一 节 中 建立 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 致 收 钱 准则 该 准则 断定 在 
C([a, 5]，R ) 中 的 序列 是 一 臻 柯 西 序列 当 且 人 奴 当 它 一 致 收敛 到 连续 晒 数 六 [a, 68] 一 R， 竹 

定义 度量 空间 不 称 为 完备 的 (complete) ， 如 果 天 中 每 个 柯 西 序列 收效 到 大 中 的 一 点 ， 

在 这 个 定义 前 面 所 讨论 的 内 容 可 以 方便 地 概括 为 下 述 定理 , 

定理 12.18 度量 空间 及 ,，R" 以 及 C(1ja,b],，R ) 是 完备 的 . 

完备 度量 空间 的 子 空间 未 必 是 完备 的 ， 例如， 如 果 针 是 R 的 由 区 间 (0，2) 组 成 的 子 空间 ， 
则 多 不 是 完备 的 ， 为 说 明 这 一 点 ， 注 意 到 ， 序 列 |1/k| 是 X 中 的 柯 西 序列 ， 但 并 不 收 伍 到 XX 中 
的 点 ， 因 为 它 收 敛 到 点 0， 而 0 不 在 和 之 中 . 然而， 存在 下 列 准 则 ， 用 来 确定 完备 度量 空间 的 
哪些 子 空间 蚌 完备 的 . 

定理 12.19 设 X 是 完备 度量 空间 而 了 是 处 的 子 空 间 ， 则 YY 是 完备 度量 空 间 当 且 仅 当 Y 是 
XX 的 闭 于 集 ， 

证 明 首先 ， 假定 了 是 X 的 团子 集 , 令 |p,| 是 Y 中 的 柯 西 序列 ， 则 fp,| 是 XX 中 的 柯 西 序 
列 ， 而 由 于 XX 是 完备 的 ， 故 |p| 收 化 到 站 中 一 点 p， 但 了 是 天 的 闭 子 集 ， 所 以 属于 Y， 于 是 
Y 是 完备 的 . 

下 面 证 明 其 逆 ， 假定 Y 是 完备 度量 空间 , 设 1p,| 是 Y 中 的 序列 ， 它 收敛 到 XX 中 的 一 点 p， 
从 命题 12. 15 可 得 1p, | 是 柯 西 序列 .但 了 是 完备 的 ， 所 以 ipst 收 化 到 Y 中 的 一 点 ， 由 于 序列 至 


多 只 能 收 和 化 到 一 个 态 ， 所 以 p 属于 Y， 于 是 Y 是 XX 的 闭 子 集 . 四 
推论 12.20 R，R' 以 及 C([a, 5]，R ) 的 每 个 闭 子 集 都 是 完备 度量 空间 . 
证 阴 ”此 结果 可 从 定理 12. 18 及 定理 12. 19 推出 . 国 


定义 设 夺 和 了 是 度量 空间 . 
(i) 映 射 了 : X 一 了 称 为 利 普 项 英 映 射 、 如 果 在 在 某 个 非 负 数 c， 使 得 
对 义 中 所 有 点 p 及 g,， d(T(p),T(g)) < cd(p,9)-. 
教 c 称 为 映射 的 利 普 项 荧 常 数 . 
(这 ) 利 普 项 英 常 数 小 于 1 的 利 普 希 蒋 映射 了 :YX 一 YY 称 为 压缩 (contraction ) 映射 . 
例 12.21 设 1 为 R 中 的 开 区 间 ， 假 定 函 数 /:1 一 R 是 可 微 的 ， 可 以 断言 :/:R 一 R 是 具有 利 
普 希 茨 常数 ec 的 利 普 希 菊 映射 当 有 上 且 仅 当 


228 第 12 章 


对 所 有 xzxey TIxz)1sc. 
为 验证 这 一 结论 ， 首先 假 定 上 述 不 等 式 成 立 ， 则 如 果 荆 与 是 7 中 的 点 (zzx#o) ， 由 中 值 定 理 可 
得 ， 在 & 与 > 之 间 存 在 某 点 z， 使 得 
flu) -fv) = f°(z2) Lu -2), 
所 以 1 fu) -fv)1 < 和 elz-pl， 闭 命题 可 由 导数 是 差 商 的 极限 这 一 定义 得 到 . 国 
上 述 例子 存在 一 个 有 有 肯 的 对 欧 几 里 得 空间 之 间 的 映射 的 推广 ， 由 于 这 样 的 推广 要 用 到 偏 导 数 的 
概念 ， 因 此 我 们 将 把 关于 这 一 推广 的 讨论 推迟 到 对 这 类 映射 建立 相应 推广 的 中 值 定 理 之 后 进行 . 
定义 设 针 是 度量 空间 ， 针 中 的 点 p 称 为 映射 TT; X 一 XX 的 不 动 点 (fixed point) ， 如 果 
T(p) = Pp. 
要 寻求 这 样 的 假定 : 它 能 保证 上 映射 存在 不 动 点 .当然 ， 上 映 射 可 能 有 不 动 点 也 可 能 没有 不 动 
点 ， 例 如 ， 由 T(x) =x+1 所 定义 的 映射 T;R 一 R 上 肯定 没有 不 动 点 . 
对 于 一 元 实 变 量 的 实 值 泪 数 ， 函 数 的 不 动 点 对 应 于 这 样 的 点 ， 在 该 点 处 消 数 的 图 形 与 直线 
y =x 相交 如 图 12. 2 所 示 .， 这 一 评述 为 下 面 的 例子 提供 了 几何 上 的 洞察 力 . 


如 


图 12.2 < 是 7 的 不 动 点 当 且 仅 当 (x*、 扩 zx) ) 与 对 佣 线 相交 


例 12.22 假定 本 数 /: [a, 58] 一 R 是 连续 的 且 象 f([a，48]) 包 含 在 [a, bj] 之 中 ， 则 
f: La, 868] 一 R 有 不 动 点 ， 这 个 结论 可 以 由 介 值 定理 推出 ,注意 到 ， 特 对 [a, 5 中 的 x， 定 义 
g(x) =f(x) -x， 则 g(a) 宇 0 且 g(5) 0， 所 以 对 [a，4b1 中 某 个 x。，， 必 有 g(xo) =0， 这 就 意味 
着 拟 xo) =xo. 国 

上 述 结 果 推 广 到 欧 儿 里 得 空间 之 间 的 映射 ， 如 下 所 述 : 如 果 上 是 R" 的 子 集 且 天 是 闭 的 、 
有 界 的 凸 集 ， 映 射 了 ;:K 一 天 是 连续 的 ， 则 了 :天 一 天 有 不 动 点 ， 这 称 为 布 劳 厂 尔 不 动 点 定理 
( Brouwers Fixed-Point Theorem)， 但 是 ， 其 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 2. 

下 面 将 要 证 明 压 缩 喘 射 原理 ， 该 定理 有 许多 重要 的 应 用 .除了 有 用 之 外 ， 这 个 定理 特别 有 
趣 ， 因 为 它 的 证 明 只 需要 完备 度量 空间 的 定义 以 及 在 第 1 章 和 第 2 章 中 已 经 建立 的 两 个 结果 ， 
第 一 个 是 ， 如 果 c 是 实数 ， 则 


怠 在 Milnor 的 《Topology from the Differentiabje Viewpoint》( Charlortesville: University Press of Virginia, 1965) 一 书 中 可 找 
到 这 个 定理 的 证 明 . 
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OC 
着 1lcl<1,， 有 lime = 0. 

第 二 个 是 几何 和 公式 . 


几何 和 公式 


"er 
在 Cc 关 1， 则 > = 1 

定理 12. 23( 压缩 映射 原理 ) 设 钱 是 完备 度量 空间 ,假定 映射 T， Ys 镶 是 压缩 映射 ， 则 
了 映射 了 : 革 一 夺 给 有 一 个 不 动 点 . 

证 明 设 e 是 映射 了 : X 一 X 的 利 普 希 芯 常数 ,满足 0<c<1， 即 

对 中 所 有 的 点 p 及 gqg， d(T(p),T(g)) < cd(p,g). 

在 六 中 选择 某 个 点 ， 记 为 p。。 现 归纳 地 定义 序列 |p,i 如 下 ; 令 p, =T(p,)， 车 对 于 正 整数 
k，Pi 已 定义 ， 则 令 pi,, =T(ps)， 如 图 12.3 所 示 ， 由 于 T(x) 是 xX 的 子 集 ， 所 以 上 述 序列 已 确 
切 地 得 到 定义 ， 下 面 将 要 证 明 序 列 |p,| 收敛 到 映射 7; X 一 XX 的 一 个 不 动 点 . 


图 12.3 2 是 它 的 前 行者 x, 在 /下 的 象 


首先 ， 注 意 到 ， 由 序列 的 定义 及 利 普 希 茨 常数 的 定义 ， 可 得 
d(p2,p1) = d(T(p,),T(po)) < cd(T(po) ,po), 
以 及 
如 米 Kk>2, 则 d(ps,y, pi) =d(T(pi), Tlp, 1)) scd(p,, p,,). 
用 这 两 个 不 等 式 ， 归纳 论 证 推 得 
对 每 个 正 整 数 上 ， dp ,pi) < crd(T(p,) ,p,). 
于 是 ,着 m 与 上 为 正 整 数 ， 满 足 m >k， 则 由 三 角 不 等 式 及 几何 和 公式 可 得 
d(ps pi) Sd(ps psi) + d(ps ispa2) + :7 + d(p,, sp,) 
和 [ce +e + +e d(T(po) ,po) 
=c {1l +cec+..+ cl]d(T(p,) ,po) 
ell -ee” 
_。 -el 


a T(p,) sp,). 


一 七 


由 于 c 在 0 与 1 之 间 ， 所 以 


车 m>k， 则 d(p,, pi) <T d(T(po), po). (12. 1) 
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但 lime =0， 于 是 从 (12. 1) 可 推出 1p,i 是 柯 西 序列 . 


由 假定 ， 上 度量 空间 是 完备 的 .于 是 XX 中 存在 点 p， 序 列 1p,| 收 合 到 p. 但 
对 每 个 正 整 数 k， d(T(p),T(p)) < cd(pi,p), (12. 2) 

所 以 由 比较 引 理 ， 可 得 象 序列 iT(p,)i 收敛 到 T(p)， 然而 对 每 个 k，T(pi) =P,，:， 序 列 
17T(p,) | 是 序列 jp,| 的 子 序 列 ， 所 以 T(p) =p， 于 是 映射 T; XX 至少 有 一 个 不 动 点 . 

剩 下 的 是 验证 只 有 一 个 不 动 点 ， 如 果 p 与 9 是 奈 中 满足 7(p) =p 与 7T(g) =9g 的 后 ， 则 

0<d(p,g) = d(T(p),T(g9)) < cd(p,g). 

由 于 0<c<1, 必 有 dl(p, 9) =0， 即 p =g， 于 是 恰 有 一 个 不 动 忆 . 国 

上 述 压缩 映射 原理 的 证 明 实际 上 比 纯粹 唯一 不 动 点 的 存在 性 的 证 明 多 得 多 . 它 给 出 一 种 通 
近 不 动 点 的 迭代 方法 .事实 上 ， 在 上 述 定理 的 假设 条 件 下 ,已 证 明 的 不 仅 是 映射 T; X 一 X 恰 
有 一 个 不 动 点 p. ， 而 且 也 证 明了 ,车 po 是 下 中 任意 一 点 ， 则 用 归纳 法 如 下 定义 的 序列 | ps 收 
化 到 pp. : 即 令 p, =T(po)， 若 是 使 p, 有 定义 的 正 整 数 ， 则 定义 Pi =T(p,)， 此 外 ， 如 宁 * 
是 映射 T: X 一 大 的 利 普 希 蒋 常数， 满足 0 和 ec<1， 则 下 面 的 误差 界 成 立 : 


对 每 个 正 整 数 k&， d(p, ,pi) < d(T(po) ,po). (12. 3) 


习题 


1, 证 明 : 下 面 的 映射 /: X 一 六 都 没有 不 动 点 ， 解 释 为 什么 不 与 于 缩 映射 定理 玫 盾 : 
a X=(0,，1)GR， 且 对 X 中 的 x, /x) =x/2. 
b. X=R 且 对 关中 x, f(x) =x+1. 
c. X=|1(x, y)eR*ix +y =1| 且 对 XX 中 (x, >), flx, 7y) =( -y, *). 
2. 固定 a 为 正 实数 , 令 关 = [0, 1)CR ,定义 /: X 一 R 如 下 : 
对 x eX, 所 zx) = ax(l - x). 
a. 对 于 什么 样 的 a 值 ， 上 映射 f: X 一 R 有 性 奈 f(X}CX? 
b.、 对 于 什么 样 的 a 值 , 映射 X 一 R 有 性 质 太 了 X)GX 且 f: X 一 X 是 压缩 映射 ? 
. 定义 国 数 六 [1，m ) 一 R 如 下 : 


Cn 


对 zl1， f(x) = 1 +Yx. 
证 明 这 个 卫 数 恰 有 一 个 不 动 点 . 
. 写 出 例 12. 21 的 细节 . 
, 假定 p:R 一 R 是 多 项 式 ， 证 明 : p:R 一 R 是 利 普 希 艾 映 射 当 上 且 仅 当 多 项 式 的 次 数 小 于 2. 
. 假定 孙 数 g:R 一 R 与 h:R 一 R 都 是 利 普 希 区 函数， 它们 的 积 是 利 普 希 获 旺 数 吗 ? 
. 假定 函数 /: [a，b1 一 R 是 连续 的 ， 证明: f: [a，6] 一 R 是 利 普 希 芯 函数 当 且 仅 当 f;: (a,， 65) 一 R 是 利 普 希 
医 旺 数 . 
8.a， 对 *>0， 定义 Fx) =Yxz， 证 明 : 函数/ [0，w ) 一 R 是 连续 的 但 不 是 利 普 希 茨 函数 . 
b、 对 所 有 实数 x， 定 义 f(x) = 1 x1 ,证 明 : 函数 /:R 一 R 是 利 普 希 芯 函 数 但 不 是 可 微 旺 数 . 
9. 对 每 个 正 整 数 上 定义 f.(x) =x ， 其 中 0<x<1， 序列 { 捕 : [0，1] 一 R 1 是 度 景 空间 C([0,，1] ，R ) 中 的 柯 
西 序列 吗 ? 
10. 对 每 个 正 整 数 上 ， 定 义 f(x) =e”“， 其 中 0<x 和 1， 序列 1 天: [0，1] 一 R 1 是 度量 空间 C([0, 1],，R ) 中 的 
柯 西 序列 吗 ? 


“有 
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11. 对 每 个 正 整 数 上 定义 f(x) =cos(x/k)， 其 中 0gx1， 序 列 |f: [0，1] 一 R } 是 度量 空间 C([0, 1}, R) 
中 的 柯 西 序列 吗 ? 
12. 证 明 ; 不 等 式 (12.1) 蕴 涵 序 列 |p, | 是 柯 西 序列 . 
13. 证 明 ， 不 等 式 (12. 1) 获 湖 不 等 式 (12. 3). 
14. 设 针 是 度量 空间 ， 假 定 ip,i 是 XX 中 的 序列 ， 具 有 如 下 性 质 . 
对 所 有 目 然 数 上 dCps ,ps) 17k. 


该 序列 是 柯 西 序列 吗 ? (提示 : 令 站 =R 且 对 每 个 正 整数 上 ,pg = 17i.) 


15. 设 U 是 R" 中 的 开 球 ,在 U 中 明确 地 求 一 个 柯 西 序列 ， 它 不 收 人 钙 到 UV 中 的 点 .证明 1 不 是 完备 的 . 

16. 设计 是 R" 的 子 集 ， 假 定 映射 7: X 一 R" 是 利 普 希 艾 上 映射， 证 明 7(xz) 是 有 界 的 当 且 仅 当 无 是 有 界 的 ， 当 只 
假定 映射 是 连续 时 这 个 结果 成 立 吗 ? 

17. 设 半 是 包含 点 m 的 完备 度量 空间 ，r 是 正 实 数 ， 定 义 天 = lpeXld(p，p)<srl， 恨 定 了 ，K 一 《是 利 次 硕 
茨 上 映射 ， 其 利 普 希 获 常数 为 <， 还 假定 cr +d(7T(po)，Po)< 关 ~ 证明: T() EK 且 了 ;大 一 大 有 不 动 点 . 


12.3 非 线 性 微分 方程 的 存在 性 定理 


本 节 的 目的 是 用 压缩 映射 原理 证 明 某 种 非 线 性 微分 方程 解 的 存在 性 的 一 个 重要 定理 ， 从 回 
顾 在 前 面 已 经 建立 的 关于 微分 方程 的 某 些 结果 开始 .在 4.5 节 ， 我们 首先 遇 到 下 面 的 关于 微分 
方程 可 解 性 的 问题 ， 

假定 1 是 包含 x 的 实数 开 区 间 ， 则 给 定数 yo 及 函数 卢 ; 1 一 R ， 存 在 作为 下 列 基 本 微分 方 
程 解 的 可 微 函 教 /7 一 及 吗 ? 

人 人 = h(x) 对 所 有 的 x er (12.4) 
(x0) = Yo: 

一 般 地 ， 这 个 方程 可 能 不 存在 任何 解 。 例如， 在 第 4 章 中 ， 注 意 到 ， 如 果 函 数 h， [一 *R 是 
非常 值 的 阶梯 函数 ,方程 (12.4) 无 解 。 然而， 如 果 函 数 h: />R 是 连续 的 ， 则 在 第 7 章 中 建立 
的 微 积分 的 第 二 基本 定理 有 下 述 的 变形 . 

定理 12.24 设 1 是 包含 点 x 的 实数 开 区 闻 ， 令 Jo 是 实数 ， 假 定 函 数 瑚 ; 1_5 民 是 连续 的 ， 
则 恰 存 在 一 个 可 微 函 数 .六 7 一 玉 ， 它 是 微分 方程 (12.4) 的 解 . 由 如 下 公式 给 出 : 


对 了 中 的 所 有 x， f(x) = 了 + 上 (12. 5) 


公式 (12.5) 将 方程 (12. 4) 的 解 表示 为 一 个 积分 ， 于 是 对 /中 每 个 点 x*，f(x) 的 实际 值 是 黎 
曼 和 的 极限 . 当然 ， 它 是 已 确切 定义 的 函数 ， 即 它 把 1 中 每 一 点 x 与 一 个 确定 的 值 相 联系 ， 当 
然 ， 有 时 能 用 诸如 分 部 积分 法 、 换 元 积分 法 的 技巧 简化 这 种 表示 ， 从 而 借助 更 熟悉 的 函数 表示 
方程 的 解 ， 但 通常 不 能 借 于 x*，sinx，inx 等 “初等 函数 ”明确 地 表示 方程 的 解 ， 此 时 为 了 得 到 
关于 微分 方程 (12. 4) 的 解 的 实际 函数 值 的 更 准确 的 信息 ， 有 必要 使 用 逼近 技巧 ， 合 如 在 7.4 节 
中 所 叙述 的 技巧 . 
例 12.25 考虑 微分 方程 
从 = 1 + 对 一 切 x eR 
f/f/(0) = |. 
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对 每 个 实数 x， 定 义 h(x) =1/(1 +x )， 以 便 得 到 连续 也 数 h:R 一 R. 定理 12.24 蕴涵 了 这 个 
微分 方程 人 有 唯一 解 f:R 一 R , 由 如 下 公式 定义 : 


_ 1 
对 一 切 xe R，f(x) =1 + 上 di 
要 指出 的 是 人 们 不 能 通过 检验 明确 地 求 出 这 个 解 的 函数 值 . 例如 ， 
f(2) -1+[。 i 


+1 
而 为 了 得 到 f(2) 的 近似 值 ， 有 必要 使 用 诺 如 在 7.4 节 中 所 人 氢 述 的 某 些 盘 近 技巧 . 国 
对 于 到 数 卢 [一 有 的 某 种 选择 ， 也 许可 以 考虑 具有 如 下 性 质 的 可 微 郴 数 g:7 一 及 : 
对 I 中 所 有 x， &g (xz) = h(x). 
当 考 虑 这 样 一 个 顶 数 时 ， 微 分 方程 (12.4) 的 解 可 由 下 式 给 出 : 
对 1 中 所 有 x， f(x) = yo -g(x0) + g(x). 
. 例 12.26 考虑 微分 方程 
(+) 对 所 有 x eR 
fl) = 2. 
回想 前 面 证 明了 反正 切 函 数 有 如 下 性质 : 
对 所 有 xxeR， 了 arctan yx = . 
dx 1 + 和 


因此 ， 上 述 微分 方程 的 唯一 解 可 用 如 下 公式 给 出 : 


对 所 有 x eR, f(x) =2 -arctanl + arctanx =2- 本 + arctanx. 加 


在 7.2 节 考虑 了 比 微分 程 (12.4) 更 一 般 的 微分 方程 . 特别 地 ， 引 入 了 附加 参数 少 并 寻求 如 
下 微分 方程 的 解 昂 数 .7 一 及 : 


人 = bf(x) +h(x) 对 7 中 所 有 > 
f(xo = Yo: 

事实 上 ， 存 在 一 种 技巧 把 这 个 方程 归 约 为 我 们 刚刚 考虑 过 的 方程 ， 此 技巧 " 是 用 e “去 乘 
(12.6) 的 第 一 个 方程 ， 则 方程 变 为 


[ev = eh(x) 对 1 中 所 有 


(12.6) 


(12.7) 
f(xo) 一 yo， 

如 果 陋 数 h: /一 R 是 连续 的 ， 则 由 定理 12. 14 可 得 ， 存 在 (12.6) 的 叭 一 解 ， 由 以 下 公式 给 出 : 

对 了 中 所 有 的 x， f(x) = ete-omy + { er) de (12. 8) 


例 12.27 考虑 微分 方程 
全 = 2f(x) +x 对 所 有 x ER 
f(0) = 1. 


曲 ”此 技巧 称 为 胶 以 积分 因子 (multiplication by an integrating [actor). 
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因为 对 所 有 x， 由 h(x) =x 所 定义 的 消 数 hh:R 一 RR 是 连续 的 ， 所 以 从 上 述 讨论 可 得 这 个 微分 方 


程 有 唯一 解 f:R 一 R ,由 如 下 公式 给 出 : 
对 所 有 x < RR， f(x) = e+ [ei 
由 分 部 积分 法 并 用 微 积分 第 一 基本 定理 ， 上 面 的 公式 化 为 


对 所 有 x eR,， f(x) = 六 -三 -天 图 


下 面 考虑 更 一 般 的 微分 方程 ， 假 定 吕 是 平面 R* 中 包含 点 (x。， yo ) 的 开 子 集 ， 而 函数 
8: OO 一 R 是 连续 的 ， 问 题 是 求 包含 点 x 的 开 区 间 1 及 可 微 函 数 f:1 一 R， 使 得 
[0 = g(x,f(x)) 对 7 中 所 有 的 > 
(xo) = Yo: 
这 个 微分 方程 包含 微分 方程 (12.4) 及 方程 (12.6) 作 为 它 的 特例 .事实 上， 定义 
O=i(z， 7y)lxzer ye 有 ii， 在 对 于 口中 的 (*，y)，g(z，y) =h(x) 的 情况 下 ， 微 分 方程 
(12.9) 归 约 为 微 方程 (12.4) ， 而 在 对 于 OO 中 的 (zx，y) ，g(z，7) =by +h(x) 的 情况 下 ， 微 分 方 
程 (12.9) 归 约 为 微分 方程 (12. 6). 
对 于 一 般 的 连续 函数 g:O 一 及 ,方程 (12.9) 的 研究 可 能 非常 复杂 . 首先 ， 如 下 面 的 例子 所 
示 ， 可 以 存在 不 止 一 个 解 ， 
例 12.28 设 O=R , 令 (z，yo) =(0, 0) 且 定义 g(x,，Y) =3722 ， 则 方程 (12.9) 变 为 
亿 ( = 3[f(x)]” 对 所 有 x ez 
f/(0) = 0. 
显然 ， 便 等 于 0 的 函数 六 R 一 R 是 方程 (12. 10) 的 一 个 解 . 但 还 有 另 一 个 解 ， 不 难 检验 ， 如 下 
定义 的 函数 六 R 一 R: 


(12. 9) 


(12.10) 


0 车 x*<0 
A*) = {» 关 * 之 00. 
也 是 微分 方程 (12. 10) 的 解 . 国 
在 方程 (12.9) 的 研究 中 可 能 出 现 的 另 一 个 困难 是 解 函数 的 定义 区 间 了 也许 是 一 个 小 区 间 . 
这 可 以 由 下 面 的 例子 得 到 说 明 . 
例 12.29 设 O=R , 令 (x。，Yo) =(0, 0) 且 定义 g(x,y) =1+y， 则 方程 (12.9) 变 为 
信人 = 1+[f(x)] 对 所 有 x* el 
/(0) = 0. 
可 以 断定 该 微分 方程 在 区 间 7= ( - fr/2，mX2) 上 存在 唯一 解 ， 而 在 任意 更 大 的 区 间 上 没有 解 . 
为 分 析 微 分 方程 (12.11)， 首 先 ， 假 定 了 是 一 个 包含 点 0 的 区 间 ， 并 且 可 微 熙 数 .7 一 及 是 
(12. 11) 的 解 ， 则 


(12. 11) 


由 于 链 式 法 则 及 对 反正 切 函 数 的 导数 公式 ， 上 式 意 味 着 
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对 所 有 x e 了 [arctanf() ~x|] =0. 


由 于 arctan f(0) = arctan0 =0， 由 恒 等 准 则 可 得 

对 所 有 x e I, arctan f(x) = x. 
但 反正 切 栅 数 的 象 是 区 间 ( - mw2，Tm2)， 所 以 得 到 TS(- /2，7/2) 且 对 所 
有 xel, f(x) =tanx， 

这 个 论断 表明 ， 如 果 存 在 一 个 包含 点 0 的 区 间 及 微分 方程 (12. 11) 的 解 的 可 微 旺 数 :1 一 R , 则 
IC( -7T/2，T/2) 且 对 所 有 x el1, f(x) =tanx。 导数 的 直接 计算 表明 ， 如 果 定 义 1=( -T2，T/2) 
且 用 f 八 x) =tanx 定义 f:1 一 RR, 则 此 函数 就 是 微分 方程 (12. 11) 的 解 . 请 

上 面 例子 的 目的 是 要 表明 ， 哪 怕 g: R* 一 R 是 简单 到 仅 为 y 的 二 次 多 项 式 的 函数 ， 关 于 x。 
的 邻 域 了 的 大 小 仍然 受到 限制 ， 其 中 7 是 (12.11) 在 其 上 有 解 的 区 间 ( 见 习题 6). 

下 面 转 到 对 一 般 函 数 g:O 一 RR 的 微分 方程 (12.9) 的 分 析 ， 肯 次 注意 到 ， 微 积分 第 二 基本 
定理 对 我 们 的 分 析 是 必要 的 ， 下 面 的 引 理 确立 了 微分 方程 和 与 之 相 联 系 的 积分 方程 之 间 的 等 
价 性 . 
引 理 12. 30( 等 价 性 引 理 )” 设 〇 是 平面 R* 的 包含 点 (x。，Y6) 的 开 子 集 ， 且 假定 函数 g:O 〇 一 展 
是 连续 的 ， 令 1 是 点 x。 的 邻 域 ， 且 假定 函数 广 T 一 R 具 有 如 下 性 质 : 

对 了 中 所 有 x， (zx)) 在 〇 中 ， 
那么 下 面 的 两 个 论断 是 等 价 的 : 

(i) 函数 太一 及 是 可 微 的 ， 并 且 是 下 面 微分 方程 的 解 : 

"(x) = g(xsf(x)) 对 1 中 所 有 的 x 


(12. 12) 
(xo) = Yop: 
(ii) 函数 F:7 一 RR 是 连续 的 ， 并 且 是 下 面积 分 方程 的 解 ; 
对 了 中 所 有 的 zx， f(x) = 多 + [gCef( )dt (12. 13) 


证 阴 定义 因数 庆 : J 一 RR 为 : 
对 了 中 所 有 的 x， h(x) = g(x,f(x)). 
注意 到 医 数 上: /一 R 是 连续 也 数 的 复合 ， 因 而 是 连续 的 . 
首先 ,假定 (i) 成 立 ， 根据 函数 关 : /一 有 的 定义 ， 微 分 方程 (12. 12) 可 以 写成 : 
/xj) = h(x) 对 1 中 所 有 的 x 
(x0) = Yo. 
由 定理 12. 24 推出 ， 对 1 中 所 有 的 x， 


f(x) = yo + [ra = y+ [ateft) ) a, 


所 以 (站) 成 立 。 
反之 ， 如 果 (ii) 成立 ， 则 显然 Kxo) =y。。 此 外 ， 由 微 积分 第 二 中 值 定理 推出 ， 


对 1 中 所 有 zx， 字 [[ gCf0)a:] = g(r,f4)). 
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从 积分 方程 (12. 13) 可 推 得 ， 孔 数 f:1 一 R 是 微分 方程 (12. 12) 的 解 的 可 微 函数 . 图 
定理 12. 31( 存在 性 定理 ) 设 O 〇 是 平面 R 的 包含 点 (x。，Yo) 的 开 于 集 ， 假定 函数 g: OO 一 R- 
是 连续 的 且 存 在 正 数 及 ， 使 得 对 个 中 的 所 有 点 (x*，Y,) 及 (x，Y,)， 
| g(%,Y) -g(x,y) lMIiYyY -7y,|1, (12. 14) 
则 和 奉 在 包含 点 xo 的 开 区 间 了 ， 使 得 微分 方程 


广 (x) = g(x,f(x)) 对 了 中 所 有 的 x 
(x0) = Yo 


(12.15) 


恰 有 一 个 解 ， 
证 明 ”对 正 数 f， 定 义 1 为 闭 区 间 [x。-《f，xo +《]. 下 面 将 要 证 明 可 以 选取 f， 使 得 对 
中 所 有 的 x*， 恰 有 一 个 形式 为 


flx) = y+ [ (ss)) gs (12. 16) 


的 连续 函数 f; 1, 一 RR. 一 旦 取 到 这 样 的 f， 由 等 价 性 引 理 可 得 ， 币 分 方程 (12.15) 在 区 间 1= 
(xo ~《，xo +t) 上 恰 存 在 一 个 解 . 

由 于 是 开 集 ， 可 选取 正 数 a 及 9， 使 得 矩形 只 =[xo-a，xo+ejx[yo-s，yo+pb] 包 合 在 
中， 对 每 个 正 数 f(《<a) ,定义 X, 是 度量 空间 C(I1,，R ) 的 子 空间 ， 它 由 对 1, 中 所 有 的 x， 
满足 

| f(x)-yl<b 


的 连续 蛆 数 1: 1 一 R 组 成 、 注 意 到 ， 站, 是 由 连续 次 数 f: 1, 一 R 所 组 成 ， 这 些 卫 数 的 图 形 位 于 
矩形 1, x [yo -6b, yo + 5] 之 中 . 
对 和 中 的 函数 f， 在 C(1,，R ) 中 定义 隔 数 7T( 有 为 


对 1, 中 所 有 的 x， T( 有 (x) = y, + [ec ) dt 


注意 到 ， 积 分 方程 (12. 16) 的 解 仅 是 映射 7; ,一 C(1,，R ) 的 不 动 点 . 

证 明 的 策略 如 下 : 由 于 C(1,，R ) 是 完备 度量 空间 ， 且 X 是 C(1,，R ) 的 闭 子 集 ， 故 从 推 
论 12. 20 可 得 ，X, 也 是 完备 度量 空间 下面 要 证 明 ， 如 果 4 选 得 充分 小 ， 则 

T(X,) EX 且 T:X. 一 X, 是 压缩 映射 (12. 17) 

于 是 由 压缩 映射 原理 可 得 ， 映 射 TX, 一 X, 有 唯一 的 不 动 点 . 

为 选择 满足 T(X,) CX, 的 f， 如 图 12.4 所 示 ， 首 先 ， 选 任 一 正 数 大， 使 得 对 矩形 R 中 所 
有 的 点 (xz，7y) ， 

| g(x,Y} |< . 
极 值 定理 允许 我 们 作出 这 样 的 选择 ， 于 是 如 果 f 是 X, 中 任意 函数 且 点 z 属于 了 ， 


| TOA (x) -7 1 = ee A ) dt < EK, 
所 以 
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T(X,) CX,， 如果 fkK 志 bb. (12. 18) 


0 


xda | ww | mm+a 
Wo—{t xw+t 


图 12.4 选取 i 使 得 T(X,) XX， 
注意 到 ， 如 果 所 与 fh 是 XX, 中 任意 的 两 个 函数 且 点 x 在 1 中， 则 由 假设 (12. 14)， 


| g(x,f (x)) -g(x f(x)) TE MIf(x) -f(x) 1 < Md(f,f,). 
于 是 运用 积分 的 线性 及 单调 性 性 质 ， 可 得 


| TOf) (x) - Tf) (x)1 = [ete)) _ g(1.f.(4)) ]d 


<|[ wma,. dl < x -xo | Md(f.,f,) 


<tMd(f ,f,). 
最 后 的 不 等 式 连同 不 等 式 (12. 18 ) 推 得 对 0 大 (大 ao， 


7:X 一 X 是 压缩 映射 ,如 果 tK 和 及 人 1MH < 1. (12. 19 ) 
于 是 可 以 应 用 压缩 映射 原理 求 7 的 唯一 的 不 动 点 ， 即 积分 方程 (12. 16) 的 唯一 解 ， 也 是 微分 方 
程 (12. 15 ) 的 唯一 解 . 国 


习题 


1. 对 下 面 的 每 个 微分 方程 ， 运 用 定理 12. 14 写 出 解 的 积分 公式 ， 若 可 能 ， 用 初等 函数 写 出 解 : 
f(x) =xcosx 对 R 中 所 有 x* 
(0) =1. 
f(x)=1+x 对 R 中 所 有 x* 
[LAC1) =4. 
f(x) =e 对 RR 中 所 有 x 
Lf(0) =0. 
2. 对 下 面 的 每 个 微分 方程 ， 用 公 (12.8) 写 出 解 的 积分 公式 ， 若 可 能 ， 用 初等 函数 写 出 解 : 
f(x) =f/(x)+1 对 R 中 所 有 x 
(0)=1. 


c 
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bp. f(x)= -f(x) +2+x 对 RR 中 所 有 x 
(0) = 1， 
人 =2Fxz)+e 对 R 中 所 有 x 
f(1) =0. 
. 仿效 例 12. 29 中 的 分 析 明 确 地 求 出 0 的 最 大 区 间 !， 在 该 区 间 上 可 以 解 出 下 列 微分 方程 : 
f(x)=1-[f(x)]” 对 1 中 所 有 x 


to) 


|f(0) =0. 

f(x) =xf(x) 对 7 中 所 有 > 
(0) = 1 

f'(x)=[f(x)]” 对 中 所 有 x 
1f(0)= -1. 


.> 


。 验证 例 12. 28 的 细节 . 
。 验证 例 12. 29 的 细节 . 
， 设 2 是正 数 ， 考虑 微分 方程 


a Wh 


人 人 = (1/e)(1 + (A(x))*) 对 7 中 所 有 的 x 
/(0) = 0, 
求 此 微分 方程 和 有 和解 的 最 大 区 间 的 长 度 . 
。 验证 在 存在 性 定理 证 明 中 所 推断 的 积分 不 等 式 ， 
. 仿效 存在 性 定理 的 证 明 ， 证 明 下 列 命 题 ; 设 。,， ,条 及 大 是 正 实数 ， 令 (xo， 为 ) 是 平面 R 中 的 点 ， 且 设 R 
是 闭 短 形 [x。-a，zxo。+a] x[y。 -5，y。+5] ， 假 定 函 数 g: R 一 及 是 连续 的 而 且 aM <1 及 aKsb， 其 中 
对 RR 中 所 有 (x,Y)， 1 g(x,7) | 所， 
且 对 只 中 所 有 (z，7)，(z YY)，1 g(x, 7)-g(x, 7y)1 志 肝 17y,-y,1. 那么 如 下 微分 方程 存在 唯 
一 解 : 


的 < 


全 = gx zx)) 对 (xz -axo+a) 中 所 有 > 
f(xo) = yo. 
用 习题 8 确定 r 的 值 ， 使 得 微分 方程 
人 = sin(xf(x)) 对 (- rr) 中 所 有 x 
f/f(0)=!1 


be 


有 唯一 解 . 
10. 在 习题 8 的 假定 下 ， 证 明 : 如 乐 对 [xe -as，xzo +aj 中 所 有 的 zx,，j(xz) =yo 且 画 数 序 列 | 关 : (xo -ea，xzo+a) 
一 R | 由 以 下 公式 递归 定义 : 


对 (x。 -az + 4a) 中 所 有 x，f.,(x) = + [gCsh ls)) ds 


则 序列 If.: ( xo 一 让， 三 + 2) 一 及 | 一 致 收 敏 到 微分 方程 的 解 . 
it. 在 习题 8 的 假定 下 ， 设 | 是 习题 10 中 所 和 定义 的 序列 . 证明: 对 (x。 -aa，xo+c) 中 所 有 的 x 及 所 有 的 自然 
数 下 ， 有 


f(z) -fz) | € <) ak， 


其 中 /:1 一 R 是 方程 (12.9) 的 解 ，( 提 示 : 用 估计 式 (12.3). ) 
12.4 度量 空间 之 间 的 连续 映射 
本 节 将 研究 函数 1 X 一 Y， 基 中 半 与 Y 是 一 般 的 度量 空间 .在 一 般 情 况 下 ， 函 数 称 为 映 
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射 . 正如 我 们 将 要 看 到 的 ， 在 欧 几 里 得 空间 之 间 的 连续 映射 的 许多 结果 ， 在 一 般 度 量 空 间 之 间 
的 映射 中 几乎 一 字 不 变 地 保持 ， 
给 定 映 射 f: X 一 了 Y， 如 果 A 是 的 于 集 ， 定义 
f(A4) = lg e 7Y1 对 茶 个 p e 4,g = fl(p)|. 
称 f( 4) 为 集 4 在 映射 /;: XY 下 的 象 (image)， 另 外， 如 果 B 是 Y 的 子 集 ， 定义 
f7(B) = lpe XI f(p) e Bl, 
称 / (8B) 为 集 8 在 映射 /: XY 下 的 原 象 (preimage). 

由 于 发 与 了 都 是 度量 空间 ， 序列 收敛 的 概念 限定 在 X 与 Y 之 中 . 这 自然 地 引出 下 列 连续 
性 概念 . 

定义 设 半 和 了 是 度量 空间 . 

(i) 映 射 f; X 一 Y 称 为 在 中 点 p 处 连续 ， 如 果 对 于 中 任何 收效 到 pp 的 序列 |p,|， 都 有 人 象 
序列 if(pi)1 收 人 证 到 f(p). 

”( 放 ) 映射 /: XY 称 为 连续 的 ， 如 果 它 在 XX 中 的 每 一 点 是 连续 的 . 

上 述 定 义 推广 了 在 第 3 章 中 给 出 的 实 变量 的 实 值 函 数 连续 性 的 定义 ， 也 推广 了 在 第 11 章 
中 对 欧 几 里 得 空间 之 间 映 射 的 连续 性 的 概念 . 

对 于 一 般 度量 空间 之 间 的 上 映射/: XY， 由 于 可 能 没有 在 集 Y 上 定义 的 加 法 或 乘法 ， 所 以 
考虑 映射 的 和 与 积 没 有 意义 ， 然 而 ， 对 于 实 值 映射 ， 即 对 于 从 度量 空间 到 玉 的 映射， 存在 定 
理 11.3( 关 于 连续 映射 的 和 、 积 与 商 的 连续 性 ) 的 一 个 直接 推广 . 

给 定 度量 空间 才 与 实 值 映 射 J，&g: X 一 RR ， 定 义 积 (product)/g: X 一 R 与 和 (sum)f+g: XX， 
R 为 ，; 

对 针 中 所 有 pp， (fg)(p) 二 fl(p)ge(p) 及 (+8)(p) =f(p) + g(p). 
如 果 对 XX 中 所 有 p，g(p) 0， 定 义 商 (quotient)f/g: X 一 R 为; 
对 xX 中 所 有 p， (全)(p) = fe 

定理 12.32 设 和 是 度量 空间 ，p 是 小 中 的 点 ， 假 定 映 射 f; X-*R 与 g: X 一 R 都 在 点 p 处 
连续 ， 则 对 任意 实数 a 与 B88， 郧 数 


of + BE:X—R 
在 p 处 连续 ， 秋 
f'g:X—R 
在 P 处 连续 ， 此 处 ， 若 对 时 中 所 有 的 9g，g(9) 天 0， 则 商 
/XR 
8 
在 p 处 连续 . 


证 明 设 lpi1 是 X 中 收 傅 到 p 的 序列 ， 由 连续 的 定义 可 得 ， 实 数 序列 |f(p,) | 与 18g(p,)| 
分 别 收 化 到 f(p) 与 g(p)， 根 据 收 敛 的 实数 序列 的 和 、 积 与 商 的 性 质 ， 
lim(f + g) (pi) = (f+ 8)(p), 
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lim(fe) (pi) = (f8)(p), 
lim( £) Cp,) = (5) 

这 三 个 等 式 证 明了 定理 . | 

我 们 同样 有 关于 连续 映射 复合 的 下 述 定理 ， 它 是 定理 11.5 的 推广 . 

定理 12.33 设 X，Y 和 Z 是 度量 空间 ， 并 设 p 是 多 中 的 点 ， 假 设 映 射 f: 一 Y 在 p 是 连 
续 的 ， 而 映射 g: YZ 在 fp) 是 连续 的 ， 则 复合 映射 gof:X 一 ZZ 在 p 是 连续 的 . 

证 明 设 ip,|1 是 X 中 收敛 到 p 的 序列 ， 由 于 映射 f: YX 一 YY 在 5 连续 ， 故 Lp 收 伍 到 
f(p)， 又 因为 {f(p,)!1 是 Y 中 收 钙 到 f(p) 的 序列 且 映 射 g: Y 一 2Z 在 f(p) 连 续 ， 所 以 序列 
fe(f(p,)) 收敛 到 jg(f(p))1， 于 是 1 (ge 从 (pi) | 收敛 到 (go 有 (p). 国 

对 于 一 元 实 变量 的 实 值 栅 数 ， 我 们 建立 了 函数 在 一 点 处 的 连续 性 的 “es - 6" 准则， 该 准则 
等 价 于 序列 的 收敛 性 的 定义 ， 对 于 欧 几 里 得 空间 之 间 的 映射 ， 这 个 准则 在 定理 11. 27 中 建立 . 
事实 上 ， 正 如 我 们 将 要 证 明 的 ， 这 个 “se - 8” 准则 对 于 一 般 度 量 空间 之 间 的 映射 在 一 点 处 的 连 
续 性 也 成 立 . 

定理 12.34 设 半 与 Y 是 度量 空间 ,， 令 p 是 于 中 的 一 点 ， 考 虑 映射 /; 了 一 YY， 则 下 列 两 个 
论断 是 等 价 的 : 

(i) 映 射 f; Xs 了 在 点 p 处 是 连续 的 . 

(ii) 对 每 个 正 数 6， 存在 正 数 8 使 得 对 在 中 每 个 满足 dp，9) <6 的 点 gq， 

d(f(p) Ag)) < 2. (12. 20 ) 

证 明 首先 ， 假 定 ./. Xx 一 Y 在 p 是 连续 的 .要 验证 (12.20), 采用 反 证 法 . 如果 (12. 20 ) 
不 成 立 ， 则 必 有 某 个 a。>0，, 使 得 对 任何 正 数 86，f( 8B,(p))CB,(f(p)) 不 成 立 ， 特 别 地 ， 若 上 
为 正 整数 ， 则 f( By(p)) SG B,(f(p)) 不 成 立 ， 这 意味 着 在 XX 中 有 一 点 ， 记 为 p;， 使 得 
d(p,， pi) <1Ak， 而 d(f(p),f(pi)) 宇 so。， 这 就 在 XX 中 定义 了 序列 ip,|}， 它 收敛 到 pp， 但 它 的 
象 集 1f(p,)| 不 收 伍 到 f(tp)， 这 与 映射 f: X 一 了 在 点 p 处 连续 矛盾 ， 所 以 (12. 20) 成立. 

有 反之， 假定 (12., 20) 成 立 ， 设 1p,| 是 半 中 收 钱 到 p 的 序列 ， 要 证 1f(ps)| 收 合 到 f(p)， 
令 ce >0， 根据 (12.20)， 可 取 正 数 5， 使 得 放 B,(p)) CB,(f(p))， 此 外 ， 由 于 序列 |p,| 收 但 到 
pP， 可 取 下 标 NN， 使 得 奇 上 NN， 则 有 pi 在 B,(p) 中 ， 于 是 者 KN, 则 所 p,) 在 B.(f(p)) 中 . 从 
而 序列 if(pi)| 收 钙 到 f(p)， 按 定义 ， 这 意味 着 f: X 一 了 在 点 p 是 连续 的 . 畏 

最 后 ， 我 们 用 映射 在 一 点 连续 的 特征 给 出 映射 在 它 的 定义 域内 的 连续 性 准则 . 

定理 12.35 设 X 与 Y 是 度量 空间 ， 考 虚 映 射 /: X 一 Y， 则 下 列 论断 是 等 价 的 : 

(i) 映 射 /: X 一 Y 是 连续 的 . 

(让 ) 每 当 V 为 Y 中 开 集 时 ,，f (V) 是 中 的 开 集 . 

证 明 首先 ， 假定 (i 站) 成立 ， 即 映射 /;: X 一 了 Y 是 连续 的 . 设 了 是 了 的 开 子 集 ， 要 证 明 
ff "(V) 是 半 中 的 开 集 ， 设 p 是 f (VYV) 中 的 一 点 ， 我 们 必须 证 明 p 是 f 7"(V) 的 内 点 但 f(p) 是 
V 中 的 点 ， 而 了 是 了 Y 中 的 开 集 ， 所 以 存在 某 个 正 数 "*， 满 足 如 (KRp))EY 由 于 f: XY 在 点 p 
是 连续 的 ， 由 定理 12. 34 可 得 ， 可 选取 正 数 5, 满足 f/(B,(p)) CB8,(f(p))CV, 于 是 8,(p)C 
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fA (V)， 所 以 p 是 f*《V) 的 内 点 ， 由 于 p 是 任意 选取 和 的， 所 以 f” 〈(P) 中 每 个 点 都 是 内 点 按 
定义 ， 这 意味 着 / (VV) 是 开 集 ， 

反之 ,假定 (让 ) 成 立 ， 设 p 是 X 中 的 点 ， 为 证 明 f: X 一 7Y 在 疡 连续， 运用 在 定理 12. 34 中 
所 推断 的 连续 性 的 “se -8 特征 ,， 设 se>0， 根据 命题 12.8， 呈 .人 AP) ) 是 了 上 中 的 开 集 ， 由 (ii) 可 
得 , f '(B,(f(p))) 是 X 中 的 开 集 ， 于 是 7'(B,(f(p))) 中 的 点 p 是 f”(B,(f(p))) 的 内 点 ， 
所 以 可 以 取 到 正 数 5， 满足 B,(p) Cf (8B,(f(p)))， 这 意味 着 f 作 8B,(p)) 5 B,(f(p))， 于 是 洱 
数 /: X 一 了 满足 在 点 p 连续 性 的 "se -6” 特征 . 国 


习题 


1. 设 X 是 度量 空间 ， 证 明 下 列 不 等 式 ; 

对 半 中 所 有 的 点 p,qg 及 x， 1 dl(p,x) - d(x,9)! < dlp,9). 

2. 设 习 是 度量 空间 ，p. 是 XX 中 的 点 ， 定 义 鼎 射 f/: X 一 RR 为， 

对 针 中 岳 有 的 p， fp) = dl(p,p,). 
用 习题 1 证 明 f; XR 是 连续 的 . 

。 设 是 度量 空间 ， 映 射 /: X 一 RR 是 连续 的 ， 令 p 是 XX 中 的 点 ,在 该 点 处 A 作 p) >0， 运用 定理 12.34 证 明 : 在 
在 某 个 正 数 r: 使 得 对 B,(p) 中 所 有 的 gq, f(g) >0. 

,给 定 映 射 /; 和 -+o 了 以 及 让 的 子 集 Z，f: XY 对 2 的 限制 (restriction) 是 隔 数 g: Z 一 Y， 此 函数 定义 为 g(%*) = 
/(x)(xeZ). 电 然 当 X#2Z 时 . f: XY 与 g: ZY 是 不 同 的 函数 ， 但 是 习 欠 上 用 /ff: Z 一 Y 表示 8: 4—*Y. 
给 出 这 样 的 函数 f: XY 的 例子 ;: Z 为 的 于 空间 ,而 pp 为 2 中 的 点 ,使 得 f: X 一 了 在 p 是 不 连续 的 而 
f: ZY 在 p 是 连续 的 . 

. 设 X 和 YY 是 度量 空间 且 设 p 是 XX 中 的 点 ， 证明: 了 射 在 p 连续 当 且 仅 当 存在 p 在 XX 中 的 开 球 B,(p)， 使 得 
f: B,(p) 一 了 在 p 是 连续 的 .将 这 些 结果 与 习题 4 的 结果 加 以 比较 . 

6. 假定 XX 是 度 最 空间 而 映射 f: R 一 和 是 连续 映射 ， 设 上 是 区 的 闭 子 集 ， 和 再 设 知 zx 为 有 理 数 ， 则 Ax) seC， 证 
明 A(R)SC, 

. 设 X 与 Y 是 度量 空间 ， 并 假定 映射 /: X 一 了 是 连 绪 的 . 车 器 是 XX 中 的 开 集 ， 则 Af O 〇 ) 是 Y 中 的 开 集 吗 ? 

. 设 X 与 了 是 度量 空间 ， 证明 : f: XY 是 连续 的 当 且 仅 当 C 是 Y 中 闭 集 时 f/f"(C) 是 外 中 的 闭 集 . 

9. 设 半 是 度量 空间 ，X 的 子 集 上 DD 称 为 在 关中 要 密 (dense)， 如 果 针 中 每 一 点 是 D 中 序列 的 极限 ， 把 作为 在 度 

量 空 间 C([a，pj ，R ) 中 稠密 这 一 论断 的 瑶 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 用 公式 表示 出 来 . 

10. 设 X=C(lla, bj],，R )， 定 义 恩 数 风 : X 一 上 为 : 

对 大 中 每 个 六 ，%(P = [f/x)dx 


a. 证 明 : 对 针 中 所 有 的 f 和 Eg, 1 wf -wig)1 (6 -a)d(f, g). 
b， 用 上 述 不 等 式 验证 汪 : XX 一 R 是 连续 的 . 


12.5 列 紧 性 与 连通 性 


我 们 定义 了 欧 几 里 得 空间 R" 的 子 集 是 列 紧 的 ， 也 建立 了 在 R" 的 列 紧 子 集 上 连续 的 实 值 郑 
数 的 极 值 定理 ， 即 定理 11.22. 在 11.4 节 ， 定 义 了 欧 几 里 得 空间 的 子 集 是 连通 的 ， 并 描述 了 验 
证 连通 性 的 某 些 准则 ， 另 外 ， 还 把 介 信 定理 推广 到 m” 维 欧 几 里 得 空间 连通 子 集 二 连续 的 实数 值 范 
数 的 情形 . 对 于 一 般 的 度量 空间 ， 存 在 着 列 紧 性 与 连通 性 的 直接 的 推广 ， 本 节 就 将 讨论 这 些 
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内 容 . 
定义 度 呈 空间 针 称 为 列 紧 的 (sequentially compact) ， 如 果 天 中 每 个 子 序 列 收 化 到 次 中 
一 点 . 
这 延伸 了 在 11.2 节 中 当 X 是 R" 的 子 空间 时 所 给 出 的 列 紧 性 的 定义 ， 极 值 定理 推广 到 列 紧 
度量 空间 上 连续 的 实数 值 函 数 时 ， 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 一 般 绪 果 的 证 明 与 对 欧 几 里 得 空间 的 
列 紧 子 空间 的 证 明 几 乎 一 样 . 

命题 12.36 设 和 和 有 是 度 重 空间 ， 假 定 映 射 F 和 一 了 上 是 连续 的 ， 如 果 下 是 列 紧 集 ， 则 
所 XY) 也 是 列 紧 集 . 

证 明 设 1p,| 是 f 信 X) 中 的 序列 ， 对 每 个 自然 数 上 ， 令 qg, 是 半 中 的 点 ， 满 足 p, =f(q,)， 由 
于 X 是 列 紧 集 ， 在 X 中 存在 于 序列 19,1 ， 它 收 敏 到 某 个 点 9。 映 射 f: XY 在 点 9 是 连续 的 ， 
于 是 象 序 列 ip,| = {fq%)i 收 僵 到 久 X) 中 的 扣 作 9). 因此 矿 X) 中 每 个 子 序列 收敛 到 AX) 中 一 
点 ， 根 据 定 义 ， 这 意味 着 f 作 XX) 是 列 紧 集 . | 

定理 12.37( 极 值 定理 ) 设 天 是 非 空 列 紧 度 醒 空 间 ， 且 设 函 数 j X 一 尽 是 连续 的 ， 则 
f/f: X 一 R 在 X 上 取 到 最 小 值 和 有 驮 大 值 . 

证 明 由 前 面 的 命题 可 得 f/(XX) 是 列 紧 集 ， 然 而， 引 理 11.21 断定 R 的 非 空 列 紧 子 集 有 最 
大 值 和 最 小 值 . 十 

对 R"” 的 子 空间 X， 定 理 11. 18( 列 紧 定 理 ) 断 定 必 是 列 紧 集 当 且 仅 当 刁 是 R 的 有 界 闭 子 集 ， 对 
于 一 般 的 度量 空间 没有 这 种 简单 的 列 紧 性 的 特征 ， 特 别 地 ， 邵 下 例 所 示 ，C([a, 61，R ) 的 有 界 
闭 子 集 未 必 是 列 紧 集 . 

例 12.38 设 K 是 C([0, 1]，R ) 的 子 集 ， 由 所 有 如 下 的 连续 陋 数 1: [0,1] 一 R 组 成 : 

对 [0,1] 中 所 有 x， 1 fx)1l 志 1. 
把 验证 天 是 C([0，1]j，R ) 的 有 寞 闭 于 集 留 给 读者 作为 练习 ， 然 而 ， 上 不 是 列 紧 度量 空间 ， 为 
此 ， 有 必要 在 中 求 具 有 如 下 性 质 的 序列 ， 它 没有 一 致 收 合 到 中 某 个 溺 数 的 子 序列 ， 对 每 
个 正 整 数 上 ， 定 义 孙 数 f: 【0，1] 一 R 为 : 
对 [0,1] 中 的 x， (x) = x'. 
定义 苑 数 / [0，1] 一 R 为: 
0 大 0<xvx<1l 
Ax) = { 车 xx = 1. 

由 于 和 若 0 委 zx<1， limx =0， 则 可 得 施 列 1 [0，1] 一 R |} 逐 扩 收 第 到 洱 数 /: [0, 1 一 民 .于 
是 {fh: 【0，1] 一 R | 的 每 个 子 序列 也 逐 点 收 钱 到 函数 f: [0,1] 一 R , 但 了 洱 数 f: [0, 1] 一 R 昨 
不 连续 的 ， 于 是 它 不 在 上 中， 因而 在 度量 空间 CC([0, 1]，R ) 中 ，1f: [0,1] 一 R | 不 存在 收 
皱 ( 因 而 ， 一致 收 合 ) 到 天 中 某 个 函数 的 子 序 列 . 本 

有 一 个 定理 ( 称 为 阿尔 泽 拉 - 阿 斯 科 利 (Arzela-Ascoli ) 定理 ) 描 述 了 C(10, 1]，R ) 的 列 紧 
子 空间 的 特征 ， 但 是 该 定理 超出 了 本 书 的 范围 “ 


避 ”由 Ceorge 下 ，Simmons 所 著 的 杰出 著作 《Introduction to Topology and Modern Analysis》( New York: MoeGraw-Hill，1963 ) 
对 此 及 有 关 材 料 有 清晰 的 讨论 . 
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定义 度量 空间 著称 为 有 介 和 值 性 质 ， 如 果 每 个 连续 了 区 数 /: X 一 RR 有 一 个 区 间 为 它 的 象 . 
定理 11. 36 断定 了 "的 子 集 有 介 值 性 质 当 且 仅 妆 它 是 连通 的 . 下面 将 描述 具有 介 值 性 质 的 

一般 的 度量 空间 的 特征 ， 这 相当 于 要 对 一 般 度量 空间 发 现 与 连通 性 相近 的 概念 . 
定义 设 革 是 度量 空间 ，LL 和 YY 是 太 的 开 子 集 . 2 与 V 称 为 分 高 (Separate ) 丰 ， 如 果 

和 VV 非 空 ， 
UU y= 4, 
UNVY= 2. 
定义 度量 空间 大 称 为 连通 的 ， 如 果 不 存在 天 的 两 个 开 子 集 ， 它 们 分 离 基 . 
下 面 的 定理 证 明 引 进 连 通 性 概念 是 正确 的 . 
定理 12.39 度 童 空间 大 是 连通 的 当 且 仅 当 它 有 介 值 性 硕 . 
证 明 首先 ,假定 度量 空间 X 是 连通 的 ， 不 面 证 明 X 有 介 值 性 质 . 事实 上 ， 设 f: X 一 R 
是 连续 的 ， 为 证 明 象 f(X) 是 区 间 ， 采 用 反 证 法 . 事实 十 ， 如 果 玉 XX) 不 是 区 间 ， 则 必 存 在 实数 
c 及 XX 中 的 点 4 与»， 使 得 
fl(u} <c < fl(v), 
而 c 不 在 A(X) 中 ， 定 义 
X=f (-wm,c) 及 X,=/ (ec,%). 

由 于 ( - % ，c) 与 (c，o ) 都 是 及 的 开 子 集 ， 而 画 数 户 X 一 R 是 连续 的 ， 由 定理 12. 35 可 和 得， 万， 

与 XX, 都 是 X 的 开 子 集注 意 到 ， 由 于 5 属于 和 及 vv 属于 XX,， 所 以 X, 与 X, 都 非 空 此外， 由 

于 c 不 在 A(X) 中 ， 故 =X,UX,， 显然 ,XX 与 ,是 不 相交 的 .于 是 XX 与 X, 分 离 度量 空间 工 ， 

而 这 与 著 是 连通 的 假定 矛盾 ， 这 个 矛 目 表明 XX 有 介 值 性 质 . 

之 ,假定 每 个 连续 陋 数 1: X 一 R 有 介 值 性 质 ， 扫 反 证 法 证 明 针 是 连通 的 ， 假 设 半 不 是 

连通 的 .， 则 存在 XX 的 一 对 开 子 集 U 和 VY 分 离 X， 定 义 孙 数 f: X 一 RR 为: 

_[0 者 peuUu 
Ap) = | 若 peVY 

则 函数 / 《一 下 肯定 没有 介 值 性 质 ， 因 为 它 只 取 两 个 阻 数值 一 一 0 和 1 还 可 疡 定 范 数 

f: XR 是 连续 的 ， 为 说 明 这 点 ， 根 据 定理 12.35， 只 要 验证 R 的 开 子 集 在 f: X 一 R 之 下 的 逆 

象 是 XX 中 的 开 集 就 够 了 ， 但 由 涌 数 f: X 一 R 的 定义 知 ，R 的 任意 子 集 的 道 象 为 由， 在 ，W 或 了 ， 

于 是 它 肯 定 是 开 集 ， 象 不 是 区 伺 这 样 的 连续 函数 的 存在 与 有 介 值 性 质 的 假设 相 矛 掉 ， 所 以 X 

必 是 连通 的 . 国 

上 面 给 出 的 连通 的 度量 空间 的 定义 形式 上 与 在 11.4 节 中 给 出 的 R" 的 连通 子 集 的 定义 不 

同 ， 然而， 这 两 个 定义 又 是 等 价 的 . 这 可 以 从 它们 之 中 的 每 一 个 都 与 介 值 性 质 等 价 看 出 ， 而 且 

也 可 以 用 直接 的 论证 得 出 这 一 结论 ， 为 理解 这 个 直接 的 论证 ， 在 本 章 最 后 简要 讨论 开 的 与 闭 的 

相对 的 概念 . 

假定 了 是 度量 空间 且 半 是 Y 的 子 集 ， 考 虚 针 的 子 集 4， 当 然 ，4 也 是 了 的 子 集 ， 现 在 把 4 

看 作 是 X 的 子 集 ， 我 们 可 以 人 问 在 度量 空间 XX 中 ，4 是 否 为 开 集 ， 男 一 方面 ， 把 4 看 作 是 Y 的 子 

集 ， 可 以 问 在 度量 空间 了 中 , 4 是 否 为 开 集 ， 一 般 地 ， 这 两 个 问题 的 答案 是 不 同 的 ， 如 下 例 所 
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示 ， 开 集 性 的 概念 是 相对 的 (relative) ， 它 依赖 于 环绕 度量 空间 的 指定 . 

例 12.40 设 Y=R 及 X=[0, 1]， 则 4 =(1/2，1] 不 是 度量 空间 Y 的 开 子 集 ， 因 为 1 在 Y 
中 的 每 个 开 球 包 含 了 不 在 (1/2,，1] 中 的 点 ， 另 一 方面 ，(1/2，1 |] 在 度量 空间 X 中 是 开 集 ， 
为 如 果 0<r<1/2, 则 {xeXil dx, 1) <ri=(l1-r, 1]C(1/2, 1]. 图 

下 面 的 定理 ， 在 度量 空间 X 是 度量 空间 了 的 子 空间 的 情况 下 ， 根 据 了 的 开 子 集 描 述 了 并 
的 开 子 集 . 

定理 12.41 设 世 是 度量 空间 了 的 子 空 间 ，4 是 和 著 的 子 集 ,， 则 A 在 针 中 是 开 集 当 且 仅 当 
A=XNO， 鞭 中 中 是 Y 中 的 开 集 . 

证 明 首先 ， 假定 4 在 X 中 是 开 集 ,， 设 p 是 4 中 一 点 ， 则 中 存在 p 的 一 个 开 球 ， 它 包含 
在 XX 中， 也 就 是 存在 正 数 r=r(p)， 使 得 

lqe Xl dp,g) < ri CGA. (12.21) 

Y 中 点 p 的 半径 为 r 的 开 球 是 了 的 开 子 集 ， 于 是 当 p 在 4 中 变动 时 ， 所 有 这 些 开 球 的 并 集 也 是 
Y 的 开 子 集 ， 即 


O=U {geYldg,p) <r 


是 了 的 开 子 集 ， 从 去 (12.21) 显 然 可 得 4=YXnmO. 

反之 ,假定 4=XNMO， 其 中 OO 是 Y 的 开 子 集 ， 设 p 是 4 中 的 一 点 ， 则 p 也 属于 OO， 因 此 p 
相对 于 了 来 说 是 @ 的 一 个 内 点 . 于 是 可 选取 正 数 ~r>， 满 足 lqgeseyld(qg，p)<rl 和 OO， 从 而 
igeXld(g, p) <rj CXNMO =A.， 于 是 p 相对 于 XX 来 说 是 4 的 一 个 肉 点， 这样 4 中 每 个 点 是 4 
的 相对 于 XX 的 内 点 ， 按 定义 ， 这 意味 着 4 在 半 中 是 开 集 . 及 

从 上 述 定理 立即 可 得 ,在 11.4 节 中 对 n 维 欧 多 里 得 空间 的 子 空间 引信 的 连通 性 概念 与 在 
本 节 给 出 的 连通 性 的 一 般 定 义 是 一 致 的 . 

恕 下面 的 例子 所 说 明 的 ， 团 集 性 也 是 一 个 相对 的 概念 . 

例 12.42 设 了 Y= 习 且 X=(0, 2]， 考 虑 集 4=(0，1]， 则 4 不 是 度量 空间 了 的 闭 子 集 ， 
因为 序列 i 站 1/2k| 是 4 中 的 序列 ， 它 收敛 到 了 中 的 一 点 但 这 点 不 在 4 中 ， 而 县 4 是 度量 空间 XX 
的 闭 子 集 ， 这 是 因为 若 4 中 的 序列 收 合 到 XX 中 的 某 一 点 ， 则 该 点 必 在 4 中 . 国 

运用 余 集 准则 及 定理 12. 41 可 以 证 明 ， 如 果 度 量 空间 XX 是 度量 空间 Y 的 子 空间 ， 则 XX 的 子 
集 4 是 X 中 的 闭 集 当 且 仅 当 存在 了 的 闭 子 集 C， 使 得 4 =XNC( 见 习题 8). 


习题 


1. 设 XX 是 列 紧 度量 空间 ， 证 明 半 的 子 空间 上 是 列 肾 的 当 且 仅 当 六 是 XY 的 闭 子 集 . 

2. 设 X 是 度量 空间 ， 且 设 KCX 是 列 紧 子 空间 , 令 p 是 X\ 上 中 的 一 点 证明; 在 K 中 存在 点 9。， 它 是 上 的 所 
有 点 中 在 如 下 意义 下 最 衣 近 p 的 点 : 

z 对 天 中 所 有 的 氮 9， 4(p,9o) 所 d(p,9). 

(提示 : 定义 肾 数 /: K 一 民 为 ,对 天 中 所 有 9, f(9) =d(9q, PpP). 证 明 f: 天 一 及 是 连续 的 . ) 这 个 点 是 唯一 
的 吗 ? 

3, 证 明 :如果 X 是 度量 空间 且 1 与 是 衬 的 两 个 开 子 集 ， 它 们 分 离 YY， 那么 2 与 也 都 是 性 中 的 闭 集 . 

4. 证 明 : 度量 空间 XX 是 不 连通 的 当 且 仪 当 存在 和 的 一 个 子 集 DD， 满足 D 作 且 Dz#X， 而 DD 在 中 既是 开 的 又 
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是 团 的 . 
.。 设 导 是 列 基 度量 空间 ， 证明 , X 是 不 连通 的 当 且 仅 存 在 X 的 非 空子 集 4 与 8 及 正 数 e， 满足 4N8B= 个 ， 
AUB=XKR 
对 4 中 所 有 的 p 与 有 中 所 有 的 9g,d(p,9) > 4. 
列 紧 性 是 必 翁 的 吗 ”? 


. 设 是 度量 空间 ， 对 每 个 正 整数 ， 设 严 是 无 的 非 空 列 紧 子 空间 ， 假 定 F,,, SF,. 证 明 交 集 人 ] FF, 是 非 空 


的 . (提示 : 对 每 个 正 整 数 上 ， 在 中选 一 上 感 p,， 序列 1p,| 的 一 个 子 序 列 收 仑 到 中 一 点 p，P 位 于 何 处 ?) 


. 用 定理 12. 41 直接 证 明 : 对 于 R" 的 子 空间 ,在 本 节 给 出 的 连通 性 的 一 般 定义 写 在 11.4 节 给 出 的 定义 是 一 


致 的 . 


. 运用 余 集 准 则 与 定理 12. 41 证 明 : 如 果 度 量 空间 X 是 度量 空间 工 的 子 空间 ， 则 美的 子 集 4 是 中 的 财 集 当 


且 仅 当 存 在 了 的 一 个 闭 子 集 C， 使 得 4=XPmnC. 


， 度量 空间 X 称 为 顺 向 连通 的 ， 如 果 对 对 中 的 任意 两 个 点 P 及 9， 和 存在 连续 函数 7: [0，1] 一 X， 使 得 yY(0) =p 


及 7Y(1) =9， 
2a.、 证明: 顺 向 连通 的 度量 空间 有 介 值 性 质 . 《提示 : 仿效 11.3 节 的 证 明 . ) 
b. 证 明 : 顺 向 连通 的 度量 空间 是 连通 的 . 


10. 我 们 定义 过 R" 的 子 集 天 是 西 的 ， 做 以 于 的 练习 


a. 给 出 C([a, 5]，R ) 的 子 集 X 是 凸 集 的 定义 ， 
b. 证 明 : C([a,，65] ，R ) 的 凸 子 集 是 顺 向 连通 的 . 
c 证 明 : CC([oe， 5] ，R ) 中 的 开 球 是 凸 的 . 

d， 证 明 : C([a, 8] ，R ) 中 的 开 球 是 连通 的 . 


11. 假定 大 是 由 不 止 一 个 点 所 组 成 的 集合 ， 且 是 具有 离散 度量 的 度量 空间 ， 证 明 : 是 不 连通 的 . 
12. 设 X 是 列 紧 度量 空间 ， 定 义 C(X，R ) 是 所 有 连续 男 数 .六 4 一 R 的 集合 ， 对 于 C(X，R ) 中 两 个 范 数 8 与 g， 


定义 
d(f,8) = max{ |f(p) - gl(p) | |p ee XxX}. 
证 明 : d 在 C(X， 民 ) 上 定义 了 一 个 度量 . 


第 13 章 多 元 函数 的 微分 


13.1 极限 


对 实数 的 开 区 间 J， 卫 数 f:1 一 R 定义 为 在 1 中 点 x, 可 微 的 ， 如 果 极 限 
f(x) -A(x.) 


X 一 和 


li 


村 -一 中 


存在 ， 这 个 极限 称 为 函数 /7 一 R 在 点 *. 的 导数 ,用 FF (xzx.) 表 示 . 此 外 ， 如 果 函 数 
f:I 一 RR 在 三 中 的 每 一 点 是 可 微 的 , 则 阻 数 f:1 一 R 称 为 是 可 微 的 而 函数 /'; 1 一 RR 称 为 函数 
f:1I 一 RR 的 导数 ， 天 数 与 它 的 导数 之 间 的 关系 的 研究 是 一 元 实 变量 的 实 值 函 数 分 析 中 的 重要 主 
题 之 一 . 
在 本 章 将 研究 多 元 实 变量 的 实 值 函 数 微 分 法 ， 并 将 把 前 面 对 一 元 函数 所 得 到 的 许多 结果 推 
广 到 多 元 实 变量 函数 的 情形 中 .本 节 从 推广 集合 的 极限 点 的 定义 和 函数 极限 的 定义 到 多 元 情形 
开始 . 
给 定 R" 的 一 个 子 集 4 及 R" 中 的 一 点 x,。， 回 人 忆 4 \ {x. | 家 示 集 {xeAlxzxx, .特别 地 ， 
阁 x ,不 属于 4， 则 A\ tx.| =4. 
定义 设 4 是 R 的 子 集 ,， x. 是 R" 中 的 一 点 ,， x, 称 为 集合 4 的 极限 点 (limit point)， 如 果 
在 A\ | 人 zz. 中 存在 妆 效 到 工 . 的 序列 . 
定义 设 A 是 R" 的 子 集 , x ,是 4 的 极限 点 ， 给 定 函 数 /:4 一 民 及 实数 《， 记 
limf(x) =《， (43. 2) 
如 果 只 要 |x， | 是 A\ lx.| 中 收 仇 到 x 的 序列 ， 就 有 人 象 序 列 |f(x,)| 收 证 到 耻 . 
把 (13.2) 访 作 “ 当 x 趋 近 x, 时 ， 玉 x) 的 极限 等 于 《”. 
正如 在 一 元 实 变量 的 实 值 函 数 的 情形 ， 容 易 看 到 ， 如 果 4 是 R" 的 子 集 而 x, 是 4 的 极限 
点 ， 而 且 也 属于 4， 则 函数 刻 A 一 R" 在 x. 连续 当 且 仅 当 
im 帮工 ) = f/(x.). (13. 3) 
然而 ， 在 11. 1 书 我 们 研究 了 多 元 连续 酒 数 ， 所 以 鉴于 连续 性 与 (13.3) 的 等 价 性 ， 我 们 已 经 有 
许多 可 供 使 用 的 分 析 极 限 的 方法 . 
例 13.1 考虑 R 中 的 点 (1，2) ， 则 有 


《13. 1 ) 


】 [xy +e”’'] = 2 +e. 
(3,7)— {1,2) 


这 可 从 如 下 事实 推出 : 由 
f(x,y) = xy +e™, (x,y)eR’ 
定义 的 函数 f:R 一 及 已 被 证 明 是 连续 函数 . 
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例 13.2 设 x, 是 R" 中 的 点 ， 风 
lim xl = Ix.l. 
这 可 以 从 如 下 事实 推出 : 由 
fx) = lx), xeR 

定义 的 消 数 /:R”-， 民 已 被 证 明 是 连续 孙 数 . 图 

下 面 的 定理 可 通过 运用 收敛 的 实数 序列 的 和 、 积 及 商 性 质 从 极限 的 定义 直接 得 到 ， 证 明 留 
作 习 题 . 

定理 13.3 设 4 是 R* 的 子 集 ，Y .是 4 的 极限 点 ， 假 定 函数 六 4 一 民 及 8g: 4 一 有 与 实数 
及 {, 有 如 下 性 质 . 

limf(x) = {| 及 lim g(x) = €,. 
那么 
lim [f(x) +g(x)| = Ff, + £,, Lim [f(x)e(x))] = £6,, 

并 且 如 果 对 A 中 所 有 XX，g(xX) 0 且 f, 关 0， 则 


lim [f(x) /g(x))] = €,/8,. 国 
数学 分 析 中 许多 问题 有 趣 但 难以 捉摸 的 特征 之 -是 必须 研究 
lim [f(x)/e(x)) 
的 商 在 条 件 
Jimf/(x) =0 及 limg(x) =0 
下 的 极限 . 


这 样 的 极限 频繁 出 现 . 例如 ， 如 果 f:1 一 只 在 点 x, 连续 ， 则 极限 (13. 1) 就 是 这 种 形式 的 极 
限 ， 它 正 是 单 实 变量 函数 导数 的 定义 ， 这 种 形式 的 极限 也 出 现在 多 元 实 变量 晤 数 的 研究 中 为 
彻底 地 弄 懂 如 何 处理 这 种 极限 ， 有 必要 研究 多 元 实 变量 本 数 的 微分 法 ， 在 本 章 随后 的 凡 节 将 对 
此 进行 研究 ， 下 面 考虑 几 个 这 种 类 型 极限 的 例子 . 

例 13.4 设 (zxe，yo) 是 平面 R 中 的 点 、 考 虑 极限 


XY 


lim 5 5 
(sy) 一 (sy70) 训 中 YY 


如 果 (x,，y) 关 (0, 0)， 定 义 f(x,，y) =xy/(x +Yy ). 由 于 多 项 式 是 连续 的 ， 


(13.4) 


. 2 2 2 2 
i YYy = XroR lim x +Yy =%Xo 二 Yo， 
(xy}—{ x0, To) (Cx) xo,70) 


所 以 ， 如 案 (xo，yo) 天 (0，0) ， 可 得 


XY Xo 


Ce x 十 7 x0 + 77 
但 如 果 (x。，yo。) =(0，0) ， 则 极限 (13.4) 不 存在 ， 为 看 出 这 一 点 ， 首 先 注意 ， 序 列 | (1 ，1AD) | 
收敛 到 点 (0，、0) ， 而 由 于 对 每 个 自然 数 k，fA(1Ak，1Ak) =1/2， 可 得 象 序 列 1 碎 1Ak，17h) 1 收敛 到 
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1/2.， 另 一 方面 ， 序 列 1 (1/k,，0) 也 收 和 伍 到 点 (0，0) ， 而 由 于 对 每 个 目 然 数 上， JACK，0) =0, 可 


得 象 序列 1f(1Ak,， 0)|} 上 收敛 到 0， 因 此 ， 如 果 (x。，)》) =(0，0) ， 极 限 (13.4) 不 存在 . 国 
例 13.5 考虑 下 面 的 极限 : 


3 
i 


(13.5) 


lim 3 > 

(an *(0.0) x +y 

如 果 (x, y) 关 (0, 0)， 定 义 /(x, yY) =x/(x +y ). 由 于 注意 到 ， 序列 1(0，1/)} 收敛 到 

(0，0)， 而 对 于 每 个 下 标 入 ，fA(0，1Ak) =0， 可 见 唯 一 可 能 的 极限 值 是 0， 为 验证 极限 确实 是 
0， 有 必要 估计 f(x, y) 的 大 小 ， 事 实 上 ， 如 果 xz0， 则 


x 
< | 一 |=|x|， 
| 2 
3 
如 果 (x,y) (0,0)， | |< |. 
xX 十 了 


因为 当 x=0 而 yz0 时 这 个 估计 式 显然 成 立 ， 所 以 现 假设 序列 ix，7) | 收敛 到 (0，0) ， 其 中 
每 个 (x ，y) 天 (0，0) ， 则 序列 fx 收 伍 到 0， 所 以 由 上 述 估 计 及 收敛 厚 列 的 比较 引 理 可 以 推 
出 ， 象 序列 |f(x,;，7)1 收 全 到 0， 于 是 


3 


lim ”一 一 = 0. 图 
(emi00) x 十 和 
例 13.6 我 们 断言 : 
[in sin(x +y) 
(£3) {0,0) x + 和 


为 验证 这 一 点 ， 设 序列 | (x ，74) | 收 敏 到 (0,，0)， 其 中 (zxs， yi) 关 (0，0)， 对 每 个 k， 定 义 


4 =x + 注意，|t,i 是 收敛 到 0 的 非 零 实 数 序列 ， 由 于 sin 0 =0、 正 弦 的 导数 是 余弦 及 
cos0=], 故 可 得 


1. (13.6) 


sin( xt + yx ) Sin 六) — sin0 


lim = lim = 1. 


i + i ti -0 

这 就 证 明了 (13.6). 国 

定理 11.11 给 出 了 映射 在 一 点 上 的 连续 性 的 定义 与 在 一 点 上 的 连续 性 的 s -5 准则 之 间 的 
等 价 性 . 对 于 极限 有 下 面 类 似 的 等 价 的 s -5 准则， 它 的 证 明和 留 作 习题 . 

定理 13.7 设 A 是 RR" 的 子 集 , XY ,是 4 的 极限 点 ， 对 于 区 数 f:4 一 RR 及 实数 《f， 下 面 的 两 个 
推断 是 等 价 的 : 

(i) limf(x) =《， 即 当 1xi 是 4A\ |z。 中 的 序列 时 ， 

人 
(ii) 对 每 个 正 数 e， 存 在 正 数 8， 使 得 
如 果 荆 在 4 中 且 0 < dist(x,x.) <53, 则 1Fzxz) -81 < ce. 
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习题 
1. 证 明 : 
3 
lim 一 一 - = 10. 
《xs ,7) 一 人 .0 TY 十 和 
2. 分 析 下 面 的 极限 : 
ee 一 .gint’ 
A, lim b. lim ， 
A—+0 1-=0 
了 2 4 了 2 加 
a 大 十 b Xt+y+z e 1 


li 一 一 一 一 。 lim ”一 一 一 一 一 . 
(sgt0 .00x + +7 (7 一 (0.0) x 十 


4. 设 m 和 n 是 自然 数 ， 证明; 极限 


1m 2 2? 
(xy 一 人) 十 


ee x +y’ 

存在 当 且 侈 当 m +n >2. 
5. 试 举 一 例 : 4 是 及 的 子 集 , x 是 4 中 的 一 点 , 但 x 不 是 4 的 极限 点 . 
6. 设 4 是 R" 的 子 集 且 x 是 R" 中 的 点 . 证 明 : x 是 4 的 极限 点 当 且 仅 当 围绕 x 的 每 个 开 球 包含 4 的 不 等 于 

x 的 点 ， 
7. 设 4 是 R" 的 子 集 ，R" 中 的 点 x, 是 4 的 极限 点 . 假定 钞 数 g: 4 一 R 有 界 ， 即 存在 数 c 使 得 

对 4 中 所 有 YY， 1 g(x}y1<e. 

证 明 : 如 果 lim f(x) =0， 则 lim [g(x)f(x)] =0. 
8. 设 A 是 R" 的 子 集 ， 巾 
1 若 x eA4 


0 着 x #4 
定义 的 函数 /:R* 一 只 称 为 4 的 特征 画 数 (characteristic function)， 设 + 是 R" 中 的 点 ,证 明 : lim fx) 存在 当 
且 仅 当 x. 或 者 是 4 的 内 点 或 者 是 4 的 外 点 . 
9, 试 举 一 例 : 函数 /:R" 一 R 满足 lim fx) =0 但 lim Fr)《 zx 天 0 
10. 对 函数 ./:R'" 一 R 及 自然 数 m， 证明: 
lim Arz) zl =0 葡 涵 lim fx)/ixl ”=0, 


A(x) = | 


但 反之 不 成 立 . 

11. 设 4 是 R* 的 子 集 ， 假 定 0 是 4 的 极限 点 ， 假 定 函数 产 4 --* RR 有 如 下 性 质 ， 存在 正 数 c 使 得 
对 4 中 所 有 的 x，f(x) clxl， 
而 函数 gg: 4A 一 及 有 如 下 性 质 : 
jimg(x)Z xi = 0. 
证 明 : 存在 正 数 r， 使 得 对 4 中 所 有 满足 0 < |x| <r 的 x， 
f(x) - g(x) 2 (ec/2) rh. 

12. 设 4 是 R* 的 子 集 ， 证 明 : 4 是 闭 集 当 且 仅 当 4 包含 它 的 所 有 极限 点 . 
13. 设 4 与 8 是 R" 的 子 集 ， 满足 4CB8， 假定 R" 中 的 点 x*. 是 4 的 极限 点 ， 给 定 函 数 f: 8 一 R ， 定 义 它 在 集 4 


的 限制 是 如 下 定义 的 函数 六 : 4 一 R : 对 4 中 所 有 x，f (xr) =/(z) ， 试 举 出 一 个 函数 的 例子 ， 满 足 lim f(x) 
存在 , 但 lim f(x) 不 存在 (注意: 通常 ， 为 符号 简明 起 见 ， 函 数 / : 4 一 R 用 /:4 一 R 表示 ， 但 为 区 分 这 
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两 个 枢 限 ， 还 是 珊 归 用 新 的 符号 . ) 
13.2 含 导 数 


考 感 多 元 实 变量 实 值 范 数 FF: R 一 及 ,以 及 有 中 的 两 点 w 和 mw 假定 要 比 
较 几 az) 与 扩 vr)， 当 m=1 且 果 数 /: R 一 R 可 微 时 ， 可 用 中 值 定理 来 比较 这 两 个 函数 值 ， 当 
n>1 时 , 目 然 有 下 列 限 制 步骤 . 考虑 从 w 到 vy 的 参数 化 段 ， 妈 如 下 定义 的 参数 化 路 径 y: 
[0, 11—R. 

对 Otel, y(t) =u+tit(y-u) =tv+(l -i1)u. 

然后 考虑 了 亲 数 /:R" 一 及 与 这 个 参数 化 路 径 的 复合 ， 也 就 是 由 

wt) = + 一 E))，0<: 上 过 1 (13.7) 
定义 的 痛 数 y: 【0,1] 一 RR ,于 是 (0) =f(w) 及 y(1) =f(v). 这 样 比较 f(4) 与 f(r) 就 是 比 
较 光 (0) 与 次 (1). 如 果 可 以 确定 沙 : [0，1] 一 及 是 连续 的 且 汪 (01) 一 R 是 可 微 的 ， 那 么 可 
应 用 单 变 量 琐 数 的 中 值 定 理 比 较 /x) 与 Kv). 因 而 必需 研究 函数 FRR" 一 R 的 性 质 ， 这 些 性 质 将 
使 我 们 能 够 推出 上 述 辅 助 栅 数 销 : [0，1] 一 R 是 连续 的 ， 推 出 炙 ， (0，1) 一 R 是 可 微 的 ， 并 且 
可 计算 y': (0, 1) 一 R. 

可 以 把 上 述 取 数 y 沙 ，[0，1] 一 R 看 作 是 阻 数 f:R" 一 RR 在 点 4 与 v 之 间 的 线段 以 及 这 条 线段 
上 的 坐标 系 的 设置 的 限制 . 在 n =2 的 情形 下 , 多 : [0,1] 一 R 的 图 形 由 /:R” 一 R 的 图 形 与 平 
行 于 z 轴 且 包 含 连 接 & 与 的 线段 的 平面 相交 得 到 ， 由 于 这 个 原因 ， 称 医 数 几 ，[0，1] 一 有 为 
员 数 f:R" 一 RR 的 截面 (section). 如 图 13. 1 所 示 . 


及 


i H+ 
图 13.1 fv) -flu) = 由 (1) -wy(0) 
为 分 析 肾 数 当 :， (0，1) 一 R 在 点 i 处 的 可 微 性 ， 令 x=u+l(y-a)， p=v-u 及 s=t-i,, 
变量 替换 得 
峭 (t) -w(t) _ f(x + sp) - f(x) 


ti + 


355 
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因此 ， 如 果 极 限 存 在 ， 就 有 
v(t) 一 lim f+ Sp) -AE) (13.8) 


作为 考察 函数 的 截面 以 及 公式 (13.8) 的 对 策 ， 促 使 引入 下 面 的 偏 导数 概念 . 
定义 设 口 是 R 的 包含 点 x 的 开 子 集 且 设 i(1<<isn) 为 下 标 . 函数 /:O 〇 -RR 称 为 在 点 x 有 
关于 它 的 第 i 分 量 的 偏 导 数 ， 如 果 
| /lrt+ ,) - /(x) 


存在 .如 果 这 个 极限 存在 ， 用 Bf//93x,(x*) 表 示 它 的 值 ， 并 称 它 为 /: 〇 一 RR 在 点 x 关于 第 i 个 分 醒 
的 偏 叶 数 . 
9f/9x,(x) 的 几何 意义 如 下 : 选择 正 数 +:， 使 得 开 球 B,(x) 包 含 在 O 之 中 ， 并 考虑 由 
w(t) = f(xtte), lil<r 
定义 的 截面 (如 图 13. 2 所 示 )， 那 么 如 果 这 个 截面 在 对 应 于 :=0 的 图 形 上 的 点 有 这 个 切面 图 形 
的 一 条 切线 ， 而 这 个 切线 在 这 个 点 的 斜率 是 


y'(0) = U(x), 
则 /: OR 在 点 x 存在 对 它 的 第 i 个 分 量 的 偏 导数 


XX XxX+e, 及 


图 13.2 y(t) =f(x+te) 


因而 a//9x,(x) 的 存在 性 等 价 于 一 元 实 变量 函数 的 可 微 性 ， 所 以 可 直接 使 用 一 元 微分 法 结 
朱 获 得 偶 导 数 的 加 法 、 积 及 商 的 法 则 . 
定义 ” 设 品 是 R 的 开 子 集 ， 则 函数 /:O 〇 一 民 称 为 有 一 阶 偏 导数 ， 如 果 对 每 个 下 标 i(1<<i<n)， 
陌 数 J:O 一 RR 在 O 〇 中 的 每 个 点 有 关于 它 的 第 i 个 分 量 的 偏 导 数 . 
显然 ， 对 每 个 下 标 i(1<i<n)， 第 i 个 分 量 射影 陋 数 
pi:R 一 其 
有 一 阶 偏 导 数 ， 并 且 如 果 j(1<j<n) 是 下 标 , x 是 R* 中 任意 点 ， 则 
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i 若 i =j 
0 若 izj 
于 是 射影 函数 的 和 、 积 以 及 适当 的 商 有 一 阶 偏 导数 . 这 意味 着 以 分 量 为 变量 的 多 项 式 商 ， 如 果 
其 分 母 非 零 ， 则 定义 了 有 一 阶 偏 导数 的 函数 . 

自然 地 ， 如 果 R" 的 点 未 用 下 标记 号 描述 其 分 量 ， 那 么 在 篇 导 数 的 记号 中 要 作 相 应 的 改变 . 
例如 ， 如 果 给 定 函 数 /: R' 一 R ,而 R 中 的 点 记 为 (zx*，y，z)， 则 3aFay(x，7，z) 表示 
f: R' 一 R 在 点 (x。，y。，z6) 处 关于 第 二 个 分 量 的 偏 导 数 . 类 似 地 ， 如 果 给 定 函 数 f/: R 一 RR 而 
R* 中 的 点 记 为 (uw，v，@，!) ， 则 af/9t(uo6，tVw。，wo，o) 表 示 f: R' 一 RR 在 点 (wu。，v。，wo，io) 处 
关于 第 四 个 分 量 的 偏 导 数 . 

例 13.8 定义 


9p./ oxi( 1 = | 


f(x,y,2) = xyz + e”,， (x,y,2) ER 
我 们 正式 地 验证 函数 /: R’' 一 R 在 R’ 的 每 一 点 有 关于 第 二 个 分 量 的 偏 导数 ， 选 择 R 中 的 点 
( xo， yo, zo ). 由 于 对 每 个 实数 tt， 
(%o ,yoyzo) + ite, = (xo,yo + t,20), 
需要 证 明 
;mn f(xosyo + t,20) — f(xo ,Yo ,Zo) 
:一 0 


存在 ， 这 正好 是 固定 分 其 x。 及 zo， 定义 g(Y) =xoyz +e (yeR ), 并 计算 & (Yo). 于 是 
00s ) = g' (ys) = zo + 2yoxoe™. 国 


上 面 的 例子 描述 了 实际 计算 具体 的 一 阶 偏 导 数 的 一 般 方 法 . 

命题 4.5 断定 ， 如 果 7 是 实数 的 开 区 间 且 函数 1:1 一 RR 在 1 中 点 x 处 是 可 微 的 ， 则 函数 /:1 一 R 
在 点 x* 处 也 是 连续 的 . 这 个 论断 通常 表述 为 “可 微 性 蕴涵 连续 性 ”、 它 的 证 明 很 直接 : 如 果 有 hz0 
且 点 x*+he1， 将 差 式 f(x+h) -所 2 写成 


flx +h) -f(x) = = s+ A . 


申 极限 的 积 规 则 ， 
lim[f(x + h) -f(x)] =/'(x)*:0=0. 
于 是 毅 数 /7 一 R 在 点 x 处 连续 . 
在 一 元 实 变量 函数 与 多 元 实 变量 函数 之 间 存 在 一 个 重要 的 差别 . 对 m>1， 函数 大 R 一 R 
有 一 阶 偏 导数 但 不 需要 是 连续 的 .下面 的 例子 表明 会 发 生 这 种 情况 . 
例 13.9 定义 
[zxy/(x +y) 车 (x,y) zx (0,0) 
th ta 若 (x,y) = (0,0). 
对 (*，7y) 关 (0，0) ， 存 在 (xz，y) 的 邻 域 ， 在 此 邻 域 上 .F:R 一 R 的 限制 是 多 项 式 的 商 ， 其 分 母 
不 会 变 为 零 ， 因 而 aax(x*，7y) 及 day(z*，7y) 存 在 ， 此 外 ， 简 短 的 计算 给 出 
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万 一 方面 ， 在 (x*，y) = (0, 0) =0， 注意 到 对 每 个 数 i， 
f(0+te) = f(t1,0) = 0， 
所 以 
3f (0,0) _ lim fe + -大 0) lim £50) -A9,0) _0 

类 似 的 计算 表明 aay(0，0) =0， 因而 函数 /在 R 平面 中 的 每 一 点 处 都 有 一 阶 偏 导 数 .而 这 个 
陋 数 在 点 0 处 不 连续 . 因为 序列 | (1Ak，178) 1 收 钱 到 (0，0) 而 对 每 个 kf(1Ak，1Ak) = 172， 
所 以 象 序列 11A%，1AE)| 收 合 到 1/2. 但 1/2x¥f(0,0)， 所 以 函数 在 点 (0，0) 不 连续 .， 和 国 

但 事情 往往 不 像 上 述 例子 所 示 的 那么 坏 ， 下 面 将 证 明 如 果 O 是 R" 的 开 子 集 ， 且 函数 f:O 一 RR 
有 一 阶 偏 导 数 ， 如 果 另 外 假定 对 每 个 下 标 i(1<i<n)，3f/9x;: O 一 R 是 连续 的 ， 那么 可 得 到 
单 变量 理论 的 基本 结果 ， 由 于 这 附加 的 假定 在 后 面 将 有 重要 作用 ， 于 是 用 下 面 的 定义 把 它 单独 
提出 来 . 

定义 ” 设 口 是 R" 的 开 于 集 ， 浮 数 f: 中 一 RR 称 为 连续 可 微 的 ， 如 果 它 有 一 阶 偏 导数 ， 满 足 对 
1 <<i<n， 每 个 偏 导 数 9//6x,:; O 〇 一 RR 是 连续 的 . 

通过 计算 例 13.8 中 所 定义 的 汐 数 /: R 一 R 的 每 一 个 一 阶 偏 导数 ， 可 知 该 函数 是 连续 可 微 
的 . 在 例 13.9 中 所 定义 的 蚂 数 /: R* 一 R 不 是 连续 可 微 的 ， 因 为 它 的 两 个 一 阶 偏 导数 在 点 
(0, 0) 处 都 不 连续 (见习 题 3). 

下 面 讨论 二 阶 偏 导数 . 给 定 R" 的 开 子 集中 及 下 标 i(1<i<n) ， 如 果 函 数 /OO 一 在 O 中 每 
个 点 关于 它 的 第 :个 分 有 量 有 偏 导 数 ， 则 函数 3//3x,: OO 一 R 有 定义 而 我 们 可 能 问 这 个 新 函数 本 身 
是 否 有 一 阶 偏 导数 . 固定 下 标 j(1<j<n). 如 果子 数 3f/9x,: O 〇 一 R 在 中 中 点 x 处 关于 它 的 第 j 
个 分 量 有 偏 导 数 ， 则 用 


OX 9%, ax， 


自然 当 m=2 或 3 两 点 不 用 下 标 标 记 时 ， 我 们 用 更 具 示 意 性 的 记号 表示 二 阶 偏 导数 ， 


-af (xz) 表示 | 人 |). 


例如 
9 9 9 

定义 ” 设 品 是 R" 的 开 子 集 ， 考 虑 函数 产 加 一 及. 

(i 函数 六 OO 一 及 称 为 有 二 阶 信和 导数 ， 如 果 它 有 一 阶 偏 导 数 且 对 每 个 下 标 i1 生 5 和 nm) ， 男 
数 //9x;: OO 一 RR 也 有 一 阶 偏 导 数 . 

(ii) 函数 .OO 一 及 称 为 有 连续 二 阶 偏 导 数 ， 如 果 它 有 二 阶 偏 导数 且 对 每 一 对 下 标 及 jj， 其 
中 1<isn,，1<jsn， 函 数 9f/9x.9x;; O 〇 一 R 是 连续 的 . 

结果 是 每 个 连续 可 微 的 函数 是 连续 的 ， 且 每 个 具有 连续 二 阶 偏 导 数 的 孙 数 是 连续 可 微 
的 ， 然 而 ， 为 证 明 这 些 论断 ， 必 须 首 先 对 多 元 函数 证 明 中 值 定 理 ， 在 13. 3 节 将 证 明 这 个 中 
值 定理 . 
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本 节 最 后 讨论 一 个 非常 有 用 的 结果 ， 即 某 些 二 阶 偏 导数 的 相等 . 

定理 13.10 设 O 是 R” 的 开 子 和 集 ， 且 假定 函数 f:O 〇 一 RR 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 对 任意 两 个 
下 标 i 及 j,， 其 中 1<isn,，1<j<n， 以 及 口中 任意 点 xX， 

8” 9 
起 寻 (5) - 起 大 (2 (13.9) 

如 果 先 单独 提出 下 面 的 引 理 ， 则 证 明 上 述 定理 就 是 显而易见 的 事 . 

引 理 13. 11 设 MU 是 平面 R 的 包含 点 (x。，Yo) 的 开 子 集 ， 假定 函数 J: U 一 RR 有 二 阶 偏 导 数 ， 
则 在 Mf 中 存在 点 (xi，7yi) 及 (za ，yz) 满 足 

EE) = Ea) 

证 明 ”由 于 UU 是 开 集 ， 可 取 正 数 r， 使 得 在 取 定 实数 区 间 了 = (x -2r, x。+2r) 及 J 人 =(y。 - 
2r，yo +27) 后 ， 短 形 1x J 包含 在 U 中 . 

证 明 的 思路 是 ， 将 下 式 以 两 种 不 同 的 方式 表示 为 差 式 : 

f(xo tr,yo +7) -fxo +ryo) -fxo,yo +r) + f(xo ,Yo)- 


先 把 它 表 示 为 差 式 

[ARx + ryo +r) -flxo tr,y0))] - [flxosyo +7) -f(xo,Y0)], (13. 10) 
然后 把 它 表 示 为 差 式 

[fCOxo +ry +r) -xy +r)]】 =- [flxo +ry) -xyo)]. (13. 11) 


则 使 用 一 元 实 变量 项 数 的 中 值 定 理 ， 将 表达 式 (13. 10) 与 (13. 11 ) 表示 为 臣 数 六 2 一 R 的 二 阶 
偏 导 数 . 
先 分 析 差 式 (13.10). 定义 输 助 隐 数 9g; /一 R 如 下 : 
P(x) = f(x,y0 +7) -f(x,yo), x el. 
由 于 UR 关于 它 的 第 一 个 分 量 有 偏 导数 ， 所 以 函数 p: 1_R 是 可 微 的 ， 定 理 将 函数 p: 1/_R 
限制 在 于 区 间 1xe，xo+rj 上 ， 在 开 区 间 (xoe，x +r) 内 选取 点 x;， 应 用 中 值 定 理 得 
p(x +7r) -p(xo) 


r 


二 Pp" (Xi ) ， 
即 


pxo +r) -p(xo) 
a 


国定 点 > 再 定义 另 一 个 辅助 果 数 (人 J—R 如 下 : 


= of 多 r _Y 和 
一 3 1970 二 7) 3 1 yo 放 . (13. 12 ) 


a(y) = 下 (wy)， y E 

将 盯 数 ao: J— RR 限制 在 闭 区 间 [ yy,， yo +r] 上， 在 开 区 间 (7。， yo +r) 内 选取 点 yi, 应 用 中 值 定 
理 得 

(yo +7) -oy) .Hf , 


. 13. 13 
r 90yax ) (13. 13) 


从 (13.12) 及 (13. 13) 可 得 
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p(xo +47) -p40) = OF yy) (13. 14) 

心 心 07yax ] 9 1 7 * 
然而 ，o(x +r) -wp (4) 等 于 差 式 (13. 10) ， 于 是 有 


[f(xo 十 了 yo + r) - f(xo + Tr,yo)] 一 [f(xo ,Yo + 7) ~- f(xo ,Yo)] =r 2 (13. 15) 


为 分 析 差 式 (13. 11)， 将 同样 的 论证 用 于 如 下 定义 的 辅助 畏 数 y: J 一 R : 
wy) = f(xo +r,y) -fxosy), ye 
由 此 可 得 在 矩形 /xy 内 能 取 到 点 (x,，Y,)， 使 得 


[fxo 十 和 ,yo 十 r) — f(xo,Yo 十 r) ] 一 [f(xo +r,yo) - f(xo ,Yo0) ) = 三 ys). (13. 16) 


由 (13. 15) 与 (13. 16) 的 左 端 相等 可 得 它们 的 右 端 也 相等 . 所 以 引 理 得 证 . 国 

定理 13. 10 的 证 明 ”只 在 n=2 的 情形 下 对 定理 加 以 证 明 ， 而 一 般 情 形 下 的 证 明 留 作 习 

题 (习题 16 ). 设 (xo， yj) 是 O 中 的 一 点 ， 取 正 数 三 ， 使 得 开 球 B,(x,， Yo) 包含 在 口中 . 设 上 

是 目 然 数 ， 则 可 应 用 引 理 于 WH = B,,, (xo， yo ) ， 并 在 B,,, (xo,， Yo) 内 取 点 (x,， y,)KR(u,, v, ) 
满足 

Rf (my) = = EE), (13.17) 

但 是 ， 由 假定 知 ， 函 数 8°f/3x83y: O 一 R 在 (xo， ,) 处 是 连续 的 ， 而 函数 9f/9y9x: O 一 有 R 在 

(xo ， yo) 处 也 是 连续 的 . 由 于 两 个 序列 1(x，， y. 7) 及 i (uu,, 5 ) | 都 收敛 到 点 (xo， yo )， 于 是 
可 得 


tim[ 26 (X.Y) ] = : Ls), 
lim| Bf 0.) | = : af (yo). 


由 于 (13. 17) ， 可 得 


af of 
Dray ” 0 ,7o ) 一 ygx oo) 硬 


注意 到 ， 引 理 13. 11 中 仅 要 求 函 数 六 OO 一 R 有 二 阶 偏 导数 另 一 方面 ， 定 理 13. 10 中 要 求 
二 阶 偏 导数 连续 .这 个 额外 的 假定 是 必要 的 .下面 给 出 一 个 例子 : 项 数 1 OO 一 及 有 二 阶 偏 导 
数 ， 但 0°f/9x9y 与 9f/9y6x 并 非 在 所 有 点 都 相等 . 
例 13.12 定义 函数 /:R 一 R 如 下 : 
fx,y) = 人 —y )/(x’ + 人 入) 若 (x,y) A (0,0) 
. 0 若 (x,y) = (0,0). 
计算 ( 留 给 读者 (见习 题 13) ) 表 明 范 数 疡 R 一 及 有 二 阶 偏 导数 ， 但 是 


af af _ 
9yax to 0) = 而 9OXOY (0,0) = 1 本 


关于 符号 的 注 记 “” 偏 导数 还 有 其 他 常用 的 符号 ， 例 如 ， 当 函数 六 R 一 R 有 一 阶 偏 导数 时 ， 
af/9x(x，y，z) 常 用 f(x，y，z) 表 示 ， 当 销 数 /;: R 一 R 有 二 阶 偏 导数 时 ， 
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af , of 
f(x,),2), T+»2) 以 及 SiCXy,7) 


常 表 示 相 同 的 量 ， 此 外 ， 对 R" 的 开 子 集 O， 连 续 可 微 的 函数 /:O 一 及 常 称 为 是 C 的 ， 而 如 果 
f:O--* R 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 则 它 称 为 是 C0” 的 . 


PF 
习题 


有 


. 计算 下 列 函 数 的 一 阶 但 导数 : 


a. f(x, y, 2) =x+yr+xy +xsin(yz), (x, y, z)eR. 
b. f(x, y, 2) =sin(x yy )/(l+x +7Y ), (x, y, z) E R . 


CIx，7y7，32) = vv1+ecos (xy), (%, yY, 2) eR-. 


. 证 明 例 13. 8 中 定义 的 函数 是 连续 可 微 的 . 
,对 例 13.9 中 定义 的 函数 F:R 一 R ,证 明 : 函数 aaz: R 一 R 和 aay: R 一 R 在 点 (0，0) 都 不 连续 , 
.假定 汕 数 g: R 一 R 有 如 下 性 质 ， 


对 R 中 所 有 (x,y)， | g(x,y)1l<x +y. 
证 明 : g: R 一 及 在 点 (0，0) 关 于 xz 与 了 都 有 偏 导数 . 


. 假定 函数 .F:R 一 R 有 一 阶 偏 导 数 且 


对 R? 中 所 有 的 (x,y) ， 世 (z,y) = Ys,y) -0. 


证 明 ;， 函数 /:R* 一 R 是 常数 ， 即 存在 某 个 数 <， 使 得 对 R 中 所 有 的 (x,，y)， zx,，7y) =c. (提示 : 先 证 明 
PR 一 R 在 平行 于 一 条 坐标 轴 的 直线 上 的 限制 是 常数 .) 


: 害 义 


ty /xr + 人 入) 车 (x,Y) (0.,0) 
g(x,y) = | 
0 车 (x,y) = (0,0). 
证 明 ， 消 数 g; R 一 R 有 一 阶 偏 导数 ， 函 数 g: R 一 R 是 连续 可 微 的 了 吗 ? 
( 链 式 法 则 的 推广 ) 设 上 是 R" 的 包 合 后 x 的 开 子 集 ， 假 定 匡 数 f:O 一 中 在 点 x 处 有 关于 第 i 个 分 量 的 偏 导数 ， 
设 1 是 RR 中 满足 太 吕 ) C1 的 开 区 间 ， 且 阻 数 g:1 一 RR 在 点 几 x) 有 有 导数， 证明 : 复合 臣 数 gj:O 一 R 在 点 zx 处 
有 关于 第 :个 分 量 的 偏 导数 ， 且 


(E/N(x) = g'(f(x)) 六 (可 


:假定 函数 g:R 一 R 是 可 微 的 ， 用 习题 7 计算 下 列 函 数 的 一 阶 偏 导 数 : 


a、 询 数 h: R 一 及 定义 如 下 : 
h(x,y) = g(xy +1), (xy) ER 
b， 孙 数 A，R’ 一 及 定义 如 下 : 
hu,g) = g(4u +79), (u,v) ER， 
ce， 函数 h: R 一 R 定义 如 下 : 
h(t,s) = g(t ~-s), (1,s) € RR 


9. 假定 函数 g:R -> R 有 二 阶 导 数 . 计算 习题 8 中 所 定义 的 函数 的 二 阶 偏 导数 . 362 
10. 假定 函数 pg: R 一 R 及 水 R 一 R 有 二 阶 偏 导数 ， 定 义 


xy) = p(x -7) +r+y), (x,y) ee R 


303 
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ll, 


12. 


13. 


14. 


15. 
16. 


17. 


证 明 ; 对 Rz 中 所 有 (x, y)， A y) -这 (> y) =0. 


函数 /:R* 一 及 称 为 调和 的 (harmonic) ， 如 果 它 有 二 阶 偏 导数 且 

对 R” 中 所 有 (x,y)， 9f(7,y) + 9f(x,y) = 0. 

bs oF 

下 列 函 数 中 哪些 是 调和 的 ? 
a. f(x, y) =e’'cosy, (x, y)eR’. 
b. g(x, y) =x -yy, (x, y)eR’. 
¢. h(x, y) =x -YY , (x, y) eR’. 
给 定 一 对 函数 由 : 及 一 R 及 由:R* 一 R. 知道 是 否 存在 某 个 连续 可 微 函 数 f:R* 一 R ,使 得 对 R* 中 所 有 
(x, y), 

af/ Ox (x,7) = 中 (zy) 及 af/9y(x,7) = w(x,y) 
通常 是 有 用 的 . 这 样 的 函数 f:R* 一 及 称 为 函数 对 (中 ,， 风 ) 的 势 函 数 (potential function). 
a. 证 明 : 如 果 对 于 了 晴 数 对 (四 ,小 ) 势 函数 存在 ， 那 么 势 旺 数 在 相差 一 个 常数 的 意义 上 是 唯一 确定 的 ， 也 就 

是 任意 两 个 势 函数 的 差 是 常数 . 

b. 证 明 : 如 果 对 一 对 连续 可 微 的 函数 四 ， RR' 一 民 及 风 : R 一 R 存在 势 函 数 ， 则 对 R? 中 所 有 (x，y)， 


oy - 09 由， 
《和 = 7 ,7 ) - 


考虑 例 13. 12 中 所 定义 的 函数 . 


3. 证 明 ， 
对 R 中 所 有 x， Y (0) = x 
0y 
以 及 
对 R 中 所 有 7y， 好 (0,7) = -了 
b. 由 (a) 推 出 


3f - of _ _ 
7(0,0) =1 及 0,0) = -1 


设 2 是 平面 R 中 包含 点 {x。，yo) 的 开 子 集 . 证 明 ; 如 果 1 xz-xl <2r 及 1 y-y,1 <2r， 郑 么 存在 正 数 /， 
使 得 (xs，7y) 在 zf 中 . 
仿效 引 理 13. 11 的 证 明 中 建立 (13. 15) 的 论证 来 验证 方程 (13. 16). 
设 函 数 ./:O 一 R 满 足 定 理 13. 10 的 假定 且 设 i 与 j) 是 下 标 ， 满足 1<i<n 及 1<j<n， 选 择 正 数 r， 使 得 x 的 
开 球 B,(x) 包 含 在 口中 ， 定 义 
B(s,t) = f(x +ie +se), 对 于 s+ <r. 

a， 验 证 5: B,(0，0) 一 R 有 连续 的 二 阶 偏 导 数 且 

3.6(0,0) = RE 及 8(0,0) = 元 和 
b. 运用 (ay 证 明定 理 13. 10 的 一 般 情形 可 以 从 n=2 的 情形 推出 . 
假定 函数 六 R 一 RR 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 设 (x。，y。) 是 R* 中 的 点 . 证明: 对 每 个 。 >0， 存 在 8>0， 使 得 
如 果 0< 1 关 1 <5 及 0<1 上 &| <6G， 则 有 
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fxo + h,yo tk) -xo + h,yo) -fxo,yo + Rk) + f(xo,Yo) _ 3f (1, ,y,) < BE. 
hk DxDYy 
(提示 ， 仿效 引 理 13. 11 的 证 明 思 路 . ) 


13.3 中 值 定 理 与 方向 导数 


在 一 元 实 值 涌 数 的 研究 中 ， 中 值 定理 起 着 重要 的 作用 . 为 便于 参考 ， 将 该 定理 重 述 如 下 ， 
其 证 明 见 4.3 节 . 

定理 13. 13 (中 值 定理 ) 假定 函数 ff: [a, 6 一 KR 有 是 连续 的 且 f: (a, 4b) 一 R 是 可 微 的 ， 则 
在 开 区 闻 (a,，6b) 中 存在 点 c<， 满 足 

f(b) -fla) =f (0c)(b -0). 

本 节 的 目标 之 一 是 把 上 述 定 理 推广 到 多 元 实 变量 疯 数 的 情形 正如 在 13.2 节 开 始 时 所 提 
到 过 的 ， 作 这 一 推广 的 策略 是 试图 通过 分 析 函 数 在 定义 域 的 一 个 线段 上 的 限制 把 一 般 情 形 归 约 
为 一 元 的 情形 . 

引 理 13. 14( 中 和 值 引 理 ) 设 吕 是 及 " 的 开 子 集 且 区 1 达 in) 是 下 标 ， 假 定 函 数 广 O 一 玉 在 O 
中 每 一 点 处 有 关于 第 i 个 分 量 的 偏 导 数 . 设 半 是 四 中 的 点 而 4 是 使 得 点 YX 与 +aei 之 间 的 段 人 性 
于 个 中 的 实数 . 则 存在 数 9(1<90<1)，, 使 得 


flx+ae) -f(x) = Yr + bae )a (13. 18) 


证 阴 ”由 于 QO 是 R" 中 的 开 集 ， 可 选择 包含 数 0 及 a 的 实数 开 区 间 7， 使 得 对 7 了 中 每 个 上 ， 点 
xX+te, 周 于 中 ， 对 1 中 每 个 1:， 由 $(1) = ALz+t) 和 定义 图 数 由 : [一 R， 则 上 项 数 广 CO 一 及 关于 马 
的 第 工 个 分 量 的 偏 可 微 性 药 涵 了 在 了 中 的 每 个 点 上 处 ， 

b'(1) = U(x + te,). 


由 此 可 推出 函数 中 : /一 R 可 微 ， 这 样 可 对 函数 由 : /一 RR 在 闭 区 间 [0， a 上 的 限制 应 用 一 元 消 
数 的 中 值 定理 得 到 点 8(0 <8<1)， 使 得 
$l(a) -中 0) = $b'(0a)a. 
由 函数 由 : /一 R 的 定义 以 及 中 '(i) 的 计算 ， 可 将 上 式 改 写 为 (13. 18). 调 
命题 13. 15( 中 值 命题 ) 设 x 是 R" 中 的 点 而 是 正 数 ， 假 定 函 数 F B,(x) 一 RR 有 一 阶 偏 季 
数 ， 那 么 如 果 点 +heB(lx)， 则 在 B(x) 中 存在 点 z,，z,，…，z,， 使 得 


flx +h) -f(x) = Dh El), (13. 19) 


对 每 个 下 标 i{1 和 isn)， x-z| < 站 大于. 
证 明 ”就 n=3 证 明 上 述 结 论 ， 由 此 , 一 般 的 结论 显然 也 成 立 ， 技 巧 是 把 差 式 f(x +h) -f(x) 
展开 ， 我们 有 
f(x th) -fx) = f(x, + hi,x, + hx 十 站) - f/x) ,x,,X) 
= f(x, + hx, + hy ,xy +t hs) -fx, + h,,x, + h, ,x,) 
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+ f(x) + hi,x, + hy,x3) — fx, + h, ,X,Y) 
+ f(x, +h, ,x ,Xs) - fx, ,X,Y ). 


对 每 一 个 差 式 应 用 中 值 引 理 ， 在 开 区 间 (0，1) 中 求 得 9, ，9, 及 98， 满足 
flx + h) -f(x) = + 


十 Y (x 十 h, ;2 十 0,4, ,3 )h, + (x + Oh ,2 sy ) hh. 
OX, dx, 


令 zy = (x +h, Xi Th x +Oh,), z= (x +h, x +Oh,, az) 及 ZI = (x +Oh,, *,, %*,), 
则 得 到 所 要 证 的 结果 . | 

对 于 R" 的 包含 点 x 的 开 子 集 上 中， 函数 f;O 一 民 定 义 为 在 点 x 处 有 关于 第 i 个 分 量 的 偏 导 数 ， 
如 果 极 限 


F f(x + te ) ~ f(x) 
mT 


一 


存在 ， 下 面 分 析 用 R" 中 一 般 的 非 零 点 p 代替 点 。, 时 的 上 述 极限 . 
定义 ” 设 O 〇 是 R" 的 包含 点 了 的 开 子 集 . 考虑 了 郧 数 f; 〇 一 民 以 及 R" 中 的 非 零 点 pp， 如 果 极 限 


lim 2 tp) - f(x) 
存在 ， 则 称 此 极限 为 函数 :中 民 在 点 x 处 在 pp 方向 上 的 方向 导数 ， 表 示 为 
a 
gp <) 
注意 到 ， 如 果 p =e,， 则 
fy 引 
ap*) = gx 
定理 13, 16( 方向 导数 定理 ) 设 O 〇 是 R" 的 开 子 集 且 假定 光 数 :中 一 民 连 续 可 和 后， 则 对 口中 


的 每 个 点 及 民 ” 中 的 每 个 非 堆 点 呈 ， 函 教 f， 吕 一 及 在 点 x 处 在 有 方向 上 有 一 个 由 如 下 公式 给 
出 的 方向 时 数 ， 


fl TT, 对 
3p (™) = oP 9x (*) (13. 20) 


证 明 由 于 O 是 R" 的 开 子 集 ， 所 以 可 选取 正 数 +， 和 使 得 开 球 8,(x) 包 含 在 QO 之 中 ,由 中 值 
命题 可 知 ， 如 果 :是 任意 一 个 满足 1411Ppl <r 的 数 ， 则 存在 =” 个 点 zl,，…，z,， 使 得 


Ax +p) -Hz) = Dp YL(z,), (13. 21) 


且 对 每 个 下 标 i(1 和 ir)， 
外 z; -x| 寺 1tillp|. (13. 22) 


可 以 把 (13.21) 改 写 为 


昌 本 十 "方向 导数 "是 标准 的 ,但 亡 有 时 会 造成 错觉 ， 因 为 方向 导数 不 仅仅 依赖 于 P 的 方向 ， 但 也 依赖 于 它 的 长 度 . 
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Ax +itp) - Ax) _ 


1 


由 于 对 每 个 下 标 i(1 <<i<<n) ,9f/9x,:O 〇 一 R 在 点 x 处 连续 ， 从 (13.22) 及 (13.23) 可 得 ， 
f(x+tp) -f(x) 二 af TT 
lm = lim 人 PP 5) = 2 gx *) 


Fp, Hz), tA 0. (13. 23) 
ji OX, 


这 就 证 明了 公式 (13. 20). 

由 于 公式 (13. 20)， 我 们 引入 下 面 的 定义 . 

定义 ” 设 O 〇 是 RR" 的 包含 点 的 开 子 集 ， 且 假定 函数 ;中 一 上 在 * 处 有 一 阶 偏 导数 .定义 阴 
数 f:O 〇 一 在 点 x 处 的 梯度 (gradient， 用 Vf/(x) 表 示 ) 是 R" 中 如 下 给 出 的 点 : 


-1 va、 避 
vA) = 
由 于 视 R 中 的 点 为 向 最 ， 故 VYF(Cxz) 通 常 称 为 梯度 向 本 (gradient vector) 或 导 教 向 量 
(derivative vector)， 使 用 数量 积 和 梯度 ， 公 式 (13. 20) 可 以 改写 为 : 
d 
lf + 妇 ) 


注意 到 (13. 24) 的 一 个 微小 的 引伸 是 有 益 的 : 如 果 x 与 Xx+ 雪 之 间 的 段位 于 之 中 ,以 t+ 雪人 代 
替 x， 可 得 


_ ff/ - 
= gp (*) = 《VfA(x),p). (13. 24) 


[f(x + tp)] = (VA(x +ip),p)， 对 于 Ort:s<l. (13. 25) 


定理 13. 17( 中 值 定理 ) 设 O 〇 是 R" 的 开 子 和 集 且 假定 函数 /:O 〇 一 民 连 续 可 微 .、 如 果 连 接点 工 
与 T+hh 的 段位 于 中 中 ， 财 存在 数 6(0<8<1)，, 使 得 
f(x +h) -f(x) = (V(x + 60h),h). (13. 26) 
证 明 由 于 OQ 是 R" 的 开 子 集 ， 可 选取 实数 的 开 区 间 1， 它 包含 数 0 与 1， 使 得 对 了 中 每 个 1， 
x+the 人 OO 中， 定义 
g(t) = f(x+th)， 对 每 个 :tel 
使 用 如 公式 (13.25) 所 述 的 方 同 导数 定理 的 微小 推广 ， 可 知 
对 7 中 每 个 t:， 中 (Ci = 《Vf(x + th) ,hk). (13. 27) 
于 是 可 应 用 一 元 实 变量 函数 的 中 值 定 理 于 函数 由: I 一 R 在 闭 区 间 [0，1] 上 的 限制 ， 以 便 可 选 
取 数 6(0 <6<1) ， 使 得 
中 (1) -中 0) = 中 (9). 
由 (13. 27 ) 以 及 中: [0，11 一 R 的 定义 ， 显 然 ， 上 述 公 式 是 公式 (13. 26) 的 改写 . 旺 
当 是 R" 中 范 数 为 直 的 点 时 ， 在 p 方 问 上 的 方 回 导数 可 以 解释 为 变化 率 (rate of change ). 
为 说 明 这 一 点 ， 设 OO 是 R” 中 包含 点 x 的 开 子 集 上 是 假定 小 数 /;O 一 RR 连续 可 微 ， 则 如 果 点 p 的 范 
数 为 1 而 :为 正 实数 ， 
t= Dipl, 
那么 如 果 上 是正 数 且 足 够 小 ， 则 有 


369 


260 第 13 章 


fx+ip) /x) Ax+ip) -fx) 

t Iipl 
鉴于 此 ， 如 果 p 的 范 数 是 1， 则 把 8f/9p (zx) 岂 艇 确 数 f.O 一 RR 在 点 + 处 在 p 方向 上 的 变化 举 是 

合乎 情理 的 . 
推论 13. 18 设 〇 是 RR" 的 包含 点 YY 的 开 子 全 ， 且 假定 函数 广 O 一 玉 是 连续 可 徽 的 ， 如 果 

VCzr) 关 0， 则 函数 F:O 一 民 在 点 YY 处 范 教 是 1 的 增长 最 快 的 方向 为 如 下 定义 的 方向 pu: 

p= VAlx) 
~ vAix) | 
证 明 运用 公式 (13. 24) 及 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 可 得 ， 如 果 呈 是 R "中 任意 一 个 范 数 为 1 的 
点 ， 则 


( 13. 28) 


六 (x) = vr) p< VAN pl = vA) (03.29) 


另 一 方面 ， 如 果 p。 由 (13. 28) 所 定义 ， 则 p, 的 范 数 为 1， 由 (13. 24) 可 得 
E(x) = (Vz) po) = (VAx) 一 = 1 VA) 
pp, 


| YA(x) | 
上 式 与 不 等 式 (13. 29) 蕴 涵 了 如 果 p 的 范 数 是 1， 则 
fy 
op *) < op * 7 图 
例 13.19 定义 


f(x,7) = 时 了 了 ， (zy) e 有 
图 数 /:R 一 R 是 连续 可 微 的 .简单 的 计算 表明 


Da - a -= 
3x(11) =2 及 区 (1) =-2. 


于 是 VA(1, 1) = (2，-2)， 因此， 函数 f:R* 一 RR 在 点 (1，1) 处 增长 最 快 的 方向 由 向 量 (1/2， 
-1/Y2) 给 定 . 史 

在 13. 2 节 我 们 提 到 过 连续 可 微 孙 数 是 连续 的 ， 现 在 可 以 证 明 这 一 论断 . 

定理 13.20 设 〇 是 R* 的 开 子 和 全， 且 假 定 函数 刻 O 一 民 是 连续 可 微 的 ， 则 函数 /;O 〇 一 只是 
连续 的 . 

证 明 设 x 是 所 中 的 点 ， 要 证 明 郴 数 放 CO 一 及 在 zx 处 是 连续 的 .下面 直接 应 用 连续 性 的 序 
列 定 义 ， 首 先 ， 由 于 x 是 的 内 点 ， 因 此 可 选取 正 数 r， 使 得 开 球 B(x) 包 含 在 个 中 

设 |x,| 是 B,(x) 中 收 伍 到 x 的 序列 ， 对 每 个 自然 数 上 ， 置 h,=x, -x*， 应 用 中 值 定理 选择 数 
0,(0 <9,<1)， 使 得 

fx) —- Ax) = f(x +h) -f(x) = (Vf(x + Oh,) ,h,). (13. 30) 
注意 到 
limkh, = 0 及 lim[ x + Oh.| = x. 

由 于 f:O 〇 一 R 是 连续 可 微 的 ， 因 此 可 得 
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lim Vi(x + 0h,) = Vi(r). 
由 于 对 所 有 正 整 数 上 ，(13. 30) 成 立 ， 因 此 可 推断 
lim[f(x,) -f(x)] = (Vv/(x),0) =0, 

这 意味 着 象 序列 |f 作 x ) | 收敛 到 fx). 图 

推论 13, 21 设 〇 是 R" 的 开 子 集 ， 且 假定 函数 广 O 一 民有 连续 的 二 阶 偏 慎 教 ， 则 函数 广 O 一 玉 
是 连续 可 微 的 ， 

证 明 对 每 个 下 标 区 1 大 i 和 mn) ， 国 数 a1ax;: O-—=R 是 连续 可 微 的 ， 于 是 由 定理 13. 20 知 ， 
它 是 连续 的 ， 这 恰好 意味 着 天 数 廊 R 一 R 是 连续 可 微 的 ， 羡 


习题 


1. 对 下 列 每 一 个 函数 ， 求 R" 中 有 定义 的 点 x 处 的 梯度 问 量 : 

ma. f(x) = eicl xenR". 

b. Nx, 7) =gin(xy)/ Vx +y: +1, (x, y)}eR’. 

€. xz)=lvilzl reOo=ireR | rx0). 
2 假定 函数 ./:R 一 及 与 5: R 一 R 是 连续 可 微 的 . 求 用 VA(x) 及 Ve(x) 表 示 V(J8)(x) 的 公式 . 
3. 假定 函数 六 R 一 R 与 g: R 一 R 是 连续 可 微 的 求 用 VA(x) 及 g' (fx)) 表 示 Y(g。 刘 (x) 的 公式 . 
4. 假定 质数 1.R" 一 R 有 一 和 阶 偏 导数 ， 且 BR 中 的 点 rt 是 f:R" 一 R 的 局 部 板 小 值 点 (local minimizer) ， 即 存在 正 

数 ">， 使 得 

若 dist(x,x+ 呈 ) <r， 则 有 flx +h) > f(x). 

证 明 VAx) =0. 
5. 证 明 : 在 =ae, 的 情况 下 ， 中 值 公式 (13.26) 与 中 值 公 式 (13. 18 ) 是 一 致 的 . 
6. 定义 阔 数 六 R' 一 R 如下: 

riys) = xyrz + x +Yy, (x,y,2) € 及 
中 值 定 理 蕴 涵 了 存在 数 6(0 <8<1) 满 足 


.人 E24 Ea 
fl1,1,1) - f(0,0,0) = sx (0°0,0) + 3y( 0°06) + 37 (9,0,0). 
求 8 的 值 ， 
7. 假定 函数 广 R 一 RR 有 一 阶 偏 导数 且 f(0, 0) =1. 而 


对 R? 中 所 有 (x,y)， (sy) -2 且 蔷 (xy) =3. 
x dy 


证 明 : 对 R ”中 所 有 (x, 7Y), f(x, Y) =1+2x+37y. 
8. 假定 函数 fj.R 一 RR 是 连续 可 微 的 . 设 x 是 R" 中 的 点 ， 对 KR 中 的 非 零 点 p 及 非 零 实数 ma， 证 明 ， 


9. 定义 函数 f:R 一 及 如下: 


flx,y) = {0 y1) Vx +y 车 yz 关 0 
0 若 y = 0. 
a. 证 明 ; 函数 AR 一 R 在 点 (0, 0) 处 是 不 连续 的 . 
b. 证 明 ， 函数 /:R 一 及 在 点 (0, 0) 处 所 有 方向 上 有 方向 导数 
¢. 证 明 : 如 果 c 是 任意 数 ， 则 存在 范 数 为 1 的 向 量 p， 使 得 
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(0,0) = “《. 

d. (c)}) 与 推论 13. 18 才 盾 吗 ? 

10, 对 孔 数 /:R* 一 人 考虑 下 面 的 推断 : 
a， 函 数 六 R 一 R 是 连续 可 微 的 . 
b. 函数 /:R” 一 R 在 RR 的 每 个 点 处 都 有 所 有 方向 的 方向 导数 . 
c. 函数 /:R” -+ R 在 R” 的 每 个 点 处 都 有 一 阶 偏 导 数 . 
解释 上 述 推 师 之 间 的 牵连 关系 . 

11. 假定 辫 数 /;R” 一 R 是 连续 可 微 的 . 定义 K=lrxeR! jx 和 所 1|. 
a. 证 明 : 在 KK 中 存在 点 x*， 在 该 点 处 数 达到 最 小 值 . 
b. 还 假定 车 p 是 R" 中 任意 一 个 范 数 为 1 的 点 ， 则 有 《Vf(p)， p>0. 证 明 : 在 (a) 中 的 最 小 值 点 x 的 范 数 


小 于 1. 


第 14 章 实 值 函数 的 局 部 逼近 


14.1 一 阶 允 近 、 切 平面 和 仿 射 范 数 


设 O 是 欧 几 里 得 空间 R" 的 开 子 集 ， 假 设 我 们 希望 分 析 实 值 活 数 f:O 一 RR 在 人 〇 中 点 x 的 一 个 
邻 域 内 的 特性 (例如 ， 想 要 确认 点 x 是 函数 的 局 部 最 大 值 点 或 局 部 最 小 值 点 )， 为 此 ,采取 的 
一 个 策略 是 选取 为 一 个 苞 数 g:O 一 及 , 它 比 给 定 的 郑 数 疡 CO 一 R 更 简单 ， 且 在 zx 的 附近 是 了 的 
一 个 好 的 去 近 ， 于 是 我 们 可 以 看 到 函数 /.O 一 R 从 更 简单 函数 g:@O 一 尽 继 承 下 来 的 性 质 . 

本 节 我 们 解释 一 个 仿 射 函 教 (affine function) 的 含义 ， 并 证 明 对 一 个 连续 可 微 函 数 六 OO 一 及 ,在 
的 每 一 点 * 处 ， 存 在 一 个 仿 射 晤 数 作 为 它 的 一 阶 逼 近 ， 对 于 二 元 浮 数 ， 这 个 仿 射 逼 近 的 图 形 
就 是 切 平 面 . 本 章 其 余 两 节 涉 及 有 连续 二 阶 偏 导数 的 函数 /:O 一 及 . 在 14.2 节 ,f:O 一 RR 在 点 x 
处 的 所 有 二 阶 侦 导 数组 织 成 一 个 mxnm 矩阵， 这 个 矩阵 称 为 黑 赛 矩阵 (Hessian matrix)， 并 建立 了 
一 个 二 阶 方向 导数 公式 ， 我 们 还 将 每 一 个 n xn 阶 和 矩阵 与 一 个 二 次 函数 联系 起 来 ， 并 得 到 二 次 函 
数 的 值 的 估计 ， 在 14.3 节 ， 我 们 将 表明 如 何 求 出 一 个 荐 数 g:O 一 了 玉 , 它 是 一 个 仿 射 函 数 与 一 

二 次 函数 的 和 ， 并 且 是 . 矿 C 一 及 在 点 x 处 的 二 阶 通 近 . 这 将 允许 我 们 为 确定 在 何 种 情况 下 点 
* 是 陶 数 f: 一 R 的 局 部 极 大 值 点 或 局 部 极 小 值 点 提供 一 个 判别 准则 . 
假设 了 是 实数 开 区 间 ， 顶 数 /， 1 一 R 是 可 微 的 .根据 定义 ， 这 意味 着 如 果 x 是 了 上 中 的 一 


凡 ， 则 
lim 人 2 + -大 = f(x). 
如 果 改 写 这 个 差 式 
flx +h) -fx) 0 flx+h) [f(x) + f(x)h] 
hn f(x) ™ h 3» 
则 上 述 导 数 的 定义 可 改写 成 


im fet A +R) - (14. 1) 


第 8 训 我 们 研究 了 大盘 多 项 式 并 建立 了 在 点 处 函数 的 信 与 其 表 灶 多 项 起 之 的 差 估计 . 
由 我 们 在 第 8 章 证 明 的 拉 格 朗 日 余数 定理 可 得 ， 如 果 有 是 一 个 自然 数 ， 日 f:1 -RR 有 直到 
k+1 阶 的 连续 偏 导 数 ， 则 对 x ef 及 一 个 扰动 x +h 也 属于 J， 存在 数 9(0 <8<1)， 使 得 


flx+h)- {Ax) + f'(x)h+. + (二 fx ) 必 | = f°" (x+0h) ‘D(x + Oh) he 


(k+1)1 
因此 有 
f(x +h) - [f(x) + 大 (下 + + (UEDA (x)h’] 


lim p 
A—0 h 


本 童 我 们 希望 对 多 元 函数 建立 起 类 似 于 (14.1) 的 逼近 式 及 (14.2) 当 k=2 时 的 逼近 式 ， 为 


= 0. (14.2) 
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此 ， 引 进 下 述 定义 . 
定义 ” 设 提 是 及 的 包含 点 的 开 区 闻 ， 对 下 整数 上 ， 两 个 函数 请 ; O 一 及 与 gE:O 一 及 称 为 
在 点 头 处 徙 此 天 阶 通 近 ， 如 果 
0 
例 14.1 对 每 个 数 h， 定 义 f(h) =e， 则 0) =f'(0) = 大 (0) =1. 在 点 x=0 处 ,由 公 
式 (14.2) 可 见 ， 


(14. 3 ) 


. ee—-[1+h 
Li 
而 
ime +h+ 2k] -0 
一 六 
因此 ， 一 次 泰勒 多 项 式 p,(h) = 1 +h 是 函数 在 点 x=0 处 的 一 阶 通 近 ， 而 二 次 泰勒 多 项 式 
p2(4) =1+h+(1/2)h? 是 函数 /在 点 x=0 处 的 二 阶 通 近 . 国 
下 面 的 定理 是 有 逼近 公式 (14. 1) 在 多 元 函数 情况 下 的 一 个 推广 . 
定理 14.2( 一 阶 通 近 定 理 ) 设 O 是 R" "的 开 子 集 ， 且 假定 函数 产品 一 及 是 连续 可 徽 的 ， 设 x 
是 撮 中 的 点 ， 则 
lim (2 +h) - A) 1。 Vf) ,hk)] 0 (14. 4) 


证 明 ”由 于 x 是 0 的 内 点 ， 因 此 可 以 选择 正 数 +， 使 得 开 球 8,(x) 包 含 在 QQ 中 .固定 R" 中 
的 非 零 点 RR， 满足 和 <r， 则 点 x + 上 属于 B,(x)， 所 以 由 中 值 定理 ， 可 选取 数 6{0 <8<1)， 
使 得 

f(x +h) -f(r) = (Vf(x + bh),h). 
于 是 
fx +h) — f(x) - (VAx),h) = (VA(x + 0h) - VA(x ),h), 
所 以 ， 用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ， 可 得 个 计 
| f(x +h) -Ax) -AVAZ) ,hy i | Vilx + ok) - VAx) | : Ia. 
用 1i 关 十 除 此 估计 式 ， 得 到 


[f(x +h) - [Arz) + (VI) ,BI < | YAf(x + 0h) - VACx) || (14.5) 
ER 


因为 已 假定 阴 数 :OO 一 R 是 连续 可 微 的 ， 所 以 
lim ll VAx t+ 如) -~ VAx)| =0, 
从 而 由 估计 式 (14.5) 推 出 式 (14.4) 式 成 立 . 国 
对 于 连续 可 微 函 数 f:O 一 R , 它 的 定义 域 吕 为 平面 R 中 的 开 子 集 ， 且 点 (x。，Yo) 在 中， 如果 
用 (x，Y) 表 示 O 〇 中 一 般 的 点 ， 且 置 和 及 = (x -x6，7Y-7o)， 显 然 ,，h 趋 于 0 当 且 仅 当 (x，y) 趋 同 于 
(z，7) ， 并 且 jj =V(x -xo) + (yyo)”. 因此 通 近 性 质 (14.4) 可 改写 为 
fx,7) ~ [flxo,70) + Bf/ Ox (xosyo) (x ~ x0) + /OF(x0 70 -yo)] 


lim 
(C(x) rr0) (x 一 xu ) 十 (7 一 yo) 


0. (14.6) 
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这 最 后 的 公式 有 一 个 涉及 切 平面 存在 的 几何 解释 ， 为 说 明 这 点 ， 给 出 下 列 定义 ， 

定义 设 加 是 平面 及 的 开 子 集 ， 假定 函数 /; OO 一 及 在 办 中 点 (xzo，yo) 处 是 连续 的 ， 与 
j:O 一 及 的 图 形 在 点 (xz，7yo， 所 xz，yo) ) 相 切 的 平面 ， 是 指 形式 为 374 

px) =atblx -x) +cly-y), {x,7Y) eR’ 
的 函数 由 :R 一 民 的 图 形 ， 其 中 4a, b,c 是 实数 ， 具 有 性 质 
]im x) 一 多 (xy7) =- 0 
Dm f(x ~ x0) + (yy - yo) 

二 元 连续 遇 数 f: OR 民 在 人 中 点 (x。，Yo) 可 以 有 所 有 方向 的 方向 导数 ,而 无 须 在 点 
(xo，Yo，/(xo，Yo) ) 处 有 切 平面 (见习 题 17、18 及 19) ， 这 样 的 例子 出 现 的 原因 是 ， 切 平面 的 
定义 需要 极限 (14.7) 的 存在 不 依 顿 点 (x，7y) 趋 问 于 (xzo，yo) 的 方式 然而， 对 于 连续 可 微 顶 
数 来 说， 逼近 性 质 (14.6) 恰 是 证 明 下 面 的 推论 所 需要 的 . 

推论 14.3 假定 O 是 平面 有 的 包含 点 (xo。，Yo) 的 开 子 集 ，, 而 函数 ;OO 一 R 是 连续 可 微 的 ， 
则 存在 与 函数 产 O 一 玉 的 图 形 在 点 (xzo，yo， 扩 xzo，7o) ) 相 切 的 平面 ， 这 个 切 平 面 是 由 


(14.7) 


psy) = os) + Us0sy0) (x -#0) + Ys,y0) (7 ~ yo). (14. 8) 
X Qay 
在 R 中 对 (x，y) 定 义 的 函数 由 :R 一 民 的 图 形 . 
证 明 ”对 O 中 一 般 的 点 (z*，y7) ,是 
h = (x,Y) - (xo ,Yo). 
注意 到 
(Yo) oh) = x090) (x 和) + D6) (y -40). 


由 于 f/f:O-= RR 是 连续 可 微 的 ， 因 此 ,一 阶 台 近 定 理 蕴 涵 了 
i fz) ~ Yry) -0 
(rr) (ro,70) f(x , xo)” 十 (7 _ yo ) 
即 函 数 峭 :R 一 及 的 图 形 是 与 函数 /0O 一 R 的 图 形 在 点 (x。，y。，f/(x。，y6) ) 处 相 切 的 平面 ， 国 
为 了 看 出 为 什么 上 述 推论 中 所 描述 的 切 平面 必定 是 由 方程 (14.8) 所 描述 的 平面 ， 我 们 可 以 
从 几何 上 思考 .事实 上 ， 假 定 O 是 平面 RR 的 开 子 集 ， 考 碟 函 数 疡 O 一 R. 在 OO 中 的 点 (x。，y。) 
处 ， 我 们 期 望 平面 是 与 f:O— R 的 图 形 在 点 (x。，y。，f(x。，y6o) ) 处 相 切 ， 如果 函 数 /O 一 及 在 


(xo。，Yo) 处 有 一 阶 仿 导数 ， 则 由 偏 导 数 的 定义 及 在 一 元 晴 数 情形 下 ， 导 数 为 切线 的 斜率 的 含义 
可 得 ， 回 量 


- 人 E - Ea 
T, = (1,0, (x0 ,yo) ) 村 1, (0 六 (oo 
应 当 平 行 于 所 提 到 的 切 平 面 . 于 是 所 提 到 的 切 平面 应 当 以 


n=TxT, = (~ /9x(x0,Y0), - eray(xzyyo)yl) (14.9) 
作为 法 向 量 ， 如 图 14. 1 所 示 . 这 个 通过 点 (x。，Yo， 玉 xo，Yo)) 且 同 wp 正 交 的 平面 由 R 中 所 有 


中” 关于 线性 代数 的 附录 B 包括 R” 中 平面 性 质 及 R? 中 两 个 向 量 的 向 量 积 的 讨论 . 
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满足 方程 

(n(x 一 YX0y7 一 Joyz -f(xo,Yo0))) = 0 
的 点 (x*，y，z) 组 成 ， 显 然 ， 这 意味 着 R 中 的 点 (*，y，z) 位 于 由 方程 (14.8) 所 定义 的 函数 的 
图 形 上 . 


z= xy) 


(Xo J0h 0) 


图 14.1 图 形 在 点 (x。,， yo， zo ) 处 的 切 平 面 


一 阶 逼 近 定 理 从 男 一 个 较 少 几何 的 观点 来 看 也 是 有 用 的 . 它 使 我 们 可 以 用 较 简 单 的 函数 去 
通 近 颇 为 复 末 的 孙 数 ， 并 准确 地 推断 函数 彼此 接近 的 方式 、 当然， 最 简 的 隆 数 类 型 是 常数 也 
数 . 其 次 两 类 最 简单 的 函数 是 线性 函数 和 仿 射 函数 ， 它 们 的 定义 如 下 . 

定义 函数 8: R" 一 R 称 为 仿 射 函数 ， 如 果 它 由 


g(CU) = c + > an,, uenR 
定义 ， 其 中 ec 及 Ga 均 为 指定 的 数 ， 如 果 c=0， 则 函数 称 为 线性 函数 ， 
推论 14.4 设 O 〇 是 RR" 的 包含 点 工 的 开 子 集 ， 并 假定 函数 :OO 一 有 是 连续 可 微 的 ， 则 存在 一 
仿 射 函数 ， 它 是 函数 :中 一 RR 在 点 xX 处 的 一 阶 通 近 ， 踊 由 
ECU) = f(x) + (Vf/(x) ,uu -xr), ue R’ 
定义 的 函数 g: R 一 及 . 
证 明 注意 到 ， 需 数 g: R" 一 R 是 仿 射 晒 数 且 
g(x +h) = Frz) + (VvV/(r),h), x+heR.'. 
一 阶 逼 近 和 定理 断言 函数 广 O 一 及 与 85: OO 是 在 点 x 处 彼此 一 阶 逼 近 的 函数 . | 
例 14.5 定义 
f(x,7) = sin(x -yy -yy ),， (x,y) € R’. 


函数 /:R 一 R 是 连续 可 微 的 .计算 在 点 (0，0) 处 的 偏 导数 ， 可 查 明 作为 /在 点 (0, 0) 的 一 阶 
过 近 的 仿 射 消 数 由 
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yx,y) = r+-y, (x,y)eR 
定义 计算 在 点 (mn,，0) 处 的 偏 导 数 ， 查 明 作 为 f 在 点 (mn，0) 的 一 阶 通 近 的 仿 射 函数 由 
yx,y) -++y, (x,Y) eR’ 


给 出 . 各 
习题 
1. 定义 
z xy) = et, (x,y) eR:. 
求 在 点 (0，0，e) 处 与 函数 f:R* 一 R 的 图 形 相 切 的 切 平 面 方程 . 377 
2. 定义 


fry) = x xy +2y +x, (xy) eR. 
在 函数 /f:R 一 R 图 形 上 的 哪些 点 处 切 平面 平 行 于 xy 平面 ? 
3. 设 a, 65 及 c 是正 数 . R 中 点 (x，y，?) 满 足 
(x/a)’ + (y/8)° - (ze)” = 1 
的 集合 称 为 双 曲 面 (hyperboloid)， 求 这 个 双 曲 面 在 点 (x。，y。，zo) 处 的 切 平面 方程 ， 其 中 x, 为 正 数 . 
4. 定义 
xy) =2y +x +xy, (x,y) eR'. 
求 仿 射 函数 ， 它 是 函数 六 R 一 R 在 点 (0, 0) 处 的 一 阶 带 近 ， 
5, 定义 
xy) = en, {x,7y) ER 
求 仿 射 函 数 ， 它 是 函数 六 R 一 及 在 点 (0，0) 处 的 一 阶 和 逼近. 
6. 定义 
flxsy,2) = x ty +z, (x,y,2) € R. 
求 仿 射 画 数 ， 它 是 范 数 六 R -+R 在 点 (0，0,0) 处 的 一 阶 通 近 . 
7. 阅 定 R* 中 的 点 Xx， 设 e 是 R" 的 点 ， 定 义 函数 水 ，R" 一 R 如 下 : 
vu) = {teu -x), ueR.. 
a. 证 明 : 阴 数 水 :，R" 一 R 是 仿 射 函数 . 
b. 证 明 ， 给 定 任 意 非常 数 仿 射 隔 数 上 岂 : R* 一 R ， 可 以 在 R 中 选取 点 x 及 c， 使 得 风 :， R" 一 RR 具有 上 述 形 式 . 
8. 假定 函数 5: R 一 R 及 AR 一 R 都 是 连续 可 微 的 .定义 函数 /:R* 一 RR 如下: 
f(x,7) = sg(x,7) + yh(x,y), (x,y) < R'. 
求 仿 射 函 数 ， 它 是 函数 /:R 一 人 在 点 (0，0) 处 的 一 阶 逼 近 . 
9. 假定 函数 /:R” 一 RR 与 4: R 一 及 是 连续 可 微 的 ， 求 这 两 个 函数 彼此 是 在 点 (0，0) 处 的 一 阶 通 近 的 充分 必要 
条 件 . 
10. 设 a, 及 上 是 实数 ， 证 明 : 
Bim ax” + bxy + y _ 0 378 
(x.7) — (0.0) Vx + 
il， 证 明 ; 
: 1 sin(2x +27) -2x - 27 _ 


0. 


12. 证 明 ， 
(1+2z+y) -1-3x 


Nm 
【> YI) f/x: 十 y: 


= 0. 


379 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


设 a 是 实数 ， 证 明 ， 如 果 


lim 
CW) 0 .0) 2 
则 a =0. 
设 o, 及 ec 是 实数 ,征明 : 如 果 


c+ax+by 


(elm, fx + y 0， 
刚 c=a=6b=0. 
假定 函数 1:R* 一 及 是 连续 的 . 设 a 及 bb 是 任意 实数 . 证 明 ， 


lim [f(x,y) -~ (ON(0,0) + ax + by)] = 0. 


【7 一 (个 0] 
请 问 _ lim ,全 - es — 2 =0 成 立 吧 ? 
设 O 是 平面 R* 的 开 子 集 ， 且 假定 函数 疡 O 一 R 在 O 中 点 (xz， 加 ) 处 是 连续 的 ， 对 于 数 c, 6 及 c， 定 义 
yx,7) =at+bxz-sw)+ecely -yo)，(zy) eR. 
假定 y:R” 一 R 的 图 形 与 f;:O 一 RR 的 图 形 在 点 (x。，yY。， 岂 x。，Yo)) 处 相 切 . 
a 证 明 a= 拟 xo，7o)， 
b. 证 明 :六 CO 一 及 在 (x， yo) 处 有 一 阶 偏 导数 且 b = 9f/3x{xo， yo)， c = 0f/9Y(%,o, yo). 
c. 用 (a) 及 (b) 证 明 只 可 能 有 一 个 切 平面 . 
定义 


f(x,y) = 人 Vx ty 若 x 天 站 
避 若 x = 0. 
a. 证明: 函数 /AR 一 R 在 点 (0, 0) 处 是 连续 的 ， 且 在 (0, 0) 处 的 每 个 方向 都 有 方向 导数 ， 
b. 证 明 : 任何 平面 都 不 会 是 记 R* 一 R 的 图 形 在 点 (0，0，,f(0, 0)) 处 的 急 平 面 . 
假定 连续 淘 数 /;R* 一 R 在 点 (x。，y。，f(xo。，7) ) 处 有 切 平 面 ， 证 明 ; 王 数 .AR 一 R 在 点 (x。，Yy。) 处 的 所 
有 方向 都 有 方向 导数 . 


“14.2 二 次 函数 、 黑 塞 和 矩阵 和 二 阶 导数 


对 于 多 元 项 数 ， 常 常 有 必要 确定 天 数 取 最 大 值 及 最 小 值 的 点 就 一 元 申 数 来 说 ， 我 们 在 


第 4 章 中 给 出 二 阶 导数 检验 法 ， 对 于 多 元 范 数 ， 当 然 硕 望 发 现 与 此 检验 法 专门 对 应 的 法 则 ， 这 
将 在 14. 3 节 进 行 讨 论 ， 作 为 准备 ， 本 节 我 们 将 求 出 多 元 芒 数 的 截面 的 二 阶 导 数 公 式 ， 并 给 出 


由 二 次 函数 所 达到 值 的 估计 . 


回想 n xm 和 矩 阵 (matrix) 是 指 由 环行 及 列 实数 组 成 的 矩形 阵列 . 如 果 这 样 一 个 mxrm 和 矩阵 


用 4 表示 ， 则 写成 


A = [ai]， 


这 里 对 每 一 对 下 标 i 及 攻 其 中 1<i<sn，1<j<n)，as 表 示 和 矩阵 4 中 第 i 行 第 j 列 的 数 ， 称 ov 为 
矩阵 的 第 六 个 元 素 . 


定义 ”给 定 任意 nxn 短 阵 息 =[as] 及 R" 中 点 XxX， 符号 Ax 表示 RR" 中 这 样 的 点 对 于 每 个 


下 标 i(1 <i<n)， 该 点 的 第 i 分 醒 等 于 A 和 的 第 i 行 与 x 的 内 积 、 于 是 


Ax 三 了 ， 
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其 中 对 每 个 下 标 i(1<i<n)， 


y= 》 Gax1 

由 于 点 hx 的 第 i 个 分 量 由 x 与 矩阵 4 的 第 :i 行 的 内 积 给 出 ， 因 此 ， 如 果 用 4, 表示 和 矩阵 4 

的 第 i 行 ， 则 
AxX = (CA ,xr), ,CA ,XX) ,A,,*)). 
定义 设 4=[ojj 是 mx 给 阵 ， 定义 为 
O(x) 三 (Axr,x), x* eR 

的 函数 0: BR 一 及 称 为 与 矩阵 4 相伴 的 二 次 函数 . 

注意 到 


Q(x) = 5 Dan, re RR, 
所 以 Q(x) 是 xx; 的 线性 组 合 ， 因此 称 为 二 次 函数 quadratic function ). 


a 6b 
例 14.6 2x2 矩 阵 4=| ， | 有 与 它 相伴 的 二 次 函数 QR’ 一 R ,定义 如 下 : 


O(x,y) = ax +2bxy + cy, (x,y) e R*. 者 
例 14.7 考虑 如 下 定义 的 3 x3 和 矩阵 4: 


与 矩阵 4 相伴 的 二 次 函数 OQ: R 一 R 定义 如 下 : 
OUz,y,z) = 人 + +A (x,y,2) Ee R 国 
定义 设 〇 是 R" 的 开 子 集 ， 并 假定 函数 太 加 一 及 有 二 阶 偏 导 数 ， 函 数 廊 O 一 及 在 @ 中 忆 x 
处 的 黑 塞 矩 阵 用 
VCx) 
表示 ， 由 如 下 的 于 xp 姑 阵 定义 : 对 每 一 对 下 标 革 及 嘱 其 中 1 和 ii 和 nn，1<jJ<n)， 第 中 个 元 素 为 


(YI = x). 
XX 


注意 ， 对 每 个 下 标 i(1<i<n)， 黑 寒 矩 阵 V f(x) 的 第 i 行 是 函数 /9x,: O 一 R 在 点 x 处 的 
梯度 ， 还 注意 到 ， 由 定理 13. 10 中 所 推断 的 交叉 偏 导数 的 相等 可 推出 黑 塞 矩 阵 V*f(x) 是 对 称 的 
(symmetric) ， 即 车 函数 f:O 〇 一 R 有 连续 的 二 阶 偏 导 数 ， 则 第 了 个 元 素 等 于 第 天 个 元 素 . 

例 14.8 设 O 是 R 中 包含 点 (xz ，yo) 的 开 子 集 ， 并 假定 函数 /OO 一 有 人 有 二 阶 偶 寻 数 ， 则 /在 
(xz,， 加 ) 处 的 黑 塞 矩 阵 由 下 式 给 出 : 

9 axax(xo,yo) 9/oygxz(xo yo) 


Vif(xo 和) = | 
aaxay(xo,y) Bayay(xzoyyo) 


例 14.9 定义 
xy) = x y+Y +1, (x,y) e R'. 
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二 阶 导 数 的 简短 计算 表明 ， 在 R* 中 点 (ze，7yo) 处 ， 
Vf( x ) = [2 
0 2x，2 二 
特别 地 ， 在 点 (3，2) 处， 


4 "| 二 


YLD = |。 
例 14. 10 设 吕 是 有 R 的 开 子 集 ， 假 定 函 数 f:O 一 有 R 有 二 阶 偏 导数 . 则 了 在 器 中 点 (xo。，Y。，zo) 
处 的 黑 塞 短 阵 由 下 式 给 出 : 
0°f/9x0x( xo ,Yo ,70) 0°f/ dy0x(xo ,yoyzo) 0°f/ Bz0x( xo ,Yo ,Zo) 
Vf(x, ,Yo0,20) = We ,20) Of/ dy0Y(xo ,Yo ,zo) at | 
9°f/axdz(xo ,yo,zo) Bayaz(xo,yozo) 9 azaz(xoyyoyzo) 国 
例 14.11 定义 


f(x,y,2) = sin(xy2) te +2, (x,y,2) € R.. 
二 阶 导数 的 简短 计算 表明 ， 在 点 (0,0，0) 处 ， 


1 1 0 
Vf(0,0,0) -| ] | 国 

0 0 2 

下 面 的 定理 说 明了 黑 蹇 矩阵 是 如 何 参 与 多 元 孙 数 截面 的 二 阶 导 数 计算 的 . 

定理 14.12 设 O 〇 是 R" 的 包含 点 工 的 开 子 集 ， 并 假定 函数 了 :中 一 RR 有 连续 的 二 阶 仿 于 数 . 
选取 正教 r, 使 得 x 的 开 球 B.(X) 和 包含 在 口中 ， 如果 <r 且 1i1 <1， 则 


[f(x + th)] = (Vf(x + th).,h) (14.10) 


和 [f(x + 需 )] = 《VC 二) 及 》 (14.11) 


证 明 ” 设 1 是 包含 点 0 与 1 的 实数 开 区 间 ， 满 足 如 果 t 属 于 1I， 则 x+i 专 属于 OQ， 定 义 
b(t) = f(x+th), tel. 
方向 导数 定理 蕴涵 了 如 果 上 在 7 中 ， 则 


$b'(t) = [A(x + ith)| = (Vf(x + th),h) = Dh + th ). 


然而 ， 对 每 个 下 标 i(1<i<n)， 可 以 青 把 方 外 导数 定理 用 于 偏 导数 8//3x;: OO 一 R ， 于 是 对 上 
述 等 式 两 边 求 微分 可 得 


下 d t d - 
b(t) = 本 (中 (1) |] = rn A + ch) | = A EA + th) 4 


= 3(v[¥] + th) 1 =《〈《V Ar+ 入) 放生 图 
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上 面 的 公式 (14. 11) 对 于 下 一 节 建 立 多 元 也 数 极 值 点 的 二 阶 导 数 准 则 是 非常 有 用 的 .但 也 
需要 对 二 次 也 数 所 达到 的 值 的 大 小 作 某 些 和 估计 ， 本 节余 下 部 分 将 用 来 建立 这 些 估 计 . 
定义 nxpn 址 阵 4=[aij 的 范 数 用 ‖ 41 表示 ， 定 义 如 下 : 


1 41 = 


注意 ， 如 果 定 义 及 " 中 的 点 4, 是 m 上 xn 矩阵 4 的 第 i 行 ， 则 4 的 范 数 的 平方 可 以 写成 
IA = Al +141 +…+ 4.1 

引进 上 述 和 矩阵 范 数 的 定义 ， 是 因为 由 此 范 数 定义 可 有 下 述 有 用 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 的 变 式 . 

定理 14. 13( 广 义 的 柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 ) 设 4 是 于 xm 起 阵 且 设 & 是 月" 中 的 点 ， 则 


Au < AL. wl. (14. 12) 
证 明 将 (14. 12) 两 边 平 方 ， 显 然 ， 此 不 等 式 成 立 当 且 仅 当 
14xl < 关 14i ul (34. 13 ) 


若 对 每 个 下 标 i(1 志 i<n), 令 R"” 中 的 点 4, 是 4 的 第 i 行 ， 则 
Au = (4 ,un)). 
于 有 是， 根据 标准 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ， 
| Awl = (AR) + (ARE ) 
1A el ++ 
(NAN + + A 
= |‖ 4 ul . 
于 是 证 明了 不 等 式 (14. 13 ) ， 因 此 也 就 证 明了 不 等 式 (14. 12 ). 国 
推论 14.14 设 4 是 员 xP 生 阵 OO: R 一 及 是 与 4 相伴 的 二 次 函 教 ， 且 下 是 及 "中 的 
点 ， 则 


人 


| Ql(u)} ls 141 ai (14. 14) 
证 明 根据 定义 
| O(n)| =1 ARE |. 
如 果 先 用 标准 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不等式 ， 再 用 广义 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 便 得 到 


| (wu) 1 =1(Au ul < Au es 14INEal 国 
定义 nxn 纶 降 A 和 4 称 为 正定 的 ， 如 果 对 R" 中 所 有 非 零 点 ， 
(Au,u) > 0; 
称 为 负 定 的 ， 如 果 对 民 ” 中 所 有 非 零点 下 ， 
《4 < 0. 


完全 能 够 借助 矩阵 的 元 率 给 出 明确 的 准则 以 确定 它 何 时 为 正定 ， 何 时 为 负 定 ， 最 简单 的 情 
况 是 2x2 和 猎 阵 . 
命题 14. 15 2 x2 对 称 答 阵 
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是 正定 的 ， 当 且 仅 当 
a>0 fac-b >0. 
证 明 注意 ,与 矩阵 4 相伴 的 二 次 函数 @: 有 一 及 如 下 式 所 示 : 
Q(x,y) = ax +2pbxy+cr， (x,y) E R’, 
对 于 yz0 的 点 (x,，y)， 置 1 =x/y，p{(t) =at +2bt +c， 则 有 
Q(x,y) = ¥ [a(x/y)’ + 2b(x/y) + ce] = yp(t). 
二 次 多 项 式 p(1) 是 正 的 ， 当 且 仅 当 a>0 且 ac -b>0. 在 y=0 的 情况 下 ,a >0 当 且 仅 当 对 所 
有 x#*0, Q(x, 0) =ax >0. 图 
类 似 的 论证 表明 命题 14. 15 中 的 矩阵 4 是 仙 定 的 ， 当 且 仅 当 
ao<0 有 日 ac-b* >0. 
命题 14.16 设 和 A 是 nxn 正 定 类 阵 ， 则 存在 正 数 c,， 使 得 对 R" 中 所 有 妈 ， 
Q(u) = (Au,u) > cull. 
证 明 由 于 二 次 琐 数 0: 及 一 吧 是 连续 果 数 ( 即 分 量 射影 郴 数 ) 的 积 的 和 ， 它 是 连续 的 另 
一 方面 ， 单 位 球面 $=iuweR ”1 lwl =11 是 R 的 有 和 界 闭 子 集 ， 根据 列 紧 定理 (定理 11. 18)， 
单位 球面 是 列 紧 的 ， 于 是 由 极 值 定理 (定理 11.22) 知 ,在 $5 上 存在 一 点 ， 它 是 二 次 函数 在 S$ 上 
的 限制 的 极 小 值 点 ， 和 定义 是 二 次 函数 在 此 极 小 值 点 的 函数 值 . 因 为 假定 矩阵 4 是 正定 的 ， 所 
以 c 是 正 数 且 对 5 中 所 有 的 点 ， 


Q{(u) 三 <. (14. 15S ) 
而 对 R" 中 所 有 点 & 及 所 有 实数 入 ，A(Aw) =AAW， 所 以 
Q(Au) = A Qn). (14. 16) 


此 外 ， 如 果 ww 是 R" 中 任意 非 零点 ， 则 
u 
CC = Q( ul TT }. 


由 不 等 式 (14. 16) 可 得 


CGO = ie 
但 wj/ 1 we 1 是 * 中 的 点 ， 所 以 由 不 等 式 (14. 15) 得 ， 
Q(u) > elull’. 
显然 ， 如 果 wu =0， 该 不 等 式 也 成 立 . 四 


习题 


i。 定义 
f(x,y) =e” + zx’ + 2xYy， (x.y) e R*. 
a. 定义 由 : R 一 RR 为 (1) =f(2:，31),， steR. 直接 计算 "(0). 


b. 求 函 数 /:R* _。，R 在 点 (0，0) 处 的 黑 塞 和 矩阵 ， 并 用 公式 (14. 11) 计 算 
dr"(0) = 和 [2439 ] 
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2 设 O = | (x， 7， z)eR | Ty > -1|,， 定义 g:O 一 RR 如 下 : 


Bg(X,Y,2) = V1 +xys, (x,y,2) € OO. 
9. 定义 中 : R 一 民 为 $(1) =g(3t，1 -!:, 1), te R. 直接 计算 $9 (0). 
b. 求 函 数 g:O 一 R 在 点 (0，1，0) 处 的 黑 塞 矩 阵 ， 并 用 公式 (14. 11) 计 算 


da- 
中 (0) = daLS(3051 -t,t)] 
3. 假定 孙 数 f:.R' 一 RR 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 并 假定 在 原点 (0，0) 处 ， 
以 00) -=0 及 过 00) =0. 
Ox 97 
今 hk 是 平面 R* 中 的 非 零 点 ， 且 假定 


1 二 


(Vf(0,0)k,h) > 0. 
用 一 元 函数 的 有 关 定 理 证 明 : 存在 某 个 正 数 *， 使 得 
车 0<ltl<r fk) > AH0.,0). 386 
4. 在 习题 3 中 ， 假 定 对 R 中 的 每 个 非 零 点 6， 
(VA(0,0)hk,k) > 0. 

解释 为 什么 这 不 是 直接 推断 原点 为 兽 数 六 及 一 及 的 局 部 极 小 值 点 的 充分 条 件 ， 
5. 设 a, 及 ec 是 实数 且 ez0， 定义 Pb =af +2bt+c. 

a. 证 明 : 对 每 个 数 :，p(t) >0 当 且 仅 当 a>0 且 ac-b >0. 

b. 证 明 : 对 每 个 数 :，p(t) <0 当 且 仅 当 a <0 ac -b>0. 
6. 假定 4 是 3 x3 对 称 矩阵 且 是 正定 的 证明: 下 面 四 条 和 狂 质 成 立 且 从 每 一 条 性 质 吉 可 得 到 关于 答 阵 4 的 表 值 

的 信息 . 

a. (Ae,, €,) >0, (Ae,, e,) >0, HB lAe,, e,» >0. 

b， 对 所 有 非 零 w= (h, k,， 0),h,keR， 有 (‘Auw, w) >0. 

c. 对 所 有 非 零 w= (0, hh,， 上 k), h, keR，, 有 (Au, u) >0. 

dG. 对 所 有 非 堆 = (hk, 0, £),h, keR，, 有 (Au, u》>0. 
7. 对 下 列 每 一 个 二 次 旺 数 ， 求 与 之 相伴 的 2 x2 矩阵: 

a. h(x, y) =x -yy, (x, y)eR’. 

b. g(x, 7y) =x +Bxy +y , (x, y)eR. 
8. 通过 选择 适当 的 矩阵 4， 证 明 : 广义 的 柯 西 -- 施 瓦 菊 不 等 式 包 含 了 标准 的 柯 西施 瓦 菊 不 等 式 作为 其 特例 . 
9. 求 与 如 下 定义 的 二 次 函数 Q: R 一 及 相伴 的 3 x3 矩阵 : 

O(x,sy,2) = x -yy +xy + ys -2, {x,y,2) ER 
10. 定义 函数 0: R 一 R 为 Q(x)} =x . 注意 到 对 所 有 xx0， 
0(x)} > 0 
证 明 : 不 存在 正 数 <c， 使 得 对 所 有 x 关 0， 
Q(x) > cx . 
解释 为 什么 这 与 命题 14. 16 不 矛盾 . 


“14.3 二 阶 通 近 和 二 阶 导 数 检 验 


定义 设 A 是 R" 包含 点 x 的 子 集 ， 并 考虑 函数 f:A 一 R. 
(i) 上 各 x 称 为 函数 :4 一 民 的 局 部 最 大 值 点 ， 如 果 硝 在 某 个 正 数 r， 使 得 

若 xT+ 忆 在 A 中 且 Rl <r， 则 ARxz+ 下 ) < f(x). 387 
(ii) 点 x 称 为 函数 六 4 一 玉 的 局 部 最 小 值 点 ， 如 果 存 在 某 一 正 数 rr， 使 得 
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车 和 + 正在 4 中 县 | <7r, 则 f(x+h) > f(x). 
(iii) 点 二 称 为 画 数 4-+ 必 的 局 部 极 值 点 ， 如 果 它 或 者 是 太 4 一 及 的 局 部 最 小 值 点 或 者 是 
f:A 一 R 的 局 部 最 大 值 点 . 


立即 可 以 得 到 一 点 是 了 艺 数 局 部 极 值 点 的 如 下 的 必要 条 件 . 
命题 14. 17 ” 设 口 是 有 的 包含 点 王 的 开 子 全 ， 并 假定 函数 户 O 一 表 有 一 阶 偏 导 数 . 如 果 点 
XT 是 苞 数 f;O 〇 一 RR 的 局 部 极 值 点 ， 则 
vf/(x) = 0. (14. 17) 
证 明 由 于 x 是 中 的 内 点 ， 于 是 可 选取 正 数 rr， 使 得 开 球 如 (xx) 包 含 在 所 中 固定 下 标 
上 1 <i<n)， 定 义 困 数 由 : ( -rr, +) 一 RR 如 下 ;， 
bt) = +teh)， ltl<r. 
则 点 0 是 函数 由 : ( -r，r) 一 及 的 极 值 点 ， 所 以 


4'(0) = (x) - 0. 


这 : 


此 式 对 每 个 下 标 i(1 i<n) 都 成 立 ， 这 就 意味 着 (14. 17 ) 式 成 立 . 加 
注意 ， 为 了 寻求 局 部 极 值 点 ， 首 先 必 须 在 所 中 求 使 得 
vi(x) = 0 (14. 18) 


的 点 x， 然而 ,方程 (14. 18 ) 是 个 未 知 变 量 的 = 个 纯 量 方程 组 .除非 函数 /OO 一 R 有 非常 简单 
的 形式 ， 和 否则 不 可 能 求 得 (14. 18 ) 的 明确 解 . 因为 事实 上 哪怕 是 一 元 可 微 函 数 /R 一 R ,除非 
f:R 一 RR 非常 简单 ,否则 也 不 可 能 明确 地 求 得 下 列 方程 的 所 有 解 x: 
f'(x) =0. 
例 14.18 考虑 定义 如 下 的 函数 记 R 一 R,g: RR 及 h: R -R: 
f(x,7) = x +y, (x,y) eR’, 
B(x,7) =-x  -y, (x,y)y eR’, 
h(x,y) = x -yy, (x,y) ER 
上 述 每 -一 个 函数 都 是 连续 可 微 的 ， 且 原点 (0，0) 是 上 述 每 一 个 函数 在 平面 上 仅 有 的 梯度 向 量 
为 零 的 点 ， 点 (0,，0) 是 f 的 局 部 极 小 值 点 ， 是 g 的 局 部 极 大 值 点 ， 但 不 是 六 的 局 部 极 值 点 .图 
在 上 述 例 子 中 ,仅仅 因为 溺 数 是 如 此 简单 才 使 得 我 们 能 够 确定 它们 在 点 (0,，0) 邻 近 处 的 
性 状 ， 为 了 分 析 更 复杂 的 阻 数 ， 需要 以 某 种 方式 构造 二 阶 偏 导数 集 以 便 给 出 多 元 了 洋 数 的 “二 阶 
导数 检验 法 "的 公式 ， 下 面 将 会 看 到 正确 的 做 法 是 将 二 阶 导数 排列 为 黑 塞 矩阵 ， 然 后 检查 与 此 
短 阵 相伴 的 二 次 函数 . 
在 第 8 章 ， 我 们 考虑 用 泰勒 多 项 式 通 近 一 元 晴 数 ， 得 到 销 数 与 它 的 多 项 式 通 近 之 间 的 差 的 
估计 ， 拉 格 朗 日 余数 定理 提供 了 这 样 的 估计 ， 我 们 需要 该 定理 的 下 列 特例 . 
定理 14.19 设 1 是 实数 开 区 间 ， 人 假定 函数 f/: [RR 有 二 阶 早 数 . 则 对 区 间 了 中 的 每 一 对 点 
XxX 与 X+h， 诊 在 数 6(0<8<1)， 使 得 
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flx +h) = fx) +f' (x)h+ "(2 + Oh)h’. (14. 19) 


由 关于 一 元 函数 的 这 一 结果 及 在 14. 1 节 中 所 得 到 的 多 元 函数 导数 的 计算 可 得 下 面 的 定理 
定理 14.20 设 O 是 R" 的 开 子 集 ， 假 定 函 数 天 OO 一 及 有 连续 的 二 阶 偏 导 数 ， 则 对 台中 每 一 
对 具有 它们 之 闻 的 段 也 位 于 加 中 之 性 质 的 点 工 与 荆 + 瑚 ， 存 在 数 6(0 <8<1)， 使 得 


fx +h) = fx) + (VIX),h) + (Vx + 于) 天 下》 (14. 20) 


证 明 ”选择 了 为 包含 0 及 1 的 实数 开 区 间 ， 满 足 若 :在 1 中 ， 则 x+th 属于 QO, 定义 饥 数 
Vv: /一 及 如下: 
p(t) = AHAx+ih), tel. 
注意 ， 定 理 14. 12 区 涵 了 函数 几 : [一 R 有 二 阶 导 数 且 有 下 列 的 -一 阶 及 二 阶 导 数 公式 ， 
y(t) = (VfCx tith) ,hy RR wt) = (Vfl(x +th)h,h), tel. (14.21) 
就 x*=0 及 hh=1 将 定理 14. 19 应 用 于 溺 数 消 :， /一 R ， 选 择 数 60(0 <8<1)， 使 得 


y(1) = y(0) + y'(0) + "(0) ， (14. 22) 


将 (1) 与 (0) 的 值 及 上 面 对 风 '(0) 与 wy"(9) 的 公式 代入 上 式 ， 所 得 到 的 就 是 公式 (14. 20 ) 时 
定理 14.21( 二 阶 逼 近 定 理 ) 设 中 是 R" 的 包含 点 文 的 开 于 和 集 ， 假 定 函 数 /:O 一 RR 有 连续 的 
二 阶 偏 性 数 ， 则 


fx +h) - [fx) +(YHz) ay + 3 (VA) hh)| 
im 
TE 
证 明 由 于 点 x 是 O 的 内 点 ， 可 选取 正 数 +， 使 得 开 球 B,(x) 包 含 在 OQ 中 ， 定 义 


R(h) = fx +h) [fOr) + (CVA) RY + VA lal < 
必须 证 明 


0. (14. 23 ) 


lim 站 = 0. (14. 24) 
周 定 R" 中 的 点 hh， 其 中 0< | <r. 由 定理 14.20， 可 选取 数 9(0 <9<1)， 使 得 
fx +h) = fx) + (Vx) sh) + (VACx + Oh)h,h), 
所 以 
R(R) = FCVfx + ON) hh) -3CVf(x + h)h,h) 

- [VA + Bh) - Vif(x + h)]h,h). (14. 25) 

用 这 一 公式 及 广义 的 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 推 得 
ROR) I < Vx + oh) - VAx) AN? 


B89] 
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骨 上 中 ” 除 此 估计 式 ， 得 到 
| RC(h) | 
Ia 


但 已 假定 函数 /: OR 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 所 以 
lim | Vif(x + 0k) - Vf/(x) | =0, 
于 是 从 估计 式 (14.26) 得 (14.24) 式 ， 加 
定理 14. 22( 二 阶 导数 检验 法 ) 设 O 是 RR" 的 包含 点 的 开 子 集 ,， 假定 函数 ;OO 一 及 有 连续 
的 二 阶 人 篇 于 数 ， 假设 


< | vifCx + Oh) - vf(x) |. (14. 26) 


vA(x) = 0. 
(i) 如果 黑 宣 矩阵 V f(x) 是 正定 的 ， 则 点 是 函数 f:O 〇 一 昌 的 严格 的 局 部 最 小 值 点 . 
(ii) 如 果 黑 塞 矩 阵 VAFx) 是 负 定 的 ， 则 上 志文 是 函数 六 OO 一 及 的 严格 的 局 部 最 大 值 点 ， 
证 明 只 需要 考虑 情形 (1). 懈 形 (ii 可 由 (i 通 过 -了 代替 得到， 假定 黑 塞 上 第 阵 V f(x) 是 
正定 的 .由 于 点 x 是 QO 的 内 点 ， 可 选取 正 数 r， 使 得 开 球 B8,(x) 包 含 在 中 . 证明 的 策略 是 把 差 
式 几 x+j) -zz) 写 成 


fx +h) fx) = OCR) + ROA), (14. 27) 
其 中 0:R"_,R 是 正定 一 次 函数 且 
R( 有 
0) -0 14. 28 
wh (14.28) 


事实 上 ， 如 果 定 义 
R(h) = f/f/(x+hk)-— | Ar) + (Vf/(x),h) + VA) hh)) | 页 让 <r, (14.29) 


则 二 阶 台 近 定 理 断 定 (14.28) 成 立 . 比 外 ， 如 果 定 义 9: R" 一 R 是 与 二 分 之 一 的 黑 赛 矩阵 V* Arx) 
相伴 的 二 次 天 数 ， 则 此 二 次 函数 是 正定 的 . 最 后 ， 由 于 Vf(x) =0， 可 以 改写 (14.29) 得 到 
(14. 27 ). 
由 于 二 次 项 数 0: R 一 R 是 正定 的 ， 可 使 用 命题 14. 16 选取 正 数 c， 使 得 对 R" 中 所 有 大， 
QC(h) chl 7. 
男 一 方面 ， 用 (14. 28) 可 选取 小 于 r 的 正 数 5， 使 得 


车 0< 8l <5， 则 
比较 这 两 个 估计 式 ， 由 (14. 27) 可 得 
如 果 0 < jh <6,， 则 f(x +h) -f(x) = QO(h) + ROR) > elhll? + Rh) > hl 


所 以 点 x 是 函数: 中 一 R 的 严格 局 部 最 小 值 点 . 国 
在 命题 14. 15 中 ,我 们 刻 划 过 正定 对 称 的 2 x2 矩阵 的 特性 . 因此 记录 下 二 阶 导 数 检 验 法 
的 下 列 特例 是 有 用 的 . 
推论 14.23 设 吕 是 平面 RR" 的 包含 点 (x。，Yo) 的 开 子 集 ,， 假定 函数 f; 中 一 民有 连续 的 二 阶 
偏 时 数 . 假定 


| R(R) | 


< 
a 


< 
7 
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六 (0,76) =0 及 开 (x6,y6) = 0 
还 假定 
Of (63) >0 
以 及 
94(x yn) . f(a yo) - (RE)] > 0. 
则 点 (x6，y5) 是 f;O 一 民 的 一 个 严格 的 局 部 最 小 值 点 . 
习题 


1. 分 析 下 列 哺 数 的 局 部 极 值 ; 
a. f(x, 7) =e 9 (x, y)eR’. 
b. g(x, y, 2) = em +z , (x, y, z)eR, 
c. flx, 7) = (x +y ee 7 (x, y)eR’. 
d. f(x, yY) =xy (6-x-y), (x, Y)eR 中 x>0 及 y>0 的 区 域 . 
2. 求 2x2 对 称 和 矩阵 为 负 定 和 矩 阵 的 充分 必要 条 件 ， 运 用 这 个 信息 叙述 并 证 明 : 一 点 是 二 元 函数 局 部 最 大 值 点 的 
充分 条 件 ， 
3. 定义 上 是 财 和 矩形 1(x, 7Y)Ee RI -lgxrel, -myn|, 定义 隐 数 f: K 一 RR 为 f(x, YY) = xe cosy， 
(zx，y) e K、， 求 函数 /: KR 的 最 大 与 最 小 值 . (提示 : 分 别 地 分 析 在 义 边 界 上 的 情形 ). 
4. 证 明 : 点 ( -1，1) 是 如 下 定义 的 函数 AR 一 RR 的 最 小 值 点 : 
flxsy) = (2x +37) +(z+y--1) +(x+2y-2) ，(xy) ER 
S$. 定义 
f(x,7) = 和 +y -3xy, (x,y) eR. 
解释 为 什么 函数 /:R” 一 R 没有 局 部 极 值 点 . 
6. 分 析 如 下 定义 的 函数 /:R 一 R 的 局 部 极 值 点 ;: 
z f(x,y) = cos(x +y) + sin(x + 7), (rx,y) ER 
7. 假设 阻 数 /:R" 一 共有 连续 的 二 阶 俩 导数 ， 设 x 是 R 中 满足 VA(x) =0 的 点 . 还 假定 在 R" 中 存在 点 uu 和 vr， 
满足 
(Vf(r)u,n)y >0 及 (Vf(r)r,v) < 0. 
证 明 : 点 x 既 不 是 /:R" 一 R 的 局 部 最 大 值 点 也 不 是 f:R* 一 RR 的 局 部 最 小 值 点 ， 
8. 假定 函数 f:R" 一 R 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 设 x 是 R* 中 满足 VAC(x) =0 的 点 ， 并 且 使 得 黑 塞 和 矩阵 V fCx) 的 所 
有 元 素 是 0. 通过 举例 证 明 : 这 样 的 点 x 可 能 是 局 部 最 大 值 点 、 局 部 最 小 值 点 或 者 两 者 都 不 是 . 
9. 证 明 : 如 果 了 函数 f;:R* 一 R 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 昌 如 果 在 R" 中 点 ?+ 处 ，Vfx) =0 及 V f(x) 正定 、 则 存在 
正 数 < 和 5， 使 得 
车 hl <8， 则 fx +h) -f(x) 泣 c| 三， 
10. 证 明 : 若 黑 塞 答 阵 在 某 点 是 负 定 的 ， 则 该 点 是 严格 局 部 最 大 值 点 ， 从 而 完成 二 阶 导 数 检 验 法 的 证 明 . 
11. 应 用 一 阶 或 二 阶 逼 近 定 理 计算 下 列 极限 : 


1 


a im 7 xt) bp st 
《sy {0.0) " 十 条 (人 一 (0,0) + 
二 _ __ _ 加 _ 2 _ 人 
clim +y dm cos(z 一 + 条 (1 -1/2x + 地 1Z27 ) 393 
(zs,7) 0,0) x +y {x.7) =(0,0) T+ 
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15. 1 ”线性 映射 和 矩阵 


现在 来 研究 非 线性 映射 下 :O-* RR”， 其 中 中 是 R” 的 开 子 集 , n 与 m 是 正 整 数 . 为 研究 这 样 
一 般 的 映射 ， 我 们 采用 前 面 常用 的 策略 : 用 形式 简单 得 多 的 映射 通 近 这 样 的 映射 . 这 里 ， 我 们 
把 线性 映射 看 作 是 较 简 单 的 映射 . 

本 节 我 们 考虑 线性 映射 以 及 线性 肌 射 与 矩阵 之 间 的 对 应 ， 特 别 地 ， 建 立 线性 映射 了 :R 一 R” 
的 可 逆 性 及 与 它 相 关联 的 xn 和 矩阵 的 可 道 性 之 问 的 等 价 关 系 ， 15.2 节 将 描述 用 线性 映射 逼近 
非 线性 映射 的 方法 ， 导数 矩 阵 及 微分 是 极 重 要 的 概念 15.3 节 将 研究 第 4 章 为 复合 郴 数 求 导 
数 所 建立 的 链 式 法 则 的 推广 ， 建 立 一 般 的 非 线性 映射 的 复合 求 导数 公式 . 

定义 映射 了 :R "一 及 "” 称 为 线性 映射 ， 如 果 对 及 中 的 每 一 对 点 下 及 ”以 及 每 一 对 数 
与 B， 


T(au + Br) = ay + BT(r). 014. 1 ) 
例 15.1 对 每 个 下 标 i(1<i<n)， 第 i 个 分 量 射 影 顺 数 
pi:R —R 


是 线性 上 映射， 这 可 由 加 法 及 标量 加 法 的 定义 直接 得 到 ， 因 为 对 R" 中 每 一 对 点 w 及 vv 与 每 一 对 
数 a 及 8B， 


pi(au + Br) = aa; + Bo = ap,(u) + Bp.(v). 国 
命题 15.2 对 R" 中 的 点 g@， 定 义 上 映射 了 :R 一 及 如 下 ， 
对 及 ”中 所 有 x， T(x) = (a,x). (15.2) 


那么 映射 了 :有 "一 及 是 线性 的 ， 而 且 对 每 个 线性 映射 了 :有 一 民 ， 在 民 ” 中 存在 唯一 的 点 a， 使 得 
了 :BR "一 及 由 公式 (15.2) 所 定义 . 
证 明 给 定 R" 中 点 a， 如 我 们 在 前 面 所 提 到 过 的 ， 内 积 上 共有 性 质 ， 对 有" 中 每 一 对 点 ww 及 ， 
与 每 一 对 数 a 及 8B， 
(a,au +Br) = aa + Bla,v). 
这 正 是 映射 了 :R 一 R 是 线性 映射 的 含义 . 
现 假设 T:R" 一 RR 是 任意 的 线性 映射 .对 每 个 下 标 民 1<i<n)， 定 义 a,=T(e,)， 然 后 定义 
R"” 中 的 点 4 为 a = (a,，…，a,). 于 是 由 了 :R 一 RR 的 线性 性 ， 对 R" 中 所 有 Xx， 
T(x) = T(xe, 十 二 Xe 1) 
= xT(e,)+:… +x.T(e) 
= XIQ + + Xa 
= (a,x). 入 
注意 ， 对 下 标 i(1<i<n)， 第 i 个 分 量 射影 清 数 p,; R" 一 RR 由 公式 (15.2) 所 定义 ， 其 中 
a =e, 是 R 中 第 i 个 分 量 为 1 而 其 他 分 量 为 0 的 癌 量 . 
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例 15.3 线性 变换 T:R -，R 由 指定 三 个 数 a，5，c 和 定义 
T(x,y,2) = ax +by+ecz， (x,y,2) eR 曾 
完全 确定 . 
对 线性 映射 了:R 一 R”， 其 中 m 是 大 于 1 的 整数 ， 命 题 15.2 有 一 个 自然 的 推广 ， 为 理解 
这 个 推广 究竟 是 什么 ， 对 线性 映射 T;R" 一 R” 及 下 标 i(1<i<m)， 回 想 涌 数 
T.=p,° T:.R"—R 
称 为 映射 T:R" 一 R” 的 第 个 分 重 函 数 及 对 有 中 所 有 的 并， 
T(x) = (Ti(z) ,eT (x)). 
今生 15.4 映射 T:R" 一 民 " 是 线性 映射 当 且 仅 当 它 的 分 量 函 数 是 线性 映射 
证 明 对 R" 中 每 一 对 点 4 及 2 与 每 一 对 数 a 及 BB， 由 只 ”中 相等 的 定义 ， 


T(au + Br) = aT(u) + BT(y) (15.3) 
当 且 仅 当 对 每 个 下 标 i 愉 1 <i<m)， 
p(T(au + Br)) = p.(aT(u) + BT(r)). (15.4) 


注意 到 分 量 射 影 哨 数 是 线性 的 ， 因 此 对 每 个 下 标 i(1l<i<m)， 
pi(aT(u) +BT(v)) = ap,(T(u)) + Bp,(T(Yr)). 
于 是 等 式 (15.3) 成 立 当 且 仪 当 对 每 个 下 标 i 认 1 <i<m)， 
T (au +Br) = aT(u) + BT,(r). (15.5) 
(15.3) 与 (15.5) 的 等 价 正 是 命题 的 证 明 所 需要 的 结果 . | 
例 15.5 映射 了 :R 一 RR 可 以 写成 
T(x,y) = (g(x,7) ,h(x,y)), (xy) E R. 
其 中 g:R 一 及 及 ji:R 一 及 是 分 量 函数 ， 命 题 15. 4 蕴涵 映射 了 :R 一 R 是 线性 的 当 且 仅 当 函 
数 g:R* 一 RR 与 4:R* 一 R 是 线性 的 ， 由 命题 15.2 中 所 建立 的 线性 函数 的 特性 可 得 ,7:R: ->、R 
是 线性 的 当 且 仅 当 存在 数 a。,， 6&6, c 及 d， 使 得 
T(x,y) = (ax + by,cx + dy), {x,7) Ee R:. | 
设 m 与 nn 是 正 整 数 ， 回想 所 谓 mm xn 和 矩阵 是 指出 亚 行 与 列 实数 组 成 的 拖 形 阵列 ， 如 果 这 
样 的 mxzm 和 抢 阵 用 4 表示， 可 写成 
= [al]， 
其 中 对 每 一 对 下 标 i(1<i<m) 及 j(1<j<n)，a, 表 示 在 答 阵 4 的 第 i 行 与 第 j 列 的 数 ， 称 a 为 
矩阵 的 第 详 个 元 素 ， 有 时 为 方便 起 见 ， 用 (4 ), 表 示 ， 
定义 对 于 xp 和 矩阵 4=[ai] 及 有 "中 的 点 YY， 用 符号 Ax 表示 有 ”中 这 样 的 点 : 对 于 每 个 下 
标 i(1 <<i<m)， 该 点 第 i 个 分 量 等 于 A 和 的 第 i 行 与 区 的 内 积 ， 从 而 
及 三 


其 中 对 每 个 下 标 i(1<i<m)， 


矩阵 与 线性 映射 之 间 的 基本 对 应 由 下 面 的 定理 所 描述 . 


[396| 
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定理 15.6 对 于 mxn 经 隆 和 A， 定义 映射 T.R 一 中 如下: 
对 R" 中 所 有 Xx， T(x) = Ax. (15.6) 
那么 映射 了; 及 "一 民 ” 是 线性 映射 ， 而 且 对 每 个 线性 映射 T:R" 一 R”， 友 在 唯一 的 mxn 引 阵 
A =[a,]， 使 得 T:R" 一 R” 由 (15.6) 所 定义 .对 每 对 下 标 i(1<i<m) 及 j(1<j<n)， 矩阵 和 的 
第 上 个 元 素 由 如 下 公式 所 确定 ; 
a, = (T(e,),e,). (15.7) 
证 了 明 ”由 于 映射 是 线性 映射 当 且 仪 当 它 的 分 量 薄 数 是 线性 映射， 为 验证 公式 (15.6) 定 义 
了 一 个 线性 上 映射， 必须 要 证 明 对 每 个 下 标 以 1<<i<m) ， 分 量 申 数 p,oT:;R*" 一 RR 是 线性 的 ， 供 正 
是 根据 hx 的 定义 ， 对 R" 中 所 有 的 x， 
(pi° T)(x) = (A,,x), 
其 中 4, 是 4 的 第 i 行 ， 所 以 由 命题 15.2 得 ， 每 个 分 量 上 项 数 是 线性 的 ， 
现 设 T;:R" 一 KR” 是 任意 的 线性 映射 ， 则 每 个 分 量 孙 数 是 线性 的 .于 是 根据 命题 15.2， 对 
每 个 下 标 i(1<<i<m) ， 可 在 及 " 中 选 点 4;， 使 得 第 i 个 分 量 随 数 定义 如 下 : 
对 RR" 中 所 有 x， (ps。 T)(x) = (A,,x). (15.8) 
定义 A 是 mxn 和 矩阵， 其 第 i 行为 4;,， 则 (15.8) 与 (15.6) 等 价 . 
注意 ， 如 果 4 = [a,]， 则 对 每 对 下 标 i(1<i<m) 与 j(1<j<n)，4 的 第 立 个 元 素 是 第 1 行 
的 第 /了 个 分 最 ， 即 a, = (4,，e,;， 于 是 在 (15.8) 中 置 x=e， 有 
2 = (A,,e,) = (p;° T)(e,) = (T(e,),e,) . | 
定义 ”对 线性 映射 T;R" 一 及 ”， 满 足 
T(x) = Ax, xeR 
的 mxn 矩阵 殷 称 为 与 映射 T:R" 一 及 ”相伴 的 矩阵 . 
例 15.7 假设 映射 了 : R 一 R 是 线性 映射 且 
7(1,0) =(-4,1/2,1) 及 了 7(0,1) = (0,6,10). 
由 公式 (15.7) 得 ,与 此 映射 相伴 的 3 x2 短 阵 是 由 


-4 0 
-| | 
1 10 


给 出 的 矩阵 4， 从 而 由 公式 (15.6) 可 知 ， 对 BR- 中 所 有 (x，y)， 
T(x,Y) = (- 4x,x/2 + 67,x + l0y). 国 
例 15.8 定义 映射 了 : R 一 R 如 下 |; 
对 及 中 所 有 (xy,z)，。， T(x,yY,z2) = (x,z). 
这 个 映射 是 线性 的 县 与 它 相 伴 的 2x3 短 阵 4 定义 如 下 : 


4 - | 0 "| 国 
0 0 1 
例 15.9 对 于 数 9， 定 义 2x2 短 阵 A 如 下 : 
A = [0 一 | 
~ sing cosg 
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设 了 :只 -有 是 与 给 阵 4 相伴 的 线性 映射 ， 这 个 线性 映射 把 平面 上 的 点 绕 原点 逆向 旋转 6 弧度 
(如 图 15.1 所 示 ). 这 是 因为 如 果 平 面 R 上 的 点 (x，y) 写 成 极 谷 标 (rcos$，rsing)， 运 用 正弦 
及 余弦 的 加 法 性 质 经 直接 计算 表明 ， 它 的 象 T(x，y) 是 点 (rcos{8 + 四)，rsin(9 + 由) ). 


图 15. 1 绕 原 点 旋转 9 弧度 加 


例 15. 10 ”在 平面 了 中 ， 考 虑 直线 2 = |(x*，7y) ER 17y=xzl， 对 平面 R 中 的 点 (x，y)， 定 
义 T(x,Y) 是 直线 《 上 离 (x，y) 最 近 的 点 ， 如 图 15. 2 所 示 .， 这 就 定义 了 映射 了 : 吧 一 R?, 它 是 线 
性 映射 ， 因 为 从 内 积 的 几何 意义 我 们 有 下 列 公 式 : 设 (x，yo) = (1/Y2，1/Y2)， 于 是 (x。，Yyo) 是 
在 《上 长 度 为 1 的 点 ， 由 简单 的 三 角 法 运用 命题 10. 3 论证 可 得 ， 对 R* 中 所 有 (zx，y ) ， 

T(x,y) = ((x,y), (xo ,yo0)) (xo ,Yo) 


-1 
了 


图 15.2 在 角 平 分 线 上 最 接近 的 点 国 


对 两 个 线性 映射 了 :R 一 R 与 S:R 一 RR” 以 及 两 个 数 a 与 8， 定 义 上 映射 aT + BS:R" 一 下" 
如 下 : 
对 R" 中 所 有 x， (aT +BS)(x) = aT(x) + BS(x). 
这 样 的 映射 称 为 映射 T 和 5 的 线性 组 合 . 立即 可 得 线性 映射 的 线性 组 合 仍 是 线性 映射 . 


定义 对 两 个 证 xpm 矩阵 入 与 如 及 两 个 教 w 与 B， 撼 阵 ah +BB 是 mxp 给 阵 ， 它 的 第 也 
个 元 素 (a4 +BB), 定 义 如 下 : 
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(a4 +B8B), = aa, + Bb,. 
矩阵 的 线性 组 合 的 这 个 定义 是 这 样 构造 的 : 与 两 个 线性 映射 T 及 5 的 线性 组 合 相伴 的 矩阵 
是 分 别 与 7 及 S 相伴 的 矩阵 同样 的 线性 组 合 .。 我 们 把 这 一 点 完整 阐述 为 如 下 命题 ， 其 证 明 可 由 
射影 函数 的 线性 性 质 及 公式 (15.8) 直接 推 出 . 
命题 15. 11 假定 线性 映射 T:R" 一 及 "与 mxn 扼 阵 A 相伴 ， 线 性 映射 S:R 一 R 与 mxn 
和 托 阵 如 相伴， 那么 对 任意 一 对 数 a 与 B， 线 性 映射 qT+ BS:R "一 RR 与 m xn 引 阵 ah +BB 相伴 . 
某 些 线性 岗 射 可 以 复合 .特别 地 ， 给 定 线 性 映射 T;R" 一 R" 及 线性 映射 S$.R” 一 R', 则 复 
合 映射 S$。T:R" 一 R 定义 如 下 : 对 R"” 中 所 有 的 *， 
(S° T)(x) = S(T(x)). 
不 难 验 证 复合 映射 仍然 是 线性 映射 . 
定义 对 正 整 数 m,， 由 及 天 设 4=[ei]j 是 到 xz 和 给 阵 , 召 =[b 是 大 xm 矩阵 那么 积 矩 
阵 BA 定义 为 上 xpP 给 阵 ， 其 第 了 个 元 素 (B4) 定义 为 : 


(BA)., = V bua, : (15.9) 


公式 (15.9) 断 定 B4 的 第 立 个 元 率 是 B 的 第 1 行 与 4 的 第 j 列 的 内 积 ， 甜 阵 积 是 这 样 定 义 
的 : 与 线性 映射 的 复合 映射 相伴 的 和 矩阵 乃 是 与 构成 复合 的 映射 相伴 的 和 矩阵 的 来 积 ， 我 们 把 这 一 
点 完整 阐述 为 如 下 命题 ， 其 证 明 仍 是 由 射影 的 线性 性 质 及 公式 (15.8) 推 出 . 

命题 15. 12 对 自然 数 n,，m 及 上 ， 假 定 线 性 映射 T;:R" 一 R" 与 mxn 答 阵 4 相伴， 线性 映 
射 $S.R"” 一 及 与 大 xm 和 姑 阵 有 相伴， 那么 复合 映射 S。 了 :了 一 民 与 xn 积 矩 阵 BA 相伴 . 

推论 15.13 对 自然 数 n,，m, 上 及 1， 设 久 是 mxn 知 阵 ， 日 是 kxm 矩阵 ,CC 是 !Vx 大 矩 
阵 ， 则 

C(BA) = (CB)A. (15.10) 

证 阴 ” 设 线性 映射 T:R" 一 R" 与 m xn 矩阵 4 相伴， 线性 映射 8S:R 一 及 与 上 xm 和 矩阵 也 
相伴 ， 线 性 映射 :RR' 一 R' 与 f xk 和 矩阵 C 相伴 .命题 15. 12 蕴涵 映射 S$。T;R" 一 R 与 矩阵 BA 
相伴 ， 映 射 工 。(S。7) :R" 一 RR' 与 算 阵 C(BA) 相 伴 ， 类 似 地 ， 映 射 (LL。5)。T:R" 一 R' 与 矩 
阵 (CB)A 相伴 .但 对 R” 中 每 个 点 

((L°- S$S)° T)(x) = L(S(T(x))) = (Lo (S$°。 T))(x), 

这 表明 映射 (L。5S)。T:R" 一 R' 与 L。(S$S。T):;R" 一 R' 是 相等 的 ， 于 是 它们 的 相伴 矩阵 是 相 
等 的 ， 即 公式 (15. 10) 成 立 . | 

公式 (15. 10 ) 中 所 陈述 的 矩阵 乘法 的 性 质 称 为 矩阵 乘法 的 结合 性 质 (associative property )， 
对 两 个 和 矩阵 A 和 B， 积 矩阵 BA 仅 当 B 中 的 列 数 等 于 4 中 的 行 数 时 才 有 和 定义， 于 是 当 BA 有 定 
义 时 AB 未必 有 定义 ， 此 外 ， 当 n=m==k 时 ，B4 与 48 理所当然 地 定义 为 n xn 智 阵 ， 一 般 来 
说 ，4B = BA 不 成 立 ， 在 代数 语言 中 ， 这 意味 着 矩阵 乘法 不 是 可 交换 的 . 

例 15.14 和 定义 2x2 和 窍 阵 4 与 如 如 下 : 
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0 ] 2 3 
4B = [| |; 而 54 = | ， ,| 国 
回想 给 定 任意 两 个 集合 4 与 8 及 映射 让 .4 一 8, 这 个 映射 的 象 用 (4) 表示 ， 由 8B 中 所 有 
这 样 的 点 5 组 成 的 子 集 定义 :; 对 于 8 中 的 点 &， 存 在 4 中 的 点 a， 使 得 b=F(a).， 此 映射 称 为 
一 对 一 (one to one) 的 ， 如 果 对 F(A4A) 中 每 一 点 8， 在 4 中 人 恰 有 一 个 点 a， 使 得 f(a) =5， 此 外 ， 
映射 :4 -> 8 称 为 映 上 (onto) 的 ,如果 (A) 等 于 B， 最 后 ,映射 :4 一 下 称 为 可 递 的 
(invertible) ， 如 果 它 既是 一 对 一 的 又 是 映 上 的 ， 给 定 --- 个 可 北上 映射 .4 -> 8 ， 对 8 中 每 个 总 5， 
定义 F"'(b) 是 4 中 唯一 使 得 Re) = 的 点 a， 这 就 定义 了 映射 :8B 一: 4 ， 称 为 映射 .4 一 8B 
的 逆 映 射 (inverse mapping ). 
可 逆 线 性 映射 T:R" 一 R"” 有 逆 上 映射 ， 并 且 也 是 线性 上 映射， 为 验证 这 一 点 ， 必 须要 证 明 对 RR" 
中 每 一 对 点 w 和 v 和 每 一 对 数 a 和 有， 
T (au +Br) =aT (uu) +BT (vv). 
根据 道 映射 的 定义 ， 上 式 意味 着 
T(aT™ (wu) + BT (v)) = Qu + By. 
然而 ， 最 后 这 个 不 等 式 可 由 映射 了 :R' 一 R" 的 线性 性 质 及 逆 映 射 的 定义 推出 . 
在 R" 上 的 恤 等 映射 (identity mapping， 用 Id:R" 一 R" 表示 ) 是 把 每 一 点 映射 到 它 自身 的 映 
射 ， 即 对 R" 中 所 有 的 点 x*，1d(x) = 一 x， 与 恒 等 映 射 相伴 的 mx 和 矩阵 是 对 角 线 上 为 虐 其 余 位 置 
为 0 的 和 矩阵 ,用 六 表示 ， 并 称 为 单位 给 阵 (identity matrix ). 
正如 映射 和 有 可逆 性 概念 一 样 ，n xn 窒 阵 也 有 可 逆 性 概念 . 
定义 nxn 矩阵 及 称 为 可 逆 的 ， 如 果 存 在 可 送 矩 阵 如 县 有 性 质 
AB=I 及 BA = 了 . 
只 有 一 个 什 阵 B 具有 上 述 性 质 (见习 题 11)， 用 4 - 表示， 并 称 为 短 阵 4 的 逆 矩 阵 (inverse matrix ). 
在 线性 映射 的 可 逆 性 和 与 它 相伴 的 矩阵 的 可 逆 性 之 间 有 下 列 重 要 的 等 价 性 . 
定理 15. 15 对 于 与 nxn 和 矩阵 和 相伴 的 线性 映射 了 :R 一 R 来 说 ， 下 面 两 个 断言 是 等 价 的 : 
(i 映射 T;R" 一 R" 是 可 六 映射 . 
(ii) 算 阵 和 是 可 逆 和 矩阵 , 
证 阴 首先， 假定 映射 T:R" 一 R" 是 可 逆 上 映射 ， 道 映射 了 :了 R 一 及 也 是 线性 映射 ， 设 逆 
映射 了 :R' 一 R" 与 xn 矩阵 台 相 伴 . 
恒 等 映射 Id;R" 一 R" 与 单位 矩阵 1 相伴 ， 而 与 两 个 映射 的 复合 相伴 的 矩阵 是 与 构成 复合 
的 映射 相伴 的 和 矩阵 的 积 ， 于 是 由 
7T。7- = 1d:R" 一 R 及 ToT= 1d4.R" 一 R*， 
可 推 得 
4 = 及 B4 = 了， 
所 以 矩阵 4 是 可 逆 的 ， 并 且 它 的 道 和 矩阵 是 8B. 
为 证 明和 矩阵 4 的 可 逆 性 蕴涵 映射 T: R* 一 R" 的 可 逆 性 ， 假 定 矩 阵 4 是 可 逆 的 ， 定 义 
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S:R 一 R" 是 与 怎 阵 4 ”相伴 的 线性 喘 射 ， 而 与 复合 映射 S 了 :R" 一 R" 相伴 揭 矩 阵 是 4 4 = 
1,， 这 意味 着 对 R" 中 所 有 的 zx， 

(S$°oT)(x) =1x =X. 
即 对 RR 中 所 有 的 


SCT(X)) = X. (15.11) 
类 似 地 ， 由 于 44 ”=I,， 因 此 对 R"” 中 所 有 的 x， 
T(S(x)) = x. (15.12) 


恒等式 (15. 11) 及 (15. 12) 蕴 洱 了 映射 T;R" 一 RR” 是 可 逆 的 (见习 题 12) 及 化 的 逆 是 S$S:R" 一 R*、 图 

虽然 定理 15. 15 断定 了 从 R" 一 R" 的 线性 映射 的 可 逆 性 各 它 的 相伴 的 mxnm 和 矩阵 的 可 逆 性 之 
间 等 价 ， 但 是 它 没 有 给 出 如 何 确定 这 样 的 一 个 映射 实际 上 是 可 逆 的 .对 每 个 mn xz 矩阵 4， 秆 
义 有 -个 数 det 4， 称 为 4 的 行列 式 (determinant)， 行 列 式 在 代数 、 儿 何 太 分 析 中 起 着 重要 作 
用 .其 性 质 之 一 是 nxn 和 矩阵 是 可 逆 的 当 且 仅 当 它 的 行列 式 是 非 零 数 . 

对 nxn 和 矩阵 4 和 一 对 下 标 i 和 jj， 其 中 1<i<n 及 1<j<n，A 的 第 上 个 子 式 (minor， 用 AA* 
表示 ) 是 用 从 短 阵 4 中 去 掉 第 i 行 及 第 j 列 所 得 到 的 (n -1) xna-1l) 和 矩阵 . 

1 xi 符 阵 的 行列 式 就 是 它 单 个 元 素 的 值 ， 假 定 上 是 正 整 数 且 对 所 有 的 大 x 大 和 矩阵， 行列 式 
已 定义 、 则 寿 4 是 (k+1) x (k+1) 答 阵 ，4 的 行列 式 定 义 如 下 : 


det A 三 5 (- Drvaudethy (15.13) 
由 数学 归纳 法 原理 ， 对 所 有 的 方 阵 ， 行 列 式 都 已 定义 . 
例 15.16 对 2x2 乞 阵 4=la,j,， 4 的 行列 却 由 下 式 给 出 : 
det A=adetA" -a,det A 
= CC2 ~ dG 国 
例 15.17 对 3x3 矩阵 4 =[a,]，A4 的 行列 式 由 下 式 给 出 : 
det A= adet4…” -a.det A” +a,det A™ 
G2 Qs dl 23 Gy G72 
= mdel| ,| 一 aodel| ,| + de 。 ,| 
= Ql 20 一 Gnd32 | ~ Qu[aa3 - QQ ] + anl aa ”Ca2C&3l ]. 加 
对 于 一 般 的 nxn 矩阵 的 行列 式 ， 这 里 我 们 不 作 详细 讨论 ， 附 录 B 中 包括 了 关于 3 x3 矩阵 
403] ”的 行列 式 及 R’ 中 两 个 向 量 的 向 量 积 与 内 积 的 讨论 以 及 体积 的 计算 ®. 
定理 15. 18( 克 莱 姆 法 则 (Cramers Rule)) m xn 和 给 阵 4 是 可 过 的 当 且 仅 当 det 和 对 0， 此 外 ， 
如 果 det 和 A4 关 0， 则 存在 下 列 的 逆 趣 阵 公 式 : 


-1l 四 l i*) i 
(4 ), = J A 1 ) “det A’” ). 
电线 性 代数 初等 部 分 可 参 风 David C. Lay 的 《Linear Aigebra and lts Applications》( Boston : Addison Wesley，2002)， 高 级 


部 分 可 参见 Peter D. Lax 的 《Linear Algebra}( New York ，John Wiley，1996)， 特 别 地 ， 定 理 15. 18 的 证 明 可 从 Lax 的 
书 中 找到 ， 而 3 x3 的 情况 在 附录 B 中 有 证 明 . 
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例 15. 19 对 2x2 矩 阵 4=| ,| 克 莱 姆 法 则 将 泣 了 如 呆 


则 和 矩阵 4 有 由 下 式 给 出 的 道 矩 阵 4 ” : 
-1 1 222 一 Co 
′ ry ,| 
在 此 情形 下 ， 直 接 的 矩阵 老 法 将 表明 这 一 公式 实际 上 定义 了 逆 和 抢 阵 , 国 


克 莱 姆 法 则 连同 映射 的 可 逆 性 和 它 的 相伴 矩阵 可 逆 性 之 间 的 等 价 性 给 出 了 下 列 的 推论 . 
推论 15. 20 ”对 于 与 mxn 玫 阵 4 相伴 的 线性 映射 了 :R" 一 R 来 说 ， 下 面 的 三 个 断言 是 等 价 的 : 
(i)det 4 天 0. 

(ii) 托 阵 4 是 可 逆 德 阵 ， 

(iji) 映 射 T:R" 一 开 " 是 可 逆 映 射 . 

一 般 的 连续 映射 下 :R" 一 R" 可 以 是 一 对 一 的 而 无 须 是 映 上 的 ， 也 可 以 是 映 上 的 而 无 须 是 一 对 
一 的 . 然而， 线性 映射 了 :R" 一 R" 是 一 对 一 的 当 且 仅 当 它 是 映 上 的 ， 对 n=3 的 证 明 可 见 附录 B. 
相同 维 数 的 欧 儿 里 得 空间 之 间 线 性 映射 的 这 一 性 质 是 证 明 下 述 定理 (ii) 旬 渔 (i) 所 必须 的 . 

定理 1S$.21 对 nxn 矩 阵 和 A， 下 列 的 两 个 断言 是 等 价 的 : 

( 认 短 阵 4 是 可 逆 的 . 

(ii) 存 在 正 数 c， 使 得 对 及 " 中 所 有 点 所， 

上 AhI cllh. 
证 了 明 ”首先 假设 矩阵 4 是 可 逆 的 ， 则 对 R" 中 每 个 点 将， 
h=A'(Ah), 
于 是 根据 广义 的 柯 西 - 施 瓦 区 不 等 式 ， 
hal = ACAR)Y < 4 直下 4 下 
于 是 (i 让) 成立， 其 中 c=1/44 1. z 

反之 ， 假 定 (ii) 成 立 ， 则 对 R" 中 的 点 h， 如 果 4h =0， 则 及 =0， 令 T:R" 一 R 是 与 矩阵 4 相 
伴 的 线性 映射 。 由 于 对 R" 中 两 点 & 和 v，T(w -v) =T(w) -T(v)， 置 入 =w -vy， 可见 着 T(w) = 
T(v)， 则 u =v， 即 线性 映射 是 一 对 一 的 .根据 在 定理 前 面 的 评述 可 知 ， 线 性 映射 7 了:R 一 R" 
是 可 逆 的 ， 于 是 和 矩阵 4 也 是 可 逆 的 . 图 

对 每 个 n xn 矩阵 4， 相 应 有 另 一 个 n xn 和 矩阵， 称 为 转 置 答 阵 (transpose matrix)， 其 性 质 
与 4 的 性 质 密切 相关 ， 定 义 如 下 . 

定义 ”对 每 个 nxn 郑 阵 丸 =[a,]， 转 置 乱 阵 A 定义 为 如 下 的 nxn 纶 阵 : 对 下 标 守 与 六 
其 中 1<i<n 及 1<js<n， 它 的 第 了 个 元 素 等 于 ai 

例 15.22 对 3x3 符 阵 ， 转 置 矩 阵 的 定义 意味 痢 


T 
Gl Li 013 
di 2 G9 一 
dy U2 
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对 任意 mxpn 和 矩阵 4，det4=det4 .在 nm=2 及 nmn=3 情 形 下 ， 可 用 直接 的 计算 加 以 证 明 . 
运用 推论 15. 20 及 知 阵 的 行列 式 与 它 的 转 置 矩阵 的 行列 式 相 等 可 得 下 列 重 要 的 定理 . 
定理 15.23 站 xz 天 阵 是 可 北 矩 阵 当 且 仅 当 它 的 转 置 德 阵 是 可 逆 矩 阵 . 


习题 


1. 下 列 映 射 F;R? 一 R 中 哪 一 个 是 线性 有 映射 ” 
a. F(x, y) =(-y, e), (x, y)eR. 
b. F(x, y) = (x-y, 27), (x, 7y)eR:. 
€. F(x, 7) =]17(x, y), (x, y}eR’. 
2. 定义 
T(x,y) = (x +y,x -7), (x,y) ER 
a， 直接 证 明 : 映射 T:R* 一 及 是 一 对 一 的 和 喘 上 的 . 
b. 用 推论 15. 20 证 明 ; 映射 了 :R 一双 是 一 对 一 的 和 映 上 的 . 
3. 定义 
T(x,y,2) = (x +2,2x -dy +3z,y +6r), (x,y,z) E 有 
证 明 ; 映射 T: R—R 是 豆 逆 的 . 
4. 证 明 : 不 存在 具有 如 下 特性 的 线性 映射 7:R- 一 RR: 
了 (1,1) = (4,0), T(~2,-2) = (0,1)., 
5. 求 具有 如 下 性 质 的 线性 变换 了 : R 一 R : 
7T(1,1,1) = (0,2.0)， 了 (1,1, -1) = (1,2,0), T(2,0,0) = (1,1,1). 
(提示 : 对 i=1,，2,，3， 运 用 线性 性 质 定 出 T(e.).) 
6. 对 平面 R* 中 的 点 (x，yY) ， 定 义 T(x,y) 是 直线 =1(x, yY)eR 17y=2xzi 上 离 (*，7) 最 近 的 点 . 证 明 : 映 
射 了 :R 一 R 是 线性 映射 ， 并 求 出 与 这 个 映射 幅 伴 的 2x2 年 阵 . 
7. 对 R 中 的 点 (x*，y，z) ， 定 义 T(x，y，z) 是 在 平面 P=1(x, y, z)eR |x+y+z=0} 上 离 {(x,y, z) 最 近 的 
点 . 证 明 ; 映射 TR’* 一 R 是 线性 映射 ， 并 求 出 与 这 个 映射 相伴 的 3 x3 和 矩 阵 . 


1 0 
8. 定义 A= | 。 | 求 所 有 具有 如 下 性 质 的 2 x2 和 矩阵 8， 


AB = B84. 
9. 对 于 数 68， 定义 2 x2 旋转 矩阵 A。 如下: 


cos@ - ain8 
4 | | 
sing coOsg 


通过 前 接 计算 短 阵 的 加 积 证 明 : 对 任意 8 与 和， 有 
A 有 = 及， 
这 样 ， 两 个 旋转 矩阵 的 乘积 仍 是 旋转 年 阵 ， 运用 命题 15. 12 说 明 为 什么 这 一 梯 积 公式 正 是 我 们 所 期 望 的 . 
10. 求 与 下 述 矣 射 相伴 的 2x2 短 阵 ， 该 映射 把 平面 上 的 点 绕 着 原点 沿 反 时 针 方 向 旋转 90°. 
11. 设 4 是 上 xn 矩阵， 且 假 定 如 与 中 是 两 个 有 如 下 性 质 的 上 xza 矩 阵 : 
AB = 了 = 8B8'A. 
通过 如 下 验证 证 明 B=8B'. 
B=1B8= (B84)B= B'(AB) = BI =B.. 
12, 假定 映射 T;R" 一 及 具有 如 下 性 质 ， 存在 另 一 个 上 映射 S:R 一 R", 使 得 对 R" 中 所 有 x， 
T(S(x)) = S(T(x)) = x. 
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证 明 : T:R" 一 R* 是 可 逆 的 且 它 的 逆 是 观 射 S:R" 一 R". 
13. 设 4 是 nxn 和 矩阵 ， 证 阴 ， 对 每 一 对 下 标 i1 < 让 及 j(j 和 <n)， 
(Aei,e) = (e,,A'e). 
运用 这 一 公式 及 内 积 的 线性 性 质证 明 : 对 R* 中 任意 两 点 下 及 ，， 
(AWv) = (u,A' vy). 


15.2 导数 和 矩阵 各 微分 


本 节 将 考虑 欧 几 里 得 空间 之 间 的 非 线性 有 映 射 以 及 用 线性 映射 这 些 映 射 通 近 的 方法 ， 下 面 的 
定义 给 出 我 们 将 要 考虑 的 映射 的 种 类 . 

定义 ” 设 O 〇 是 R" 的 开 子 全 ， 并 考虑 用 分 量 函数 下 = (Fi ，…， 扩 ,) 所 描述 的 映射 下 :一 RR". 

(i) 映 射 下 :一 R" 称 为 在 中 中 点 x 处 有 一 阶 偏 导 数 ， 如 果 对 每 个 下 标 i(1<<i<m)， 分 重 对 
数 F:O 〇 一 民 在 x 处 有 一 阶 偏 导数 ， 

(ii) 映射 下 :OO-~， RR” 称 为 有 一 阶 偏 导 数 ， 如 果 它 在 口中 每 一 点 有 一 阶 偏 平 数 . 

(iii) 映 射 正 :OO 一 玉 ” 称 为 连续 可 微 的 ， 如 果 每 个 分 重 函 数 是 连续 可 微 的 . 

例 15.24 定义 映射 下:R 一 如下; 

对 R 中 所 有 的 (x,y)， F(x,y) = (x +e” ,sin(xy),y +1). 


那么 下 :R” 一 R” 是 连续 可 微 的 ， 因 为 它 的 三 个 分 量 孙 数 的 每 一 个 都 是 连续 可 微 的 . 国 
命题 15. 25 设 〇 是 R" 的 开 了 于 集 ， 并 假定 峡 射 :OR" 是 连续 可 微 的 ， 则 映射 FF:O 〇 一 RR” 
是 连续 的 . 


证 明 根据 定义 ,映射 :OO 一 R” 的 每 一 个 分 晤 孙 数 是 连续 可 微 的 .从 定理 13. 20 可 得 ， 
每 个 分 量 晒 数 是 连续 的 . 因此 ， 由 按 分 量 连 续 定 理 (定理 11.9) 可 推出 ,映射 FF:O 一 R" 本 身 是 
连续 的 . 国 

定义 ” 设 中 是 R" 的 开 子 集 ， 并 假定 下 :OO 一 R” 在 口中 志 x 处 有 一 阶 偏 导 数 ， 则 天: 加 一 R" 
在 x 处 的 导数 矩阵 定义 为 mxn 矩阵 DF(x)， 它 是 这 样 的 埠 阵 ; 对 每 个 下 标 i(1<i<m)，, 它 
的 第 i 行 等 于 VF,(x). 于 是 这 个 导数 答 阵 的 第 要 个 元 束 由 如 下 公式 给 出 ， 


下 
(DF(x)), = (x). 


例 15.26 如 果 映 射 F:R* 一 R 有 一 阶 偏 导数 ， 其 分 量 表示 为 : 
F(x,y) = (u(x,7) ,v(x,7)), (x,y) € 有 
那么 在 点 (xe，yo) 处 的 寻 数 矩阵 是 
DF(x..y.) = Qu/AxX(Xo Yo) DUOy(xo yyo) 四 
Ov/AOxX(XxosY0) HV/OY( Xo ,Yo) 
例 15.27 假定 函数 /;:R* 一 R 有 一 阶 人 篇 导数 ， 则 在 R* 中 点 (zx ，7) 处 ， 导 数 矩 阵 是 
VA(xo,yo) = [af/ Bx(xo ,Yo) ,3f/ay(xo ,Yo) ]， 
它 是 对 应 于 梯度 问 量 的 1 x2 短 阵 . 图 
例 15.28 假定 映射 F.R 一 R 有 一 阶 偏 导 数 ， 其 分 量 表 示 为 
F(t) = 《x(t),y(r) zt )，E 妥 ， 
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则 在 及 中 点 pm 处， 导数 和 矩 阵 是 如 下 给 出 的 3x1 和 矩阵: 
x'{t,) 
ve)| 如 
z'(t,) 
定理 15. 29 (一般 映射 的 中 信 定 理 ) 设 是 R 的 开 子 集 ， 并 假定 映射 下 ;中 一 R” 是 连续 可 
微 的 .假设 点 区 与 点 T+ 义 在 中 中 且 连 接 这 两 点 的 段 也 位 于 个 中 ， 则 在 开 区 闻 (0，1) 中 存在 数 


9,，09,，…，9.， 使 得 对 1 <i<m， z 
F(x+h) -F(x) = (VE(x + 0.h),h), (15. 14) 


” DF(t) = 


即 
F(x +h) - F(x) = 4， (15.15) 
这 里 A 是 mxXn 答 阵 ， 它 的 第 i 行 是 VF,(x+0.h). 
证 明 只 要 把 实 值 郴 数 的 中 值 定 理 用 到 每 个 连续 可 微 的 分 量 果 效 上 便 可 得 到 公式 (15. 14). 
而 公式 (15. 15 ) 只 是 以 抢 阵 符号 改写 公式 (15. 14). 加 
自然 要 问 的 一 个 问题 是 在 (15.14) 中 能 不 能 选择 所 有 的 6, 是 相等 的 .在 这 样 的 情况 下 ， 
(15. 15 ) 将 变 为 
F(x +h) - F(x) = DF(x + Oh)h, (15. 16) 
这 是 实 值 陶 数 中 值 定理 从 符号 到 符号 的 推广 然而， 公式 (15. 16) 并 不 成 立 . 一般 地 ， 在 区 间 
(0，1) 中 不 存在 一 个 数 89， 使 得 (15. 16) 成 立 ， 下面 的 例子 表明 会 出 现 怎样 的 情况 . 
例 15.30 ”定义 映射 F;:R* 一 R* 如 下 :; 
F(x,y) = (x ,yy ), (x,y) eR. 
对 (*，y) eR ， 置 多 (xz，7y) =x 及 中 (x,，7Y) =yY， 取 点 x 是 原点 (0, 0), h 是 点 (1，1)， 上 述 
中 值 定理 的 推广 蕴涵 了 在 区 间 (0，1) 中 存在 数 9, 及 0, ， 使 得 
p11) ~ 0,0) = (Vu(0,.,0),(1,1)), 
由 (1,1) - $(0,0) = (v9@(0,,0,),(1,1)). (15. 17) 
但 Vy(x, y) = (2x, 0) 及 Vo(x, 7) =(0,， 37) ，(*，7) ER ， 于 是 代 人 (15.17) 可 知 ， 
1] =20 及 1= 30;， 
即 60, =1/2，0; =V1/3， 因 此 肯定 找 不 到 0, = 9, 使 (15. 16) 式 成 立 . | 
回想 对 标量 值 联 数 的 一 阶 到 近 定 理 ， 它 断言 如 果 是 R" 的 开 子 集 ， 函 数 f: 〇 一 R 是 连续 可 
微 的 ， 则 在 个 中 每 一 点 六 处 ， 


oo Ax +h) - [CR) + (VR) ,A)] _ 0 
st La | 


下 面 的 定理 给 出 这 个 结果 到 一 般 上 映射 的 推广 . 
定理 15. 31( 对 于 上 映射 的 一 阶 通 近 定 理 ) 设 吕 是 RR" 的 包含 点 x 的 开 子 集 ， 且 假定 映射 
下 ,已 一 有 ”是 连续 可 微 的 , 则 


(13. 18 ) 


1 F(x +h) - [F(x) + DF(x)A] | 
9 [| 


= 0. (1S. 19 ) 
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证 明 由 于 OO 是 开 集 ， 可 选取 正 数 r, 使 得 开 球 B,(x) 包 含 在 OQ 中 ， 对 R” 中 满足 
上 hi <r 的 点 及 ， 定 义 
R(hkh) = F(x +8) - [F(x) + DF(x)h]. 


必须 证 明 
lim 四 | -0 (15. 20) 
但 如 果 把 映射 FF 和民 分 别 表示 为 =(F，…， FF ) 和 民 R=(R,，…，R.)， 则 显然 ， 对 每 个 下 


标 i(1 i<m),， 
Rh) = 天 (YE + 页) — F(x) + VECX) RR)], hI < r 
由 于 亚 数 下 :OO 一 及 ”是 连续 可 微 的 ， 对 实 值 函 数 的 一 阶 有 逼近 和 定理 欧 诅 了 


Rh) 
hn 
由 于 对 0 < 4141 < r= ( 甩 [ 和 |] ) ,因此 可 推 得 (15.20) 成 立国 


对 画 数 户 1 一 R ,其 中 1 为 开 区 间 ， 在 1 中 点 x 处， 如 果 存 在 数 a， 使 得 
mfx + h) ~ [f(x) + ok] _ 0 
hb 是 


如 果 h0 且 x*+h 在 1 中 ， 则 由 于 
f(x +h) ~ [f(x) +ah] _ f(x +h) -f(x) _, 
h kh 


和 


因此 可 得 f:1 一 * R 在 x 处 是 可 微 的 且 f/'(x) =a， 这 一 性 质 推广 到 映射 有 如 下 定理 . 
定理 15.32 设 O 〇 是 民 " 的 包含 点 x 的 开 子 集 并 考 谍 映射 局 :中 一 R” ,假定 4 是 具有 如 下 性 


质 的 m xn 从 阵 : 
lim F(x+h) ee + Ah | _0 (15.21) 
则 映射 下 ;中 一 R” 在 点 x 处 有 一 阶 篇 导数 且 
A = DF(x). 


证 明 将 映射 :OO-，R" 用 分 量 函 数 表示 为 = (F，…，F.) 且 置 a, = (4),. 必须 证 明 对 
每 对 下 标 i(1<i<m) 及 j(] <j<n)， 
oF. 
dx) 
对 每 个 下 标 i(1<i<m) ， 定 义 4, 是 矩阵 4 的 第 i 行 . 

由 于 OO 是 开 集 ， 可 取 正 数 r， 使 得 对 x 的 开 球 B,(x) 包 含 在 中 中 .注意 ,如果 1<ism 上 且 
Ih <r， 则 

F(x+h)- [F(xX) + Akh] =p(F(x +h) - [F(x) +Ahk]), 


Ci 二 


所 以 
[Fx +h) [F(x) + (A.,h)]|S F(x +h) - [F(x) + Ah]. 
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由 (15.21) 可 得 


Ff F(x + hh) ™ [F(x) + (A.,h) | 加 0 
he FT 


特别 地 ， 对 下 标 j(1 <j<<n)， 
F(x+te) - [F(x) + (4,,te)] 0 
nm 一 一 一 一 一 熏 一 一 -一 一 一 = 0. 


lim | te | (15. 22) 
然而 ，llte ‖ = 1 411 ， 所 以 (15. 22) 等 价 于 
Jin rete) -PCD ey, 
于 是 证 明了 F:O-，R" 在 x 处 有 一 阶 偏 导数 ， 且 对 于 1<i<m, 1<j<n， 
ay = (Aise,) = (x). 加 


上 述 定 理 冀 沽 了 对 于 连续 可 微 的 上 映射， 导数 矩阵 是 仅 有 的 具有 一 阶 通 近 性 质 (15. 19) 的 扼 阵 . 

鉴于 在 15. 1 节 所 搞 述 的 下 xma 和 矩阵 和 玉 一 ”的 线性 映射 之 间 的 对 应 ， 引 进 下 列 导 数 和 矩阵 
的 对 应 是 有 益 的 . 

定义 ” 设 轧 是 RR" 的 包含 点 x 的 开 子 集 ， 并 假定 映射 :中 一 R” 在 点 x 处 有 一 阶 偏 导 数 ， 则 
线性 映射 

dF(x):R"— R" 
定义 为 对 及 " 中 所 有 鼎 ， 
dF(x)(h) = DF(x)h. 

它 称 为 映射 下 :中 一 R" 在 点 x 处 的 微分 ( differential). 

当 线 性 映射 是 非 线 性 映射 在 一 点 的 微分 的 情形 下 ， 我 们 把 推论 15. 20 的 内 容 描述 为 下 面 的 定理 . 

定理 15.33 设 中 是 R" 的 包含 点 的 开 子 集 ， 并 假定 映射 下 ;中 一 R" 在 x 处 有 一 阶 偏 导 数 . 
则 下 列 三 个 断言 是 等 价 的 : 

(i)det DF(x) 天 0， 

(ii) 导数 短 阵 DF(x) 是 可 送 的 nxn 姑 阵 . 

(iii) 微分 dF(x):R" 一 RR" 是 可 递 的 线性 映射 . 

一 阶 逼 近 定 理 是 对 

F(x +h) =~= F(x) + dF(x)(h) 

这 种 表达 形式 在 有 充分 接近 0 时 的 精确 论断 . 

下 面 两 章 将 描述 连续 可 微 映 射 从 在 一 点 处 它 的 微分 那里 继承 下 来 的 性 质 . 


习题 


1. 定义 
F(x,y) = (er +2x,y + sin(x -7)), (x,y) E R:. 
求 映射 下 :R 一 R 在 点 (0,，0) 及 (Fr，0) 处 的 导数 矩阵 . 
2. 定义 
F(x,y,2) =【〔〈xyz, 和 +yz,1+3x)， (x,y,z) e 及 3:. 
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求 映 射 民 ，R 一 R 在 点 (1, 2, 3)，(0, 1, 0) 及 ( -1, 4, 0) 处 的 导数 矩阵 , 
3. 假定 映射 下 ,RR" -… R” 是 连 绪 可 微 的 ， 且 在 RR” 中 的 每 个 点 天 处 导数 矩阵 DF(x) 的 所 有 元 素 等 于 0， 证 明 : 映 

射 下 :R 一 R” 是 常 项 ， 即 在 R” 中 存在 某 个 点 ce， 使 得 对 R" 中 每 个 x， 

F(x) = &. 
4. 假定 4 是 mxn 窍 阵 ， 定 义 映射 F:R”" 一 有” 如下: 
对 R* 中 每 个 x， F(x) = Ax. 

证 明 : 对 R 中 所 有 x，DF(x) =A4.， 

$5, 假定 映射 严 :R 一 R” 是 连续 可 微 的 ， 且 存在 一 个 固定 的 mxna 称 阵 4， 使 得 对 R" 中 每 个 x， 
DF(x) = A. 
证 明 ; 住 RR” 中 存在 某 个 c<， 使 得 对 R” 中 每 个 x， 
F(x) = Axr+c. 

对 于 n=m=1 的 情形 重 述 这 一 结果 . 

6. 定义 映射 下 :R 一 R* 如 下 : 
F{x,y) = (x -yy ,2x7), (x,y) E 及 

a、 在 R 中 求 点 (x。，y,。)， 要 求 在 该 点 处 导数 矩阵 DF(x。，y,) 是 可 北 的 . 

b. 在 R 中 求 点 (x,。，y。) ， 要 求 在 该 点 处 微分 dF(z,yo) :R* 一 R 是 可 道 的 线性 映射 ， 
7. 对 -- 阶 通 近 定理 给 出 -个 建立 在 中 值 定理 基础 上 的 证 明 . 
8. 假定 映射.R" 一 R 是 连续 可 微 的 ， 还 假定 FR(0) =0 且 导 数 和 矩阵 DF(0) 有 如 下 特性 : 存在 某 个 正 数 <， 使 得 

对 Re 中 所 有 hh， TDF(O)hl >c|n|. 
证 明 : 存在 某 个 正 数 r*， 使 得 若 | 天 | 所 r， 则 
| F(h) | 2 ce/21k |. 
9. 假定 连续 可 微 映射 下 :R” 一 R* 用 分 量 函 数 表示 为 
F(x,y) = (Yl(x,7) ,p(x,7)), (x,7) ER. 
定义 函数 g:R* 一 R 如 下 : 


g(x,7) = [ry)) + (p(x,7))], (zy) ER- 
a. 证 明 . 
DE(xo,yo) = [PDF(xo,yo)] F(x, ,Yo). 


b， 用 (a) 证 明 : 刀 果 (x。，y。) 是 旺 数 g:;R” 一 R 的 最 小 值 点 且 DF(x。，yo) 是 可 逆 的 ， 则 
F(x,yo) = 0. 


15. 3 ” 链 式 法 则 


由 一 元 实 值 喇 数 的 链 式 法 则 可 得 ， 如 果 扣 和 UH 是 实数 开 集 ， 且 饭 数 1:O 一 RR 及 g:M- 一 RR 是 连 
续 可 徽 的 ， 满 足 拟 OO) 包 含 在 2 中， 则 复合 是 数 
g° ff:O—R 
也 是 连续 可 微 的 ， 并 且 对 O 〇 中 每 个 点 z， 
(g°f)'(x) = g (f(x))f (x). (15. 23) 


链 式 法 则 可 在 一 般 的 连续 可 微 映 射 的 复合 中 延续 下 来 ， 其 中 用 导数 矩阵 取代 导数 ， 用 和 矩阵 


乘法 取代 标量 案 法 .一般 的 链 式 法 则 可 从 带 有 实 值 函数 映射 的 复合 得 到 . 
为 清晰 地 陈述 链 式 法 则 ， 使 用 下 面 的 符号 : 对 R” 的 开 子 集 W 及 具有 一 阶 偏 导数 的 函数 
g:U 一 R ,在 U 中 每 个 点 p 处 ,对 每 个 下 标 i(1<<i<m)， 定义 
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g(Pp +te.) - g(p) 
QO 


这 个 符号 有 如 下 的 优点 : 关于 第 ;个 分 量 的 偏 导 数 用 这 样 的 记号 表示 ， 该 记号 不 依赖 于 定义 域 
中 的 点 使 用 过 的 符号 ， 而 且 ， 对 中 每 个 点 p， 
Vgtp) = (Dg(p),…,D.g8(p)). 
定理 15. 34( 链 式 法 则 ) 设 O 是 R" 的 开 了 予 集 ， 并 假定 映射 上 :中 一 RR” 是 连续 可 微 的 ， 还 假 
定 U 是 RR” 的 开 了 于 集 且 澡 数 g:U 一 RR 是 连续 可 微 的 ， 最 后 ,假定 F( 中 ) 包含 在 MU 中 ， 则 复合 通 数 
go 关 :O 一 及 也 是 连续 可 微 的 而且， 对 中 中 每 个 点 x 及 每 个 下 标 il<i<n)， 


Dg(p) 二 lim 


. 站 
(go Fx) = FDe(F(x)) Six), (15. 24) 

gp 
VvV(g° F)(x) = V, (F(x) DF(x). (15.25) 


证 明 设 x 是 OO 中 的 点 ， 由 于 QO 是 开 集 ， 可 选取 正 数 +r， 使 得 开 球 B8,(x) 包 含 在 OO 中 ， 此 外 ， 
因为 映射 下 :OO 一 R” 是 连续 的 且 U 是 R” 的 开 子 集 ， 所 以 也 可 以 假设 如 果 1 六 让 <r， 则 连接 点 
F(X) 与 F(x +h) 的 段位 于 U 中 ， 对 R" 中 每 个 满足 上 hh 有 <r 的 六 ,定义 

RR) = F(x +h) ~ Fox) ~- DF(xX)h. 
根据 对 于 映射 的 一 阶 通 近 定 理 
lim Ra) | - 0 


im -= 0 (15. 26) 
且 由 R(h) 的 定义 知 ， 如 果 上 hh | <r， 则 
F(x +h) -Fr) = DF(x)h + R(UA). (15.27) 


对 RR"” 中 每 个 使 得 上 有 h <r 的 h， 可 在 连接 点 F(x) 与 F(x +hh) 的 段 上 把 中 值 定 理 用 于 崩 数 
8g: 一 R, 便 可 在 这 个 段 上 选取 一 点 ， 标 记 为 v(h)， 在 该 点 处 有 
g(F(xX +h)) -ge(F(x)) = (Ve(v(h)), F(x +h) ~ F(x)). 
以 (15.27) 代 入 ， 便 给 出 
(go F)(x+h)—(g° F)(x) = (Ve(v(h)) DFEF(x)h) + (Ve(v(h)),R(k)). (15.28) 
注意 ,下 :CO 一 R” 的 连续 性 蕴 叉 了 . 
limv(h) = F(x). (15. 29) 
下 面 将 验证 (15. 24). 固定 下 标 i(1<i<n)， 对 满足 0<1t1 <r 的 数 :， 如 果 定 义 有 = ie,， 
则 从 (15. 28) 可 得 


(g° F)(x+te) ~ (g° F)(x) 
t 


= (Ve(v(te,)) ,DF(xr)e) + (vere)), 


从 这 一 不 等 式 ， 通过 使 用 (15，26) 及 (15. 29) ， 可 得 


只 (人 fei) 
) 


二 (5。 F)(x) = (Ve(F(x)) ,DF(r)e,). (15. 30) 
但 是 
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3 
5 有， 
所 以 标量 等 式 (15. 30) 恰 为 (1$. 24) ,特别 地 ， 这 表明 函数 g。F:O->RR 有 一 阶 偏 导数 ， 并且 ， 
因为 公式 (15. 24) 的 右 问 关于 x 连续 ， 所 以 &。F:O 〇 一 RR 是 连续 可 微 的 ， 为 结束 证 明 ， 只 要 注意 
(15. 25) 是 (15.24) 用 和 矩阵 符号 的 改 瑟 就 可 以 了 .， 国 
下 面 将 详细 讨论 链 式 法 则 最 通常 出 现 的 某 些 形式 . 
例 15.35 假定 函数 少 :R 一 RR 与 9:R 一 R 是 连续 可 微 的 ， 还 假定 是 平面 R* 的 开 子 集 并 
且 活 数 /:O 一 R 是 连续 可 微 的 ， 最 后 ， 假定 对 及 中 所 有 (x, yY),， (w(x, 7Y), w(x, 7)) 在 0 
中 ， 则 


DF(z)e = (Tx) 


f(y,y) P(X,T))) =D f(y(x,y) ,p(x,7)) S(x,y) 


+ D, f(y xsy) p(x,y)) (zx,y) 


px) p47))) = DAY Ey) ,plz7)) Sey) 


+ Df(W x7) ,p(x#,7)) Ex). 因 


例 15.36 设 渔 数 g:R 一 R 是 连续 可 微 的 ， 定义 孙 数 风 : RR 一 RR 为 (x) = g(x ，2x, 
1 -x) ,x eR 民 .， 则 对 RR 中 每 个 x， 

bz) = Dg(x ,2z,1 —%)(2x) + Dg(x ,2x,1 -x)(2) + Dg(x ,2x,1 -x)(-1). 加 

例 15.37 假定 函数 uu:R 一 R ,v:R 一 民 及 w:R "一 R 是 连续 可 微 的 ， 且 函数 g:R 一 及 也 
是 连续 可 微 的 ， 则 对 平面 R 中 的 每 个 点 (x，y)， 


(gu(x,y) ,D(X,Y) ,WW (x,Y) )) =Dg(u(x,y) ,D(X,Y) ,w(xX,y)) x,y) 
+ Dg(u(x,y) ,vx,y) wx,y)) (x,y) 


+ De(u(vx, yy) vx,y) ,w(x,y)) (x,y). | 


关于 符号 的 注 记 在 包含 偏 导数 计算 的 书 中 ， 读 者 会 发 现 一 大 类 符号 例如 ， 例 15. 35 中 
的 第 二 个 导数 公式 通常 简 记 为 
of HW , fp 
oy yd9y 9937 
类 似 地 ， 例 15. 37 中 的 导数 公式 常常 简 记 为 
9g _ gu 80 ,8 OW (15. 32) 
OX Gu ox vox 0 所 ox 
我 们 要 注解 的 另 一 个 简洁 而 实用 的 符号 表示 法 的 常见 例子 是 ， 如 果 函 数 f:R 一 RR 是 连续 可 微 的 
县 消 数 g:R’ 一 及 定义 如 下 : 
g(r,0) = flrcosO ,rsing), (rr,0) e 及 -. 


(15.31) 
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则 根据 链 式 法 则 ， 对 R 中 每 个 点 (r，6) ， 

E(7,0) = Df(recos0,rsin)cos0 + D,f(reos8 ,rsing)sing. 
上 面 的 公式 常 简 记 为 


Or Ox oy 
为 了 要 理解 它 与 前 面 的 表达 具有 相同 的 含义 ， 必 须 对 此 公式 详细 地 加 以 解释 . 
简写 的 公式 (如 (15.31)、(15.32) 及 (15.33)) 在 压缩 很 长 的 等 式 及 缩短 各 种 计算 时 是 非常 
有 用 的 ， 但 这 样 的 公式 不 严谨 ， 因 为 它 没有 指出 在 哪里 求 导 数 的 值 ， 且 关于 变量 是 什么 有 些 会 
棚 不 清 ， 在 使 用 这 些 公式 时 必须 格外 小 心 . 
当 我 们 分 析 两 个 或 三 个 变量 的 函数 ， 特 别 是 在 计算 商 阶 导数 时 ， 


用 3 必 (p) 表示 Dig(p)， 用 58(P) 表示 D,g(p) 及 用 只 (P) 表示 D,g(p) 


在 记 法 上 是 实用 的 ， 即 使 *>，y 及 z 没有 明确 地 引进 为 分 其 变量 。 在 下 面 的 例子 中 我 们 将 使 用 
这 一 符号 约定 ， 

例 15.38 函数 4:R’ 一 RR 称 为 调和 的 ， 如 果 它 有 连续 的 二 阶 偏 导数 且 对 R 中 所 有 的 (x*，y)， 
满足 恒等式 


Ei = 3 os0 + Ying. (15. 33) 


ou Ou 
CY) + Gt) = 0. 


假定 函数 4:R* 一 R 是 调和 的 ， 对 R 中 所 有 的 (x，y) ， 定 义 
yx,y) = u(x -YY ,2x7y). 
则 函数 v:R 一 R 也 是 调和 的 .为 验证 这 一 点 ， 必 须 证 明 对 R” 中 所 有 的 (x，Y)， 


二 (和 + (ey) = 0， 
然而 ， 对 R? 中 的 (z，7) ， 


(x,y) = (x — 7 ,2xy)2x 十 Ed — y ,2x7)2y, 
所 以 
9 ur， ) _a ur -了 ,2xy)4x’ + Ox -yy ,2xy)2 
dx + ox? YY «XY x y AXY 
01 
OXoY 
对 8 wv/9y (x，Y) 进 行 类 似 的 计算 ， 由 于 对 R* 中 所 有 (xs y) ， 
a7 3 
i — y ,2xy) + 3 一 六 ,2xy) = 0， 


留 作 练习 题 4 的 计算 表明 对 R 中 的 (xz，7) ， 


十 


2 
(x — y ,2X7Y) BxY + (x — 和 ,2x7y)747Y”. 


(xy) + S(x,y) = 0 
OX DY 
刚刚 证 明 的 特殊 情形 下 的 链 式 法 则 可 以 给 出 对 一 般 情 形 下 的 链 式 法 则 的 证 明 . 
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定理 15.39( 对 一 般 映 射 的 链 式 法 则 ) ” 设 〇 是 RR" 的 开 子 集 ， 并 假定 映射 下 :OO 一 员 "” 是 连续 
可 微 的 ， 还 假定 是 只 "的 开 子 集 且 映射 G;:Z-R 是 连续 可 微 的 ， 最 后 ， 假 定 ( 〇 ) 包含 在 Ul 
中 .， 则 复合 映射 G。F:O 一 R'( 如 图 15.3 所 示 ) 也 是 连续 可 徽 的 ， 而 有 全 ， 对 加 中 每 一 点 并 


PPLG。F)CY)j) = DG(F(xX)) . DF(x). (15. 34) 
GoF 
U GFO)) 
xX ,| /or 
人 一 村 
Rn Rn Rt 


D(Gs F)(x) = DG(F(x)) . DF(x) 
图 15.3 映射 下 与 爱 射 G 的 复合 


证 明 把 映射 G 用 分 量 函 数 G = (6,,…,6,) 表示 . 注意， 复合 映射 G。F:O 一 R' 用 分 量 
函数 GeoFP=(Gl。F，C,。，…，G,。 玉 ) 表 示 ， 对 于 下 标 j(1 <j<k)， 分 量 函 数 6 ;2 一 R 是 
连续 可 微 的 ， 所 以 从 定理 15. 34 可 得 ， 对 中 中 所 有 点 x， 
V(G。 F)(x) = VG(F(x))DF(x). 
这 个 公式 表明 对 于 1 <j<k， 公 式 (15. 34) 中 每 个 矩阵 的 第 j 行 相等 ， 从 而 矩阵 公式 (15. 34) 成 
立 ， 于 是 复合 函数 G。P :OO 一 R' 在 每 一 点 有 一 阶 偏 导 数 ， 且 从 (15. 34) 右 端 元 素 的 连续 性 可 以 
推出 复合 映射 是 连续 可 微 的 . 国 


习题 


1， 假定 阴 数 小 :R” 一 及 是 连续 叮 微 的 ， 定 义 函 数 &:R 一 R 如 下 : 
g(sS,t) = yst,s), (s,t) eR’. 

求 9g/6s(s, 1!) 及 Bg/9t(s, 1). 

2. 假定 函数 关 ， 了 及 一 R 是 连续 可 微 的 . 定义 范 数 7: R 一 R 如 下 : 
nu vm) = (Bu + 29)h(u vy uw), (uv,w) ee Ri. 

求 Dintu, v, w), D,n(u, v, wo) 及 Dn(u, v, tw). 

3. 假定 聘 数 g: R 一 R 及 hh: R 一 R 有 连续 的 二 阶 偏 导数 . 定义 卫 数 u:R 一 RR 如 下 : 
us,t) = g(s—-t) +hls+1), {s,t) ERR 


证 明 ; 对 R? 中 所 有 的 (s,， 4) ， TF(s, ) -es 1) =0. 
4. 为 验证 函数 v:R*  R 是 调和 的 ， 将 例 15. 38 中 需要 的 计算 继续 下 去 . 


420 
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5. 设 思 是 平面 R 的 开 子 集 ， 并 设 上 映射 下 :OO 一 R 表示 为 Ftx, 7Y) = (u(x，7Y), v(x, 7Y)),，(x, 7Y) e OO， 映射 
F;O 〇 = R* 称 为 柯 西 一 丈 要 了 映射 (Cauchy-Riemann mapping) ， 如 果 量 数 wu OO 一 有 及 5:O 一 及 有 连续 的 二 阶 偏 导 
数 且 对 怠 中 所 有 的 (*，y) ， 


ou 0v Ou dv 
3 (*'7) 一 3y 7) 上 及 9y 7 ri (7 小， 


证 明 ， 如 果 函 数 w:R 一 是 调和 的 且 有 映射 下 ;OO 一 及 是 柯 西 -黎明 映射 ， 则 了 畏 数 w。F:;O 一 RR 也 是 调和 的 . 
6, 假定 函数 ww:R 一 有 是 调和 的 ， 用 习题 4 证明 下 列 每 一 个 函数 也 是 调和 的 : 
ab:R 一 及 定义 为 wx，7y) =w(e’cosy, e'siny), (x, y)eR. 
b. v:R: 一 R 定义 为 v(x, y) =w(x -六 ，2xy)，(x，y) ER 
cv;O 〇 一 及 定义 为 s(x, 7Y) =w(x/(x +y), -yx + )), (x, 7)e ©O, 其 中 中 = |(x, y)jeR lx + 
y >01. 
7. 假设 函数 4:R 一 R 是 调和 的 . 设 a。,， b,c 及 d 是 实数 ,满足 
a +b =1,， c+d=1 及 ac+bd=0. 
定义 函数 by:R 一 R 如 下 : 
v(x,y) = ulax + bycr + dy), (x,7) < RR 
证 明 ; 际 数 v:R 一 R 也 是 调和 的 . 
8. 假定 孙 数 f.R 一 R 和 gg: RR 一 R 有 连续 的 二 阶 偏 导 数 ， 还 假定 存在 数 和， 使 得 对 R 中 所 有 的 x， 
f(x) = Afx) 及 g(x) = Ag(x). 
定义 函数 4;R 一 R 如 下 : 
u{x,y) = f(x)g(7), (x,y) eR. 


证 明 : 对 RR* 中 每 个 (z，y) (x, 7) -a4(x, y) =0， 
0 OY 
9. 设 口 = | (x, y, z:)jeR1x+y +z >0|}， 且 定义 函数 4&:O0 一 RR 如下: 


u(p) = pe OO. 


1 
lpill 
证 朋 ， 对 个 中 每 个 (x， 7， z),， 
(sy + (yn) + (sy = 0. 
10, 假定 函数 /:R 一 R,g:R 一 及 h:R 一 上 是 连续 可 微 的 ， 用 这 些 隐 数 的 偏 导数 表示 下 面 两 个 极限 


1 所 8gCL+t 2), h(l+t, 2)) -f(g(1, 2), h(1, 2)) 
f= ft 


党 


h lim el 3+ Ms Ag, 0, 0 2)). 
11. 假设 函数 g;R" -~ R 是 连续 可 微 的 .对 R” 中 点 x 与 p, 方向 导数 定理 断言 : 如 果 岁 (t) =g(x+ip), teR， 
刚 对 及 中 每 个 1， 
p(t) = (VBE(x + ip),p). 
证 明 ; 这 是 链 式 法 则 的 一 种 特殊 情况 . 


第 16 章 象 和 逆 象 : 反 画 数 定理 


16.1 一 元 函数 与 平面 上 的 映射 


假设 O 是 欧 几 里 得 空间 R" 的 开 子 集 及 非 线 性 映射: O 一 R 是 连续 可 微 的 ， 在 O 中 点 x. 
处 ， 假 设 导数 
dF(x,):R" 一 R" 是 一 对 一 的 且 映 上 的 ， 
这 等 价 于 假设 这 个 导数 矩阵 的 行列 式 不 为 零 ， 即 


dot G(s. ) |# 0. 


于 是 推 知 这 个 非 线 性 映射 继承 了 在 点 x. 附近 “局 部 可 逆 福 ”， 准确 地 说 ， 存 在 R" 的 一 个 含有 点 
x ,的 开 子 集 U 及 R" 的 一 个 含有 象 F(%.) 的 开 子 集 V， 使 得 
F.U—V 是 一 对 一 的 且 映 上 的 

及 它 的 逆 丫 ”:V 一 U 也 是 连续 可 微 的 .这 就 是 反 函 数 定理 . 这 个 定理 的 证 明 需 要 一 些 具 有 独立 
价值 的 一 些 新 概念 。 本 章 将 描述 这 些 概 念 、 证 明 这 个 定理 及 给 出 这 个 定理 的 一 些 例子 . 

本 节 将 证 明 一 元 录 数 的 反 肾 数 定理 ， 并 对 平面 的 映射 叙述 这 个 定理 ， 此 外 ， 还 将 给 出 几 个 例 
子 ，16.2 节 将 介绍 非 线 性 映射 的 稳定 性 概念 ， 一 个 线性 映射 T:R" 一 R 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 它 是 
可 逆 的 ， 在 包含 点 x. 的 开 集 内 的 稳定 性 是 连续 可 微 的 非 线性 上 映射 从 它 的 微分 dF(xz) :R 一 R" 
的 可 逆 性 继承 的 重要 的 解析 性 质 ，16. 3 将 首 先 介绍 极 小 化 原理 以 证 明 连 续 可 微 的 稳定 喘 射 把 
开 集 映 成 开 集 ， 然 后 叙述 、 证 明 及 讨论 一 般 反 函数 定理 . 

出 于 提出 本 章 主 题 的 考虑 ， 我 们 先 从 证 明 一 个 实 变量 的 实 值 函数 的 如 下 定理 开始 . 

定理 16.1 令 台 是 史 中 一 个 开 子 集 且 假设 函数 产 O 一 及 是 连续 可 租 的 ， 令 xzo 是 申 中 一 点 县 


有 
f'(x,) 天 0. (16. 1) 
那么 存在 一 包含 点 x 的 开 区 间 1 及 一 包含 象 f(xo) 的 开 区 间 J， 使 得 函数 
f:I 一 ] 是 一 对 一 的 且 映 上 的 . (16. 2) 
此 外 ， 反 函数 1 ;J 一 1 也 是 连续 可 微 的 ， 且 对 中 点 yY， 如 果 对 了 中 点 x 有 f(x) =y， 则 
CD = p07 (16.3) 


一 元 了 消 数 的 反 承 数 如 图 16. 1 所 示 . 

证 明 假设 广 (xo) >0， 因 为 xo 是 0 的 内 点 ， 且 f':O 一 RR 是 连续 的 ， 所 以 可 以 选取 一 个 正 数 
r， 和 使 得 闭 区 间 [x。 -=r，xo +r] 包 含 在 内 ， 且 对 区 间 [x。-r，xo +r] 中 所 有 点 有 f/'(x) >0. 中 信 
定理 剖 涵 函数 /: [ze -r，xo +r] 一 R 是 严格 递增 的 .特别 地 ，j/:， [xo -=r，xo +r] 一 R 是 一 对 一 的 . 
此 外 ， 由 介 值 定理 知 ， 如 果 7y 严格 位 于 所 xz -7) 与 Axo +r) 之 间 ， 则 在 开 区 间 (x。-r，xo +r) 有 点 
x， 使 得 扩 *) =Y. 
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图 16. 1 一 元 函数 的 反 函 数 


定义 1=(xo-r，xo+r) 及 J=(Hxz-r)，Hxzot+r))， 则 /7 一 是 一 对 一 的 且 映 上 的 ， 反 
函数 的 可 微 性 及 公式 (16.3) 在 定理 4. 11 中 已 证 明了 . 图 

本 章 的 目的 在 于 描述 一 连 串 同 把 定理 16. 1 扩充 到 映射 下 :O 一 R 上 有 关 的 概念 ， 这 里 办 是 
欧 几 里 得 空间 R" 中 的 开 子 集 ， 在 我 们 描述 到 平面 映射 的 扩充 之 前 ， 首先 介绍 点 的 邻 域 放 一 概 
念 ， 它 推广 了 点 的 开 球 的 概念 . 

定义 ” 欧 几 里 得 空间 R" 的 开 子 集 ， 当 它 含 有 点 时， 称 为 点 x 的 邻 域 (neighborhood). 

对 平面 R 的 开 子 集 到 R 的 映射 ， 我们 有 如 下 定理 . 

定理 16. 2( 平 面 上 的 反 函 数 定理 ) 设 O 〇 是 平面 R* 的 一 个 开 子 集 ， 并 假设 :一 R’ 是 连续 
可 微 的 . 令 (x。，Yo) 是 口中 一 点 且 导 数 短 阵 


DF(xo ,Yo) 是 可 逆 的 ， (16. 4) 
则 存在 点 (x。， yo) 的 一 个 邻 域 U 及 象 F(x,o, yo) 的 一 个 邻 城 VV， 使 得 
下 :一 了 是 一 对 一 的 且 映 上 的 . (16. 5 ) 


而 且 北 映射 下 ” :Y 一 坟 也 是 连续 可 徽 的 ， 及 对 了 中 的 点 (u，b) ， 如 果 (x，7) 是 了 中 的 点 且 
F(x,，Y) =(x，D) ， 则 北 映 香 在 点 (ua，2) 的 导 教 给 阵 由 下 式 给 出 : 

DF (u,v) = [DF(x,y)].. (16.6) 

平面 间 的 映射 及 其 逆 映 射 如 图 16. 2 所 示 . 


图 16.2 平面 中 的 映射 及 其 递 映 射 
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注意 ， 在 定理 16. 1 的 证 明 中 ， 我 们 用 了 介 值 定理 ， 这 一 结果 不 容易 推广 到 其 象 位 于 平面 
R: 中 的 那些 映射 平面 上 的 反 函 数 定理 的 证 明 是 很 困难 的 ， 在 随后 的 两 节 中 ， 我 们 将 讨论 某 些 
概念 ， 它 们 有 独立 的 意义 ， 并 将 在 16. 3 节 中 用 于 证 明 一 般 反 郴 数 定理 ， 这 是 包含 定理 16. 2 作 
为 特例 的 一 个 结果 .我们 在 本 节余 下 部 分 讨论 平面 内 的 反 画 数 定 理 . 

如 同 在 15. 1 节 中 讨论 过 的 ， 一 个 nxn 矩阵 是 可 逆 的 ， 当 且 仅 当 它 的 行列 式 是 非 零 的 . 当 
这 个 矩阵 可 首 时 ， 可 由 克 莱 姆 法 则 求 得 道 矩阵 ， 对 2x2 和 矩阵 ， 通 过 验证 可 知 ， 克 全 姆 法 则 是 
显然 的 ， 事 实 上 ， 对 2 x2 阜 阵 

“ 四 ,| 


det A = aa 一 Ga #0, 


则 通过 直接 求 和 矩阵 飞 积 便 可 证 实 下 述 求 矩阵 4 的 逆 甜 阵 的 公式 是 正确 的 ; 
-1 1 Gy 一 4 
′ yi ,| 
特别 地 ， 在 平面 反省 数 定理 陈述 中 ， 对 映射 下 ;一 R 的 假定 (16.4) 成 立 当 且 仅 当 
det DF(x,,Y0) A 0. 


如 果 映 射 .OO 一 R* 用 分 量 函 数 表 示 为 
F(x,y) =【 晃 (xz,y) ,Px,7)), (x,y) € O, 


dy, ow 

x ,YY ) 二 
og 3 
x) By 


如 果 


则 


DF(x,y) = 
,7 ) 
所 以 假定 (16. 4) 等 价 于 假定 
oy 9 中 _ .9 9 中 
ax 0 yo ) 3y 《5o yyo ) ay o yo ) exo yyo ) * 0. (16.7) 


上 面 对 2 x2 短 阵 的 逆 的 公式 使 我 们 可 以 用 公式 (16.6) 计 算 逆 贞 射 ” :Y 一 忌 的 分 量 两 数 
的 偏 导 数 ， 事 实 上 , FF”:V 一 U 可 用 分 量 函数 表示 为 


F (u,v) = (g(uv) ,hl(u,v)), (u,v) eV, 424 
所 以 
| 28(u，o) (we，) 
DF (4，b) = ， 
82(u 2 ) La ») 
du Ov 


对 YY 中 的 点 (ut ， 设 (xx，y) 是 也 中 的 点 ， 满 足 


_ u = px), v= 由 (xy)， 
为 了 记号 上 的 方便 9 ， 令 


我 们 在 这 里 使 用 字母 /是 因为 在 一 点 上 的 导数 矩阵 的 行列 式 有 时 称 为 外 可 比 行 列 式 (Jacobian determinant)， 导数 和 托 
阵 通 常 称 为 雅 可 比 短 阵 (Jacobian matnzx). 
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J(x,7) = det DF(x,y) = 地 (zy) Dr,y) - W(x,y) (x,y). 
Ox Oy OF Ox 
可 是 利用 上 述 2 x2 人 ， 人 6) 等 价 于 
. 39 
E(u, v) = re 了 六 ; 


| 
l oy 
(1, y) = - 一 一 一 一 (xy) 
7 7 (16. 8) 
(1, 7 ) Ne 3 —(x,y); 
dn :下 
Su 9) 7 y) ax.” 


例 16.3 ”对 有 中 的 点 (>， 由 定 六 
F(x,y) = (er yy +x y+x(y-1),l +x +x + (xy) ). 
在 这 个 例子 中 ， 上 映射:R 一 R 再 次 是 连续 可 徽 的 ， 因 为 它 的 每 一 个 分 量 函 数 是 连续 可 微 . 在 
点 (x。，Yo) =(1，1) 处 ， 简 得 计算 偏 导 数 表 明 


DF(1,1) = | 


bd 
1 


3 0 

11 | 

DF(1，1) 的 行列 式 是 非 零 的 ， 我 们 可 以 用 反 了 嫩 数 定理 得 出 结论 : 存在 点 (1，1) 的 一 个 邻 域 U 和 
它 的 象 (2，4) 的 一 个 邻 域 Y， 使 得 映射 :UU 一 了 是 一 对 一 的 且 爱 上 的 ， 而 其 逆 有 映射 ”“:V 一 U 也 
是 连续 可 微 的 。 此外， 如 果 用 分 量 函 数 把 逆 映 射 表示 为 下 (uv =(g(u, v), h(u,，v))， 则 
由 (16. 8) 推 出 


(2,4) = 可 = (2 ,4) = 0 ,2(2， 4) = uu (2,4) = 


15 9u 3 
例 16. 4 对 平面 有 E 中 的 一 A y ) ， 定 义 

F(x,y) = (x -yy ,2xy). 
映射 了 :R? 一 R? 也 是 连续 可 微 的 ， 因 为 它 的 每 个 分 量 函 数 明显 是 连续 可 微 的 ， 首 先 考虑 R?: 中 
的 一 个 非 零点 (x。，yYo)， 我 们 有 

DF (#9,) = [2 | 
270 2x0 
因此 det DF(x。，yo。) =4(x +yo) 头 0， 再 次 应 用 反 晴 数 定理 可 得 ， 推 出 存在 点 (x。，yo) 的 邻 域 
U 及 象 (z: -y，2zxoyo) 的 邻 域 VY， 使 得 FF:U 一 V 是 一 对 一 的 且 映 上 的 ， 且 有 其 逆 R':V 一 U 也 
是 连续 可 微 的 .假定 用 分 量 渔 数 把 逆 贞 射 表示 为 F (wu, bv) =(g(w4w,v),，h(wu,v))， 如 果 
(uo0，v6) = (xz -70，2xo7o) ， 则 由 (16.8) 推 出 


3 0 0) 2(x? + y2)’ 人 0 ? o》 = 2(x2 + yn0) 
内 一 先 0 
-一 一 一 sb 三 ”一 一 一 人 一， 一 一 人 此 0 人 一 ~ 
(uo 0) 2(xi + 人) ed osV0) x +y 


现在 考虑 点 (x。，yo) = (0，0)， 在 这 一 点 上 反 陈 数 定理 的 假设 肯定 不 成 立 ， 因 为 
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DF(0,0) = | 

0 0 
此 外 ， 反 了 销 数 定理 的 结论 在 这 一 点 也 不 成 立 ， 因 为 只 要 我 们 注意 到 F(x, y) =F( -xz，-Y) 对 
平面 上 所 有 点 (x,，Y) 都 成 立 ， 则 不 存在 点 (0，0) 的 邻 域 ， 使 得 映射 是 一 对 一 的 . | 


例 16.5 定义 F(x, y) =(cos(x+y ), sin(x+y’)), (zx, y) e R*， 那 么 映射 F:.R 一 下 
是 连续 可 微 的 ， 但 是 RR* 上 不 存在 使 得 反 项 数 定理 的 结论 成 立 的 点 . 为 了 看 到 这 一 点 ， 注 意 如 
果 点 (kx，z) 位 于 下 :R 一 及 的 象 上 ， 则 uw +v =1. 于 是 这 个 映射 的 象 是 位 于 以 原点 为 中 心 半 
径 为 1 的 贺 上 . 特别 地 ， 这 个 象 不 包含 平面 上 任 一 开 子 集 ， 所 以 平面 上 肯定 不 存在 开 子 集 U 和 
Y， 使 得 下 :7 一 V 是 一 对 一 的 且 映 上 的 . 国 

注意 ,平面 上 的 反 鸳 数 定理 的 结论 可 以 改进 得 更 漂亮 些 ， 在 这 个 定理 的 结论 中 ， 它 断言 存在 
集 U 和 V 分 别 是 点 (xo。，Y6o) 和 它 的 象 下 (x。，y。) 的 邻 域 ， 事 实 上 ， 我 们 可 选取 VY 是 点 F(x。，y。) 
的 一 个 开 球 为 了 看 到 为 什么 可 以 这 样 做 ， 首先 回忆 一 个 连续 可 微 的 映射 是 连续 的 ， 且 由 定理 
11. 12 可 知 ， 一 个 连续 映射 把 开 集 的 逆 象 岗 成 开 集 . 现在 ， 因 VY 是 开 集 ， 我 们 可 选取 一 个 正 数 r， 
使 得 一 个 开 球 B,(F(x。，y。) ) 包 含 在 VV 中， 把 B,(F(x。，yo)) 记 为 VY'， 并 定义 U=F (V')NvU， 
则 U' 是 (x。，Yyo) 的 一 个 邻 域 ， 这 样 ， 把 忆 替 换 为 U',，V 替换 为 VW，U' 是 (x。，yo) 的 邻 域 ， 而 六 是 
F(x。，Y6) 的 邻 域 ， 且 上 映射 FF;U' 一 V' 是 一 对 一 的 且 映 上 的 , 但 现在 VY 是 一 个 开 球 (见习 题 12). 

反 函 数 定理 可 解释 为 关于 方程 组 的 可 解 性 的 命题 ， 给 定 两 个 函数 , y:R 一 RR 和 由 :R 一 R 及 
两 个 数 a 与 了， 考虑 方程 组 

w(x,yY) = a, 
p(x,y) = b. 

我 们 可 能 问 何 时 此 方程 组 有 解 ， 及 如 朵 有 解 ， 何 时 仅 有 一 个 解 ， 如 果 定 义 上 映射 FR 一 RR 
为 Fx, yY) = (yx,，7Y)， 中 (x,，Y)),，(x，Y) ER ， 关 于 方程 组 (16.9) 的 解 的 存在 性 及 唯一 性 
的 这 两 个 问题 ， 可 以 转述 为 映射 下:R* 一 玉 的 象 的 问题 及 映射 是 否 具 有 一 对 一 的 性 质 ， 下 面 的 
例子 表明 反 旺 数 定理 如 何 提供 方程 组 的 信息 . 

例 16.6 考虑 方程 组 


(16.9) 


otsy+#y -1) -2, (16. 10) 
l) +x +x% + (xy) = 4. 
注意 (x, y) = (1，1) 是 (16. 10) 的 一 个 解 . 对 R 中 的 (x,，y)， 映 射 F:R* 一 R 定义 为 

F(x,y) = (e+xy+x7y-1) ,1 +x +x + (xy) ), 它 恰好 是 例 16.3 中 ， 考 虚 的 贞 射 。 从 
那个 例子 的 分 析 得 出 结论 ， 有 一 个 正 数 7 及 点 (1，1) 的 一 个 邻 域 VU， 使 得 对 任意 数 a 与 5，， 有 
(a -2) ”+(b-4)”<r， 则 方程 组 

e+x y+x(y-1). = 4a, 

1 +x +X + (xy)” = b, (x,y) eU 


1. 定义 随 数 f:R 一 RR 为 
f(x) =x ~3x+1, xeR. 
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在 R 中 己 些 点 * 可 应 用 反 沙 数 定 理 ? 


. 定义 消 数 f:R 一 R 为 


六 zx) =% +x+cosx, xeR,. 


在 R 中 哪些 点 * 处 可 应 用 反 沙 数 定理 ? 证明 : 函数 f:R 一 R 是 一 对 一 的 且 映 上 的 . 


. 假设 应 数 f;R 一 RR 是 可 微 的 及 一 对 一 的 且 映 上 的 . 假设 FK1) =0, /0) =1, (0)= -4 太太 (1) = -10. 求 


(f°) (1) 及 (7 ) "(0). 


. 8 给 出 一 个 连续 可 微 画 数 六 R 一 R 是 一 对 一 的 但 非 映 上 的 例子 . 


b， 给 出 一 个 连续 可 徽 函 数 记 R -* R 是 驳 上 的 但 非 一 对 一 的 例子 . 


. 假设 连续 可 微 函 数 .1R 一 只 有 如 下 性 质 : 存在 正 数 <， 使 得 对 只 中 每 个 x， 有 


广 (x) ee. 
证 明 : 这 个 隐 数 f:R 一 R 是 一 对 一 的 且 映 上 的 . 


. 对 R 中 的 >， 定义 fx) =x， 证 明 :f:R 一 R 是 一 对 一 的 且 上 映 上 的 及 它 的 反 销 数 /”:R 一 R 是 连续 的 ， 在 哪些 


点 上 这 个 反 函 数 是 可 微 的 ? 


. 令 品 及 V 是 R 的 开 子 集 ， 且 假设 可 微 函 数 ./: 吕 一 Y 是 一 对 一 的 且 映 上 的 乱 设 mx 是 台中 一 点 县 广 (xo) =0， 证 明 : 


反 画 数 广 :Y 一 R 在 点 所 zxo) 是 不 可 微 的 . (提示 :用 反 证 法 及 用 链 式 法 则 对 全 等 式 矿 (Kxz)) =x(zeO).) 


。 对 下 述 每 个 映射 F:R’ — RR, 在 {x。， yo) = (0， 0) 外 运用 反 函 数 定 理 并 计算 逆 喘 射 在 点 (wo， vo ) =F(0, 0) 


处 的 分 量 的 偏 导 数 : 
a， 对 R* 中 的 (x, Y), F(x, y)=(x+x’ +e”” , -x +Y + sintxy)). 
b， 对 R” 中 的 (x, 7Y), F(x, y)={(e'’, e”?). 


. 定义 函数 严 ;R 一 Ri 为 F(x, y) ={e’cosy, e'siny), {x, y)eR.. 


a， 证 明 ; 在 平面 R 中 任意 点 处 都 可 应 用 反 函 数 定理 . 
b. 证 明 : 卫 数 F:R 一 R 不 是 一 对 一 的 . 
¢,， (bb) 与 (a) 牙 盾 吗 ? 


10， 对 R’ 中 的 (r，9)， 定 义 上 映射 FF:.R* 一 R 为 F(r,8) = {rcos0 ,rsinG). 


il. 


12. 


13. 


14. 


a 在 R* 中 哪些 点 (mm ，b) 处 对 这 个 映射 可 应 用 反 函 数 定 理 ? 
b 求 关于 点 (r，9) = ( 1，-2 ) 的 局 部 逆 映 射 的 某 个 显 式 公式 . 《提示 : 局 部 递 映 射 对 应 于 极 坐标 的 赋值 .) 
对 一 对 实数 e 与 4， 考虑 非 线性 方程 组 
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+ x cosy + xye”™ 三 在 

y+x +y -x coa(xy) = 6b. 
运用 反 销 数 定理 证 明 : 存在 某 个 正 数 r， 使 得 当 a + 三 < 时 ， 这 个 方程 组 至 少 有 一 个 解 . 
我 们 注意 到 ， 反 哨 数 定理 的 结论 可 以 改进 ， 在 其 中 可 以 把 邻 域 V 选 成 一 个 开 球 . 利用 同样 的 论 锯 证 明 ， 可 
以 把 邻 域 0U 选 成 一 个 开 球 。 证明: 一 般 不 可 能 把 U0 及 了 同时 选 成 开 球 . (提示 : 考虑 对 R 中 的 点 (x*，y)， 
把 映射 下 :R 一 R 定义 为 F(x,y) = (x,2y). ) 
令 连 续 可 微 映 射 P:R 一 R 用 分 量 函 数 表 示 为 F(x, 7y) = (wx, 7) ,中 (x,，7))，(x,y) ER 及 假设 R 中 
的 点 (ze，7o) 有 如 下 人 性质 : 对 R 中 所 有 的 (x，7y) ， 

pT,Y) yxo yo)， 
a， 用 解析 方式 说 明 为 什么 反 函 数 定理 的 假设 在 (x。，y, ) 处 不 成 立 . 
b、 用 几何 方式 说 明 为 什么 反 蚂 数 定 理 的 结论 在 (x。，Yo) 处 不 成 立 . 
假设 函数 多:R? 一 R 是 连续 可 微 的 ， 且 定义 映射 P:R* 一 R? 为 
F(x,y) = (ylx,7), -Hx,7)), 《xy) < 到. 

a、 用 解析 方式 说 明 为 什么 反 函 数 定理 的 假设 在 R 中 每 一 点 (x。，yo) 处 都 不 成 立 . 
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b. 用 几何 方式 说 明 为 什么 反 丙 数 定理 的 结论 在 R* 中 每 一 点 (zx ，y ) 处 都 不 成 立 ， 
16. 2 非 线 性 有 映射 的 稳定 性 


本 节 将 首先 研究 非 线 性 映射 的 稳定 性 (stability ) 概念 . 为 此 ， 我 们 先 重 述 am xn 和 矩阵 的 可 逆 
性 如 下 的 特征 (定理 15. 21). 
定理 16.7 对 一 个 nhxn 纶 阵 入 ,下 述 两 个 断言 是 等 价 的 : 
(ji) 佐 阵 4 是 可 逆 的 ， 
(ii) 存 在 一 个 正教 ec， 使 得 对 及" 中 所 有 的 点 关 ， 有 
| 48 1 clhl. 
正如 在 15, 1 节 所 讨论 的 ， 对 于 nm xm 和 矩阵 4 相伴 的 一 个 线性 映射 了 7:R 一 R" ,断言 ; 线性 映 
射 T.,R" 一 R" 可 赣 等 价 于 矩阵 4 是 可 首 知 阵 ， 这 梓 ， 如 果 邻 月 =w-v， 及 由 线性 性 可 看 到 
T(wu-v) =T(w) -Tryr)， 从 上 述 定理 知 ， 线 性 上 映射 了 :R 一 R" 是 可 逆 的 ， 当 且 仅 当 存 在 正 数 
c， 使 得 对 R" 中 所 有 的 点 下 及， 有 
Fe -To cw-vl. 
由 此 我 们 给 出 下 述 关于 一 般 映射 的 定义 . 
定义 ” 设 〇 是 RR" 的 子 集 ， 了 映射 下 :OO 一 R" 称 为 稳定 的 (stable)， 如 果 存 在 一 个 正 数 c( 它 称 
为 这 个 映射 的 稳定 常数 ，stability constant)， 使 得 对 人 〇 中 所 有 的 点 如 与 9， 
[FCOu) -FO 2 elu-vl. (16. 11) 
本 节 的 主要 结果 是 ， 如果 一 个 连续 可 微 映射 在 一 点 处 有 可 道 的 导数 矩阵， 则 存在 这 点 的 一 
个 邻 域 ， 使 这 个 映射 是 稳定 的 ， 为 证 明 它 ， 首 先 建立 下 述 关 于 逆 捧 阵 的 扰动 结果 是 有 用 的 . 
引 理 16.8 设 4 是 可 递 的 mxP 纸 阵 ， 且 cc 是正 数 ， 使 得 对 及 中 所 有 的 点 有 ， 有 
1 ARN ec 天 让. 


如 果 日 是 nxn 短 阵 且 上 1B-Ai < 本 ， 则 对 R" 中 所 有 的 点 及 ， 有 


[Bh > 1hl. (16. 12) 
特别 地 ， 对 每 对 下 标 i(1<isn), j(1<j<n)， 有 


[ay - ble 
则 (16. 12 ) 式 成 立 . 
证 明 设 h 和 是 R" 中 一 点 ， 由 于 
Ah = Bh+[A-B]h, 
由 三 角 不 等 式 得 
ARL < Bhl| + IlA4~Blhl, 
由 广义 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 得 
1 4 天 1 2381+14 一 下 1， 
但 由 假设 
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cs 14h1 及 14-BI < 三， 
得 
Bh > hl. 
最 后 ， 如 果 BB -4 的 每 个 元 率 的 绝对 值 小 于 c/2n， 则 由 矩阵 的 模 的 定义 得 


IB-aAl 


因为 六 (a - 6b,)* 是 w 个 每 项 小 于 ce/4n? 的 和 . 加 


lt, iE 


定理 16. 9( 非 线性 的 稳定 性 定理 ) 设 OQ 是 R" 中 的 一 个 开 子 集 ， 并 假设 映射 下 :中 一 R" 是 连 
续 可 微 的 ， 假 设 x, 是 中 中 的 点 ， 此 点 处 的 导数 短 阵 
DF(x.) 是 可 送 的 . 
则 存在 xx, 的 邻 域 凡 ,使 得 
(1) 映射 UR" 是 稳定 的 . 
(让 ) 导 数 炬 阵 DF(x) 在 U 中 的 每 一 点 x 处 是 可 北 的 . 
证 明 ”因为 矩阵 DF(x. ) 是 可 逆 的 ， 由 定理 16.7 知 ， 我 们 可 选取 一 正 数 ec， 使 得 对 R" 中 
所 有 的 h， 有 
I DF(x.)h| >clht. (16. 13) 
因为 映射 下;O 一 民 是 连续 可 微 的 ， 所 以 可 选择 正 数 rr， 使 得 开 球 过 = 8B,(x,) 包 含 在 内， 并 有 
性 质 : 对 UU 中 每 一 点 z 及 每 一 对 下 标 认 1<i<n) 与 (1<j<n)， 使 得 
oF 
En 
估计 式 (16. 13) 与 (16. 14) 及 引 理 16.8 一 起 剖 涵 着 ， 如 果 B 是 任意 nxn 答 阵 ， 对 每 一 对 下 标 
(lsisn), jl<jsn), 对 UU 中 某 个 点 z,， 有 


OF, € 
(z) -ae < 237 (16.14) 


oF 
by = (zy), (16. 15) 
则 对 R" 中 所 有 的 有 
| Bk > hi. 


为 证 明 FF;V 一 及 ' 是 稳定 的 ， 令 & 和 v 是 上 5 中 不 同 的 点 ， 根 据 对 映射 的 中 值 定理 ， 有 nn 个 点 z,，…，z， 
位 于 点 w 与 之 间 的 线段 上 ， 使 得 如 果 召 是 mxn 和 矩阵 ， 它 的 第 上 行 是 VB (z)(1<i<n)， 则 
F(u) ~- F(v) = B(wu ~ v). 
但 是 B 是 一 个 由 (16. 15 ) 所 描述 的 那样 的 知 阵 ， 其 中 z=z,， 从 而 


IF(u) -Fl = Bu-v) l= le -rl. 


这 证 明了 映射 FF:U 一 R" 是 稳定 的 
为 证 明 对 忆 中 的 每 个 x，DF(x) 是 可 道 的 ， 只 要 注意 到 对 UVU 中 的 x，DF(x) 正 是 由 
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(16. 15 ) 所 描述 的 那样 的 矩阵 ， 其 中 z, =x， 因 而 对 R 中 所 有 的 点 上 ， 


DF(x)hl| > lh 


这 样 ， 由 定理 16.7 得 ， 导 数 矩 阵 DF(4x) 是 可 逆 的 . 国 
习题 


l. 


ta 业 


7, 


8. 


设 ”是 奇 正 整数 ， 对 及 中 的 每 个 x， 定义 f(x) =x 
a. 证 明 : 函数 f:R 一 R 是 一 对 一 及 映 上 的 . 
b. 运用 每 函数 的 差 的 公式 证 明 : 如 果 n>1， 则 函数 /:R 一 R 是 不 稳定 的 . 


. 设 / 是 一 开 区 间 ， 并 假设 函数 f:1 一 R 是 可 微 的 .证 明 :f:1 一 RR 是 稳定 的 ， 具有 稳定 常数 <， 当 且 仅 当 对 1 中 


所 有 的 x， 有 
If'(x)1l>¢. 


.对 R” 中 的 (x，yY) ， 定 义 


G(x,y) = (x ,7). 
证 明 : 在 (0, 0) 处 不 存在 邻 域 U， 使 得 G:R” 一 R 是 稳定 的 . 


. 稳定 的 映射 的 和 也 是 稳定 的 吗 ? 
. 假设 函数 /: [0，% ) 一 [0，% ) 是 连续 且 稳 定 的 , f(0) =0. 证 明 ; f: [0,，w) 一 [0，%m ) 是 一 对 一 且 映 


上 的 ， 


- 求 一 个 常数 > >0， 使 得 和 矩阵 


| 站 0] 
[ l | 
ec QO 1 


在 |al <y,，1681 <y 及 1c1l <y 时 为 可 道 的 . 

(一 个 整体 反 遂 数 定理 ) 假 设 f;R 一 RR 是 连续 且 稳 定 的 .。 证明: f:R 一 民 是 一 对 一 鼎 上 的 ，( 提 示 ; 同时 证 明 
fA([0，%m)) 及 扩 ( -wm ，0|) 是 无 界 的 ， 其 中 一 个 是 上 无 鹤 而 胃 一 个 是 下 无 腊 .) 

令 U 是 R* 的 一 个 开 子 集 , 假设 连续 可 微 上 映射 U 一 R" 是 稳定 的 . 证 明 : 对 中 每 一 个 点 xx， 导 数 矩 阵 
DF(x) 是 可 逆 的 ，( 提 示 ; 运用 一 阶 通 近 定 理 .) 


16. 3 极 小 化 原理 与 一 般 反 函数 定理 


为 了 证 明 平 面 上 以 及 推广 到 一 般 欧 几 里 得 空间 上 的 反 函 数 定 理 ， 我 们 必须 面 对 这 样 的 问 


题 : 如 何 去 证 明 一 个 特殊 的 点 位 于 一 个 映射 的 象 上 .， 对 于 一 元 实 值 范 数 ， 介 值 定 理 是 十 分 有 用 
的 ， 因 为 对 于 定义 在 区 间 上 的 连续 函数 ， 要 证 明 一 个 点 位 于 是 数 的 得 上 ， 只 要 证 明 有 了 虎 数 值 同 
时 大 于 及 小 于 这 一 点 . 介 值 定理 不 容易 推广 到 象 位 于 R (m >1) 的 映射 上 ， 因 此 我 们 将 寻找 一 
个 不 同 的 策略 .为 了 说 明 一 个 特殊 的 方程 有 一 个 解 ， 我 们 引进 一 个 具有 如 下 性 质 的 辅助 函数 : 
这 个 辅助 函数 的 极 小 值 点 是 给 定 方程 的 解 . 


命题 16. 10( 极 小 化 原理 ) ” 设 U 是 R" 的 一 个 开 子 集 ， 假 设 映 射 上 :U 一 R" 是 连续 可 微 的 . 


此 外 ， 假设 在 U 中 的 每 一 点 处， 导数 矩阵 DRx) 是 可 递 的 ， 今 了 是 民 中 的 一 点 ， 定 义 函 数 
FE5.U 一 及 为 


E(x) = | F(x) -yl', xevU. 


G 符号 E 用 来 表示 误差 (error)， 因 为 E(x) = | F(x) -7 了 1 是 一 个 点 zx 离开 方程 F(x) = 了 的 解 有 多 远 的 度量 - 
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则 下 述 两 个 断言 是 每 价 的 : 

(i) 点 yy 位 于 下 ;:U 一 R' 的 象 上 . 

(二) 阴 数 EU -中 达到 极 小 值 

证 阴 因为 对 忆 中 的 每 一 点 ,五 (x)0. 如 果 y 位 于 映射 下 :U 一 R" 的 象 上 ， 则 孔 数 
E:U -> R 达到 信 0， 并 县 0 肯定 是 上 的 极 小 值 ， 从 而 断言 (1) 列 涵 断言 (ii). 

反之 ,假设 函数 EU 一 R 达到 极 小 值 ， 设 0 中 的 点 x 是 明 数 :VU 一 RB 的 极 小 值 点 ， 则 在 
点 x 处 有 

vE(x) = 0. 
考虑 到 对 每 个 下 标 i(1 <<i<n)， 
0 = E(x) = B28(r) -7 7), (16. 16) 
因此 EE 的 柳 度 可 以 用 DF 的 转 置 表示 为 
VE(x) = 2[DF(x)]' (F(x) -y). 
从 而 得 
2[DF(x)]'(F(x) -y) = 0. (16. 17 ) 
由 假设 ， 和 矩阵 DF(x) 是 可 道 的 ， 由 定理 1$. 23 知 ， 它 的 转 置 [PF(x)] 也 是 可 逆 的 . 
但 是 对 人 尾 一 ?xz 可逆 和 矩 阵 4 及 R" 中 的 点 区 
Au =0， 当 且 仅 当 & = 0. 
从 而 由 (16. 17) 推 出 F(x) -=0， 印 
F(x) =y. 加 

为 了 运用 上 述 极 小 化 原理 ， 必 须 建 立 某 些 定 义 在 R" 的 开 子 集 鞋 的 连续 了 酒 数 有 极 小 值 ， 推 
论 11. 23 断言 定义 在 R" 的 有 界 闭 子 集 上 的 每 个 连续 实 值 函 数 有 极 小 值 ， 对 于 R* 中 的 点 x。 及 
r>0，x 的 半径 为 + 的 闭 球 (closed ball， 记 为 CB (xz ) ) 定 义 为 

CB(xo) = zeR dat(x,xY)y sr 
闭 单位 球 CB, (x。) 是 R" 的 有 界 闭 子 集 ， 假 设 f:CB, (xo) 一 良 是 连续 的 且 满 足 当 dist(x ，xo) =r 时， 
f(xo) < f(x). (16. 18) 
推论 11. 23 蕴涵 着 函数 户 CB (x。) -， RR 在 CB,(x。) 上 达到 极 小 值 ， 由 假设 (16. 18) 推 出 这 个 极 
小 值 点 不 会 出 现在 disttz，z) =r 上 ， 这 样 ， 限制 函 数 /:CB, (x。) 一 R 是 在 开 集 上 定义 的 连续 
哆 数 ， 且 在 定义 域内 达到 极 小 值 ， 这 便 是 我 们 运用 极 小 化 厌 理 的 一 种 策略 . 

引 理 16. 11( 开 映 象 引 理 ) 设 上 是 RR" 的 开 子 集 ,， 假设 连续 可 微 映射 :UU 一 R" 是 稳定 的 且 
在 UU 中 每 一 点 有 一 个 可 北 的 于 数 矩 阵 ， 则 人 象 F(U) 也 是 开 的 . 

证 明 设 y 是 F(U) 中 的 一 点 ,我们 需 证 明 y。 是 FF(U) 的 内 点 ， 即 是 需 找 到 某 个 正 数 ~， 
使 得 开 球 B,(y。) 包 含 在 F(U) 内 ， 为 做 到 这 一 点 ， 设 x。 是 U 中 使 F(x6) =y 的 点 ，、 因 为 U 是 
开 的 ， 我 们 可 选取 一 个 正 数 r。， 使 得 闭 球 CB,(x。) 包 含 在 U 内 ， 正 如 上 面 指 出 的 ，CB, (x。) 是 
闭 且 有 洁 的 ， 定 义 S= |xeR” | dist(x,， xo) =r|. 在 象 内 构造 一 个 开 球 ， 如 图 16. 3 所 示 . 

由 假设 ， 映 射 :U -» R" 是 稳定 的 ， 因 此 我 们 可 选取 正 数 <， 使 得 对 U 内 所 有 的 点 4，s， 

[IF(u) -FF chu-v. 
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特别 地 

F(x) -yo = F(x) -~ F(xo) || 守 cdist(x,x6) = crr，YEe 49. (16. 19) 
定义 r=cro/2， 我 们 断言 ， 开 球 B,(y。) 包 含 在 F(U) 内 ， 为 证 明 这 一 点 ,我们 运用 极 小 化 原理 . 
选取 B,(yo) 中 一 点 》. 


图 16.3 在 象 内 构造 一 个 开 球 


定义 辅助 函数 E:CB, (x。) 一 R 为 
E(x) = | F(x) -y| , x € CB, (xo). 
由 估计 式 (16. 19) 及 三 角 不 等 式 得 ， 当 dist(x, xo) =r 时 ， 
cro | F(x) -yoll < | FCOx) -yy| + |y-yol 
< | F(x) -yl +cer,/2, 
因此 
cr/2.< | F(x) 一 了 了 |， 
从 而 当 dist(x，x,) =r 时， 
E(xo) < E(x). 
从 引 理 的 论证 我 们 得 结论 : 过 在 开 球 B (xs) 达 到 极 小 值 . 由 极 小 化 原理 推 知 ，y 在 象 
F(B, 《xo)) 内 这样 ， 阅 心 为 > 半径 为 r 的 开 球 包含 在 F(U) 内 . 图 
定理 16. 12( 反 峭 数 原理 ) 设 扣 是 民 的 一 个 开 子 集 ， 并 假设 映射 ;中 一 民 " 是 连续 可 微 的 . 
令 工 ,是 中 中 一 点 ， 此 点 处 导数 和 佐 阵 


DF(x.) 是 可 谤 的 . (16. 20) 
则 存在 点 xX, 的 一 个 邻 域 U 和 它 的 象 F(x,) 的 一 个 邻 域 VW， 使 得 映射 
FU 一 上 V 是 一 对 一 且 映 上 的 . (16.21) 


而 有 全， 北上 映射 下 - :V 一 U 也 是 连续 可 微 的 ， 且 对 VV 中 的 一 点 y， 如 果 在 U 中 的 一 点 x 处 有 
F(x) =y， 则 
DF''(y) = [DF(x)]. (16. 22) 
证 明 由 非 线性 稳定 性 定理 ， 我 们 可 以 选取 x, 的 一 个 邻 域 U 及 一 个 正 数 <， 使 得 对 UU 中 
所 有 的 点 ww 及 v， 有 


436| 


308 第 16 章 


上 天 人) -Fl(v)| cu-v|, (16. 23 ) 
县 对 VU 中 所 有 的 点 *， 
DF(x) 是 可 逆 的 . (16. 24 ) 
我 们 可 以 依 助 开 象 引 理 得 到 下 (7) 是 开 的 ， 并 记 为 上 这样, 已 是 x. 的 邻 域 , Y 是 象 
Fr.) =y .的 一 个 邻 域 ( 如 图 16.4 所 示 )， 映射 FU 一 VV 是 一 对 一 旦 映 上 的 ， 并且 对 U 中 所 有 
的 点 x，DF (x) 是 可 逆 的 . 下面 只 需 证 明 这 个 道 映 射 下 :V 一 UV 也 是 连续 可 微 的 及 公 
式 (16. 22) 成 立 . 


图 16.4 下 把 一 个 邻 域 映 成 一 个 邻 域 


首先 ， 我 们 证 明 逆 映射 是 连续 的 ， 然 后 建立 公式 (16. 22). 一 旦 这 样 做 了 ， 逆 映射 的 连续 
可 微 性 可 由 一 个 公式 得 到 ， 这 个 公式 将 mxpnm 和 矩阵 的 道 和 矩阵 的 元 素 由 这 个 矩阵 的 元 素 表 示 出 ( 见 
习题 10. ) 

令 y 是 V 中 的 点 ， 而 x 是 上 U 中 的 点 ,使 得 F(x) =y， 对 VY 中 的 点 了 +k， 定义 h=F (y+k) - 
F~(y). 这 样 ， 


F(x) =y, F(x+h) = 了 十 天. (16. 25) 
从 稳定 性 估计 式 (16. 23) ， 我 们 获得 下 述 估计 : 
TK = Frz+A) -F(x)| clhkl. (16. 26) 


因为 =F-'(y +k) -F-'(y) ， 上 面 估计 式 可 改写 成 
[Fy + -FN < 二 1， 


由 此 得 天- :V 一 U 在 点 y 处 的 连续 性 . 
现在 来 建立 公式 (16. 22)， 为 此 定义 
B = (DF(x)) . 
根据 定理 15. 32， 为 证 (16.22)， 只 需 证 明 


vm [PF (y+k)-[F (y) + Bk] 


= 0. 16. 27 
Em Tel (10.27) 
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注意 ，(16. 26) 为 (16.27) 的 分 人 母 提供 了 一 个 有 用 的 下 者， 为 了 对 分 子 寻 找 有 用 的 上 界 ， 观 
察 到 


Fl(y+k)-[F'(y) +Bk] =h- Bi = BIB'h—-k] 
=B[IDF(x)h -F(x+h) + F(x)]. 
因此 ， 运 用 广义 的 柯 西 - 施 瓦 区 不 等 式 得 
IF (y+k)-[F (y) + BK] < IBI: F(x+h) - (F(x) + DF(x)h)|. 
(16. 28) 
从 估计 式 (16. 26) 及 (16.28)， 我 们 对 (16. 27) 的 左边 部 分 的 商 得 到 下 述 估 计 : 
NF (7 +k) - [FF (y) + 可 下 ] ‖ lal FCx +h) - [F(x) + DFCOXORI } 


| 是 :者 | c nl 
(16. 29) 
估计 式 (16.26) 蕴涵 着 当 上 一 0 时 ,kh 一 0， 所 以 由 一 阶 通 近 定理 知 ， 当 一 0 时 ,估计 
式 (16. 29) 的 右边 收敛 于 0， 因 此 (16. 29) 的 左边 也 如 此 . 这 就 证 明了 (16. 27). 国 


习题 


1， 对 下 列 映射 下 : R' 一 RY ， 在 R 中 确定 点 (xo，》，z 如 )， 使 得 反 函 数 定理 在 这 点 上 可 应 用 : 
a. F(x, y, z) = (ecosy, e'siny, 2 ), (x, y, 2) eR. 
b. F(x, y, z) = (yz, xz, XY), (%, y, 2) eR’. 
2. 对 RR! 中 的 点 (p，90，$)， 定 义 F(p, 090, 中) = 【psin 和 cogg，psindsing6，pcos 由 )， 在 有 只 中 哪些 点 (p。，9,， 中 ) 
处 ,， 反 函 数 定理 可 应 用 于 映射 F: R 一 R ? 
3. 假设 函数 光 ，R' 一 R ，p: R' 一 RR 是 连续 可 微 的 ， 对 及 中 的 点 (x*，y，z)， 定 义 
F(x,sy,2) = (BEXSYS 2) POXY,E) ,Wry,s)) + (p(x,7,7)) ). 
a， 用 解析 方式 说 明 为 什么 对 映射 下， R 一 R 在 R 中 不 存在 点 (x。，y。，z6。)， 使 得 反 滞 数 定 理 的 假设 成 立 . 
b. 用 几何 方式 说 明 为 什么 对 映射 FR* 一 R 在 R 中 不 存在 点 (x。，y。，zo) ， 使 得 反 函 数 定理 的 结论 成 立 . 
4. 对 n=3 的 情况 ,借助 映射 和 它 的 逆 的 分 量 隔 数 的 一 阶 偏 导 数 ， 用 显示 方式 表示 矩阵 公式 (16. 22) 的 内 涵 . 
$. 设 4 是 mxn 禾 阵 ，c 和 x. 是 R 中 的 点 ， 定义 仿 射 映射 G:R" 一 R 为 
G(xX) =c+A(r-x,.), eR. 
证 明 ; 映射 G;R" 一 R" 是 一 对 一 县 揣 上 人 的 ， 当 且 仅 当 短 阵 A 是 可 道 的 ， 
6. 对 RR 中 的 x， 定 义 f(x) = 
a. 证 明 : 若 马 是 及 的 任意 一 个 不 包含 0 数 开 子 集 ， 则 入 口 ) 是 开 的 . 
b, 证 明 : 车 O 是 R 的 一 个 含 0 的 开 子 集 ， 则 所 口 ) 不 是 开 的 . 
7. 给 出 一 个 连续 可 微 映射 丰 : R* 一 R" 具有 如 下 性 质 的 例子 : 不 存在 R" 的 开 子 集 UU， 使 得 F(U) 在 R" 中 是 
开 的 ， 
8. 设 了 /是 实数 的 一 个 开 区 间 ， 并 假设 中 数 太一 及 是 连续 的 . 设 c 是 一 个 实数 ， 固定 区 间 1? 中 的 一 数 x。， 定 义 
辅助 函数 上 :RR 一 RR 为 


H(x) = ex - [fls)ds, «el 
对 了 中 的 一 点 x， 证明 : 如 果 H'(x) =0,， 则 f(x) =c。 如 果 函 数 用 :一 及 有 局 部 极 值 点 ， 则 < 是 /7 一 及 
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的 象 . 
9. 给 定理 16. 1 一 个 证 明 ， 以 极 小 化 原理 代替 介 值 定理 用 来 证 明 是 包含 在 所 站) 中 . 
438] ”10. 运用 克 菜 姆 法 则 及 逆 映 射 *”:V -> U 的 连续 性 证 明 ; 公式 (16. 22) 蕴 沽 道上 映射 严 ” :VU 是 连续 可 微 的 . 
11. 〈 整 体 反 西数 定理 ) 假设 映 射 RF: R" 一 有 是 连续 可 微 且 稳定 的 ， 通 过 验证 下 面部 分 的 每 一 个 证 明 映 射 
F:R" 一 R 是 叮 逆 的 . 
a， 对 及 " 中 的 每 一 点 x， 导 数 和 矩阵 DF(x) 是 可 北 的 . 
b. F(R") 的 象 是 R" 的 开 子 集 (提示 :; 应 用 有 反 星 数 定理 ). 
c. F(R" ) 的 象 是 R 的 际 子 集 ( 提 示 ; 运用 稳定 性 及 闭 性 的 定义 ). 
439 d. 证 明 F(R") =R (提示 : 集 F(R ) 在 R" 中 是 既 开 又 也 的 ， 且 R" 是 连通 的 ). 
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17. 1 两 个 未 知 元 的 标量 方程 的 解 : 迪 尼 定理 


对 平面 R” 的 开 子 集 O 及 一 个 连续 可 微 函 数 f:O 〇 一 RR, 方程 
xy) =0, (x,Y) ee OO (17.1) 
的 解 集合 通常 是 平面 的 … 个 非常 复杂 的 子 集 ， 在 特殊 情况 下 ， 这 个 解 集 可 以 不 是 一 个 函数 规定 


的 y 作为 x 的 函数 的 图 形 ， 然 而 ， 若 点 (z， 和 ) 是 这 个 方程 的 解 且 35(z， 加 ) x*0， 则 存在 点 


(x。，Yo) 的 一 个 具有 如 下 性 质 的 邻 域 : 在 这 个 邻 域内 的 这 个 方程 的 解 组 成 一 个 连续 可 微 函 数 
gE:1 一 R 的 图形, 这 里 1 是 含 % 的 一 个 开 区 间 ， 而 且 ， 用 隐 含 方式 定义 的 函数 g:! 一 及 的 导数 
可 以 借助 函数 f: OR 的 偏 导数 计算 ， 这 个 断言 称 为 迪 尼 定理 ， 它 有 一 个 称 为 一 般 隐 函数 定理 
的 扩充 ， 给 出 
Fi =0, weE 

这 种 形式 的 方程 的 解 集合 的 一 个 类 似 的 局 部 描述 ， 其 中 OO 是 欧 几 里 得 空间 R"** 的 一 个 开 子 集 ， 
映射 下 :OO 一 R 是 连续 可 微 的 . 

本 节 将 给 出 迪 尼 定理 的 一 个 证 明 及 一 些 例 子 ， 在 17.2 节 我 们 将 证 明 一 般 隐 消 数 定理 ， 最 
后 两 节 将 介绍 隐 范 数 定 理 的 应 用 ， 首 先 考虑 及 中 的 路 径 及 曲面 的 几何 ， 然 后 考 虚 约 上 束 极 值 
问题 . 

例 17.1 考虑 方程 


2 2 
和， 由 - 2 
5 + 16 1， (x,y) E R’. (17.2) 


这 个 方程 的 解 是 以 原点 为 中 心 的 椭圆 上 的 点 ， 首 先 考 虑 (x。，y,。) = (0, 4)， 这 是 椭圆 的 上 顶 
扩 ， 对 于 介 于 0 与 3 之 间 的 数 r， 定 义 1 是 开 区 间 ( -r, r) 且 对 1 中 的 x， 定 义 函 数 g:1 一 R 为 
g(x) =4VY1 -x /9. 这 时 存在 解 (0，4) 的 一 个 邻 域 ， 它 具有 如 下 性 质 ， 方程 (17.2) 在 这 个 邻 域 
内 的 解 集 由 形 如 (x*，g(x))(xe7) 的 点 组 成 (如 图 17.1 所 示 ). 现在 考虑 解 (0，4) 的 第 二 个 分 


图 17.1 方程 Kxz，y) =0 在 解 (x,。，y。) 附 近 的 解 
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量 ， 注意 ,不 可 能 找到 数 4 的 一 个 领域 和 一 个 通 数 hh:J 一 及 以 及 解 (0. 4) 的 一 个 邻 域 ， 在 这 
个 邻 域 中 方程 (17.2) 的 解 集 由 形 如 (h(y)，y) (ye7) 的 点 组 成 ， 在 椭 图 的 其 他 每 个 顶点 处 ， 都 可 
以 找到 这 个 顶点 的 一 个 邻 域 ， 在 这 个 邻 域内 对 方程 (17.2) 的 解 有 类 似 的 描述 ， 另 --- 方 面 ， 方程 
(17.2) 的 一 个 解 (x。，Yy,) 不 是 椭圆 的 顶点 ， 在 (x。，yo) 的 邻 域 中 ， 方程 (17.2) 的 解 赋 可 以 是 x 为 
y 的 请 数 ， 也 可 以 是 y 为 x 的 函数 . 我 们 把 这 个 特定 函数 的 计算 留 作 习题 . 加 

例 17.2 方程 

y -x =0, (x,y) eR’ (17.3) 

的 解 集合 包含 平面 内 位 于 直线 y =zx 或 直线 y = -x 上 的 点 ， 在 方程 (17.3) 的 每 个 不 等 于 (0，0) 
的 解 (x。，y。) 处 ， 存 在 (x。，Y。) 的 领域 ， 其 中 方程 (17.3) 的 解 集合 既 可 以 确定 x 是 y 的 函数 ， 
也 可 确定 7 是 x 的 也 数 . 原点 (0，0) 是 方程 (17.3) 的 一 个 解 ， 但 不 存在 (0，0) 的 邻 域 ， 使 得 解 
集合 与 一 个 削 数 的 图 形 是 一 致 和 的 ， 这 个 函数 把 点 (x，Y) 的 一 个 分 量 表 示 为 另 一 个 分 量 的 菠 数 . 国 

上 面 的 两 个 例子 中 的 方程 是 如 此 简单 ， 使 得 我 们 可 以 显 式 确定 这 两 个 非 线 性 方程 的 全 部 
解 。 一般 来 说 ， 这 肯定 是 不 可 能 的 . 由 此 ， 下面 定理 是 重要 的 . 

定理 17.3( 迪 尼 定 理 ) 设 品 是 平面 R 的 开 子 集 ， 假设 函数 f: 〇 一 R 是 连续 可 微 的 ， 令 
(xzo，7yo) 是 口中 一 点 ， 有 有 拟 xo，yo) =0 及 


of (yo) 天 0. (17. 4) 
9Y 


那么 存在 一 个 正 数 r 和 一 个 连续 可 微 函 数 g:1 一 有 ,其 中 了 7 是 开 区 间 (x, -r，x +r), 使 得 对 J 
中 所 有 x， 
f(x,g(x)) = 0. (i) 
且 当 |x-x | <r，1y-yo1 <r 及 f(x,y) =0 时 ， 
y = g(x). ( ii) 
此 外 ， 对 了 中 所 有 的 x， 


(xg(*)) + U(x,g(4))e'() = 0. (1) 


证 阴 我 们 可 设 思 (za， yo) > 0. 因为 〇 是 开 集 及 函数 站 :OR 是 连续 的 ， 且 在 (xo，7o ) 为 


正 ， 所 以 我 们 可 选 正 数 a。 和 ec， 使 得 闭 的 正方 形 尺 = [xo -a， x。 +a] x [y。-a，y。 +a] 包 含 在 O 中 
上 且 对 民 内 所 有 的 点 (x，y)， 


Y (7,y) 之 £. (17.5) 
07 
由 一 元 实 变量 的 标量 师 数 的 中 值 定理 知 ,， 当 1 x -xl <a 及 yo -asy, <y,<yo+a 时， 
f(x,7.) < f(x,7,). (17.6) 


特别 地 ， 因 为 八 x。，yY。) =0， 所 以 得 出 作 x。，y。 -4a) <0 <fxo， yo +a)， 如 图 17.2 所 示 ， 此 
外 ， 函 数 ./:O 一 R 是 连续 的 ， 因 为 它 是 连续 可 微 的 . 这 样 ， 我 们 可 选取 一 小 于 a 的 正 数 >， 震 
令 1=(xo-r，xo+r)， 则 对 了 中 所 有 的 x 有 

f(x,yo —- a) <0 < f(x,yo + a), 
设 x 是 5 中 一 点 ，Ax，7) 的 符号 的 改变 如 图 17.3 所 示 ， 因 为 f(x, yo -a) <0 及 f(x, yo +a) >0， 
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根据 介 值 定理 ， 存 在 介 于 y。 -a 与 yo。+a 之 间 的 某 一 点 y, 使 得 所 zx，7) =0， 并 由 (17.6) 知 ， 仅 有 


唯一 个 这 样 的 点 ， 定 义 g(x) 是 这 一 点 ， 这 显然 定义 了 一 个 肾 数 g:1 一 RR ， 它 具有 性 质 (i) 及 (ii)， 


他 
BW>0 


yo ® (xo, y0) 


上 S 


wm-r Xo Xot+r 


图 17.2 对 中 所 有 的 x, f(x, Yo -a) <0 <f(x, yo +a) 


Wr zw w+tr 


图 17.3 fx, YY) 的 符号 的 改变 


我 们 现在 来 证 明 g :1 一 R 是 连续 可 微 的 及 在 点 x。 处 导数 公式 (十) 成 立 ， 事实 上 , 令 x。+h 

是 1 中 一 点 ， 则 由 定义 知 ，f(xo +h，g(xo+h)) =0 且 f(x。，g(xo))=0， 特别 地 ， 
0 = f(xo +h,g(xo +h)) -f(xo,g8( ro)). 

根据 对 于 二 元 实 变 量 标量 肾 数 的 中 值 定 理 ， 在 连接 点 (x。，g(zxo)) 与 (x。+h，g(x。+ 上 )) 的 线 
段 上 存在 某 一 点 ， 记 为 p(h)， 在 此 点 处 有 

flxo +h,e(xo +h)) -f(xo,g(x0)) = (ph))h + Up(h)) [el +h) -g(xo)]. 
上 式 左 端 是 0， 因 此 有 

g(xo +h) -g(x0) =- [ 芯 (P(k))7 Lp) ?天 (17.7) 
Ox OY 


由 于 函数 9f/9x :OO 一 R 是 连续 的 且 闭 的 正方 形 R 是 平面 的 一 个 列 紧 子 集 ， 由 极 值 定理 ， 我 们 可 
选取 一 正 数 小 ， 使 得 对 只 中 所 有 的 点 (xz，7) ， 
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< MM. 


Ys,y) 
运用 这 个 不 等 式 及 不 等 式 (17.5) ， 由 公式 (17.7) 得 出 如 果 xo +h 在 1 内 ， 则 
em +h) -g(xo) | < 一 |. 


因此 栖 数 g:7 一 及 在 点 zx 处 连续 ， 由 于 点 p(h) 在 连接 点 (x。，g{xo)) 和 (xo+h，g(x。+h) ) 之 
闻 的 线段 上 ， 于 是 得 出 


limp(h) = 〔xo yyo) 
如 果 我 们 在 (17.7) 两 边 除 以 及 运用 f: O 一 RR 的 一 阶 偏 导数 在 点 (xx ，y ) 处 的 连续 性 ， 由 
(17.7) 得 出 


lim Se + Ec) = — A A 
这 意味 着 & 在 x。 处 可 微 且 公式 (十 ) 在 zx。 处 成 立 ， 但 是 对 区 间 中 任意 其 他 点 x*， 它 满足 与 x。 
相同 的 假设 ， 因 而 (让 ?对 7 上 中 所 有 的 点 成 立 . 加 
例 17.4 考虑 方程 
cos(x + 了 ) + 7 +3x 一 2 一 和 入 =0，(x,y) e 及 (17. 8 ) 


对 R” 中 的 (x，y)， 定 义 f(x, yy) =cos(xX+y) +er +3x-2 -xy’, 则 (zx，7y) 是 (17.8) 的 解 当 
且 仅 当 /(*，,y) =0， 注 意 (0，0) 是 (17.8) 的 一 个 解 ， 且 


oY -3 - 
3(00) = 3， (0,0) = 1 


由 迪 尼 定理 可 推出 存在 正 数 "及 一 个 连续 可 微 函 数 g:/ 一 R , 使 得 对 了 中 所 有 的 >x， 

cos(x + g(x))+ es +3x -2 -xi(g(x)) = 0. 
这 里 1 是 开 区 间 ( ~r,r). 此 外 ， 如 果 (*，7y) 是 方程 (17.8) 的 一 解 且 有 1 xl <r 及 17yl <r， 
则 y=g(x). 最 后 ，&g'(0) 可 由 公式 


Y (0,0) + Y(0,0)g'(0) = 0 
Ox DY 


确定 ， 所 以 gz (0) = -3. 国 
在 迪 尼 定理 中 ， 假 设 af/9y(xo。，yo) 0 可 以 由 假设 3f/3x(x。，y。) #0 替换 ， 且 结论 中 除 x， 
y 的 角色 互 换 外 其 余部 分 相同 ， 这样 ， 如 果品 是 平面 R 的 开 子 集 ， 如 果 函 数 六 .OO 一 R 是 连续 可 
微 的 ， 以 及 在 有 f(x。，yo) =0 且 O 中 的 点 (x。，Y。) 处 
VAxoyyo) ¥ (0,0), 
则 存在 (x。，y。) 的 一 个 邻 域 ， 在 这 个 邻 域 中 方程 (17. 1 ) 的 解 形成 连续 可 微 函 数 的 图 形 ， 这 个 函 
数 把 解 (x，y) 中 的 一 个 分 量 描述 为 另 一 个 分 量 的 函数 . 
例 17.5 考虑 方程 
eo -1=0， (x,y)eR:. (17.9) 
对 R 中 的 (x,，y)， 定 义 f(x,，yY) =e 090 -1， 则 点 (x，y) 是 方程 (17.9) 的 解 当 且 仅 当 
f(x，7Y) =0. 观察 到 点 (2，1) 是 方程 (17.9) 的 一 个 解 ， 且 
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Y -1 总 - 
3 人 (21 ™ l， 9y 1 ™ 0, 


由 迪 尼 定理 并 把 变量 * 与 y 的 角色 交换 可 推 得 ， 存 在 一 正 数 r 及 一 个 连续 可 微 函 数 h:J 一 RR,， 
使 得 对 了 中 所 有 的 7， 

ACID -2 1) -1 = 0 ， 
这 里 J 是 开 区 间 (1 -r，1 +r). 更 进一步 ， 如 果 (x，7) 是 方程 (17.9) 的 解 ， 且 1xzx-21 <r 及 
1y-11l <r， 则 x=AR(y) 最 后 ，h'(1) 可 由 公式 


gz2 RL) + 一 21) =0 
Ox GY 


确定 ， 所 以 h'(1) =0. 图 
当然 、 迪 尼 定 理 可 用 来 分 析 如 下 形式 的 方程 
中 (x,7y) = n(x,7), (xy) € ©. (17. 10 ) 
对 O 〇 中 的 (x，y) ,简单 地 定义 fx, 7Y) = 由 (<，7) -ntx，Y). 所 以 方程 (17. 10) 的 解 恰 好 是 方 
程 (17. 1) 的 解 . 特别 地 ， 对 -- 个 实数 c， 我 们 可 以 分 析 方 程 
A(x,y) =c， (xy) E 吕 (17.11 ) 
的 解 . 对 一 给 定 的 数 c<， 方 程 (17. 11) 的 解 集 通常 称 为 函数 f:O 〇 一 R 的 水 平 曲 线 (level curve). 
为 证 明 使 用 术语 曲线 (curve) 是 正确 的 ， 因 为 迪 尼 定理 ,看 来 有 理由 假设 对 中 使 f(x, y) =e 
的 每 一 点 ， 
Vf/(zx,y) # 0, 
所 以 方程 (17. 11) 的 解 集 的 确 是 曲线 的 并 集 . 
我 们 用 一 个 关于 隐 式 微分 法 及 高 阶 导 数 的 说 明 来 结束 本 节 . 在 迪 尼 定理 的 最 后 的 断言 中 ， 
关于 隐 蚂 数 的 可 微 性 ， 一 昌 知 道 了 函数 g:1 一 RR 是 可 微 的 ， 及 对 中 所 有 的 x%， 
f(x,g(x*)) = 0， (17. 12 ) 
对 于 导数 g':7 一 及 的 公式 (和 让) 是 通过 对 (17. 12) 两 边 求 导 得 到 的 ， 这 个 方法 称 为 隐 式 微分 法 
(jimplicit differentiation). 进一步 ， 我 们 也 可 以 求 出 函数 8:7 一 及 的 高 阶 导数 ， 人 例如， 如果 过 
尼 定 理 陈 述 中 的 函数 . 帮 O 一 R 有 连续 二 阶 偶 导 数 ， 则 对 于 隐 式 定义 的 函数 g:! 一 及 从 公式 
(iii) 中 可 得 出 8 :17 一 R 本 身 是 可 微 的 . 我 们 把 对 公式 
U(x, g(x)) + U(x,8(#))e'(s) -0, xel 
的 每 一 端 求 导 得 到 隐 号 数 的 二 阶 导数 的 公式 
f(x,8(x)) +2 E(x,8(*))e'(s) + A(x,8(#)) [e's)] + U(x,g() )e"(s) = 0. 


(17. 13) 
留 作 习 题 . 


习题 
1. 考虑 方程 
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10. 


lil. 


12. 


x 7 ， 
证 + 二 = 1， (zx,y) ee R . 
3a， 夯 出 解 集 的 图 形 并 证 明 迪 尼 定 理 适 用 于 点 (2，3): 
b. 显 式 定 义 具 有 恕 干 狂 质 的 函数 85: 一 R : 在 解 (2，3) 的 一 个 邻 域 中 ， 所 有 的 解 都 具有 (x，g(x) ) 的 形式 ， 
xe 1， 并 检验 公式 (证) 对 g':1 一 R 是 成 立 的 . 
ec， 显 式 定义 具有 如 下 性 质 的 函数 ;一 R : 在 解 (2，3) 的 一 个 邻 城 中 ， 所 有 的 解 都 具有 (4h(y) ，y) 的 形式 ， 
yelJ. 


.考虑 方程 


fz.7) = (xz +7 -2)(x -7) =0, (ry) eR,. 
a. 通过 计算 偏 导数 证 明 YKx，y) =0， 并 且 因 此 在 下 述 每 一 个 解 中 ， 迪 尼 定 理 的 假设 都 不 成 立 : (0, 0)， 
(1, 1D), (1, -1), (-1, -DR -1, 1). 
b. 用 这 个 方程 的 解 的 图 形 ， 说 明 迪 尼 定 理 的 结论 在 (a) 中 所 列 的 每 一 个 解 处 都 不 成 立 . 


. 考虑 方程 


x +y =0, (x,7) < R’. 
a. 说 明 迪 尼 定 理 的 假设 在 解 (0，0) 处 不 成 立 . 
b， 通 过 画 出 这 个 方程 的 解 集 的 图 形 说 明 为 什么 迪 尼 定理 的 结论 在 解 (0， 0) 处 不 成 立 . 


. 考虑 方程 


ce“ 7 +coagx +xy) -2-2y =0， (x,y) e R:. 
这 个 方程 的 解 集合 在 解 (0，0) 处 是 否 有 一 个 邻 域 ， 使 得 隐 式 定义 点 (*，7y) 中 一 个 分 量 为 另 一 个 分 量 的 函 
数 . 如 果 是 这 样 的 话 ， 计 算 这 个 函数 (这 些 函 数 ?) 在 反 0 处 的 导数 . 


, 点 (0，0) 是 方程 


lIn(x* ty +1) = x, (x,y) eR’ 
的 解 ， 求 这 个 方程 在 (0，0) 的 一 个 邻 起 里 的 解 所 定义 的 一 元 色 数 在 点 0 处 的 导数 . 


. 在 例 17.5 中 曾 考 虑 过 的 方程 


e100 _ 1 =0, (x,y)} e R’. 
求 出 它 的 所 有 解 的 显 式 公 式 . 


. 设 妃 是 平面 上 的 一 个 开 子 集 ， 假 设 画 数 ]O 一 尽 是 连续 可 微 的 在 @ 〇 中 的 点 (xu，7yo) 处 ， 假设 上 xu，yo) =0 


RVf(x,, yo) 天 (0， 0 1) . 证 明 ， 向 量 VA(x,， yo ) 正 交 于 这 个 障 阴 数 在 (x,， yo) 的 切线 . 


. 设 O 是 平面 的 一 个 开 于 集 ， 假 设 西数 ;一 R 是 连续 可 微 的 ， 且 在 O 中 的 点 (x。，y。) 处 ,假设 f(x6, 7y6) =0 


下 
Ys, ,y,) 0,， EA x 0， 
证 明 ， 这 两 个 由 迪 尼 定理 隐 式 定义 的 函数 ， 适当 她 选取 它们 的 定义 域 后 ， 一 个 是 另 一 个 的 反 钵 数 . 


. 假设 连续 可 微 函 数 /:R 一 R 可 以 分 解 为 


Kxzsy) = (x +Y h(x,y), (x,y) € RB, 
其 中 函数 h;R’ 一 R 也 是 连续 可 徽 的 ， 证 明 : 迪 尼 定理 是 不 能 直接 用 于 分 析 在 解 (0，0) 邻 域 中 f(x, y) =0 
的 解 ， 如 果 h(0, 0) =0 及 Vh(0, 0) 关 (0，0) ， 运 用 迪 尼 定理 分 析 xzx，7y) =0 的 解 . 
假设 函数 由; R 一 R 是 连续 可 微 的 ， 且 在 RR 中 点 xo 处 ， 由 (xzo) #0, 令 y =g(xo)， 对 R? 中 的 (x，y)， 函 
数 f;R” 一 R 定义 为 Kx,y) = y -中 (x). 在 点 (x。，Yo) 处 运用 迪 尼 定理 于 函数 f:R* 一 RR 并 与 在 点 x。 处 把 反 
函数 定理 应 用 于 四:R 一 R 所 得 的 结果 进行 比较 . 
假设 丽 数 站 : 及 一 R 是 可 微 的 且 存 在 一 正 数 <， 使 对 只 中 所 有 :， 有 h'(i1) 宇 c， 证 明 ; 恰 有 一 个 数 : 使 
h(t) =0. 
(全 局 隐 函 数 定理 ) 假 设 函 数 f:R: 一 R 是 连续 可 微 的 且 存 在 -个 正 数 <， 使 得 对 R* 中 每 一 点 (x，y)， 
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(sy) > 


证 明 ; 存在 一 个 连续 可 徽 函 数 g，R 一 R ， 对 R 中 每 个 x 有 
flx,g(x)) = 0， 
及 如 果 几 zx，y) =0， 则 y=g(x). (提示 ; 运用 习题 11.) 
13. 假设 函数 /:R 一 R 是 连续 可 微 的 ， 且 在 R 中 的 点 (%%，yo， 纪 ) 处 有 f(xo, yo, ) =0 及 af/ 6z(xo, Yo， z0) >0. 
仿照 迪 尼 定理 的 证 明 来 证 明 : 存在 一 个 正 数 "及 一 个 函数 g;8,(x。,y。) 一 RR, 使 得 对 8B,(x。，y,) 中 所 有 的 
(x ，7) ， 


f(x,y,g(x,7)) = 0. 
14. 作为 过 尼 定 理 的 假设 的 补充 ， 人 观 设 函数 f:O 一 R 有 连续 二 阶 偏 导数. 
2&8， 验 证 公式 (17. 13). 
b， 此外， 假设 


-| 
E(x) = 0， (ry) SF) > 0. 


证 明 ; g:1 一 RR 的 图 形 是 位 于 直线 y=y 之 下 ， 如 果 了 选择 得 充分 小 (提示: 运用 公式 (17.13) 确 定 
8" (xo ) 的 符号 . ) 


17.2 一 般 隐 范 数 定理 


今 上 与 4 是正 整 数 ， 设 加 是 欧 几 里 得 空间 R ”的 一 个 开 子 集 ， 并 设 有 映射 下 :OO 一 R' 是 连续 可 
徽 的 .考虑 方程 
Fluw) =0, ue ©. (17.14) 
当 n=1 及 k=1 时 ， 我们 已 在 17.1 节 中 讨论 过 了 ， 那 里 我 们 证 明了 迪 尼 定理 ， 本 节 的 目的 是 
证 明 一 般 的 隐 号 数 定理 ， 它 把 迪 尼 定理 推广 到 更 一 般 的 形 如 (17. 14) 的 方程 .为 了 强调 这 一 般 
情况 与 n=1 及 k=1 这 一 情况 之 间 的 相似 ， 我 们 引入 下 列 记号 ， 对 R"*“ 中 的 一 点 4w， 把 它 前 n 
个 分 量 与 后 大 个 分 量 标记 为 : 
u = 《区 ) = (x XY )- 
然后 ,方程 (17. 14) 可 改写 成 
F(x,y) =0, (x,y) E ©. (17.15) 
如 果 了 映射 下 :O 一 R 写成 分 量 阴 数 形式 ,=(F,，…，F,) ， 这 个 方程 可 写成 有 nm + 大 个 标量 未 


知 元 的 k 个 非 线 性 标量 方程 组 成 的 如 下 方程 组 ， 对 〇 中 的 (x， 9 , y,) 9 
F(X X,Y Yi ) =0 
F(x ,X,Y Ys ) = 0 (17. 16) 


F(X, ,XY Ys ) = 0 
这 个 方程 组 称 为 不 定 的 是 指 方程 的 个 数 小 于 变量 的 个 数 . 我 们 极 不 可 能 对 如 此 复杂 的 非 线 性 方 
程 组 显 式 地 求 出 它 的 所 有 解 . 这 样 ， 我 们 要 探索 由 对 于 具有 两 个 未 知 元 的 一 个 标量 方程 的 迪 尼 
定理 所 提供 的 信息 类 型 . 


正如 我 们 已 定义 过 的 昂 数 的 从 导 数 ， 我 们 现在 定义 映射 的 偏 导数 答 阵 (partial derivative 
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matrices) ， 对 人 〇 中 的 点 (x,，y) ， 固 定 x， 考 虚 映 射 y 瞩 F(x,，y)， 它 是 把 R" 的 开 子 集 到 R" 的 映 
射 ， 我 们 把 这 个 映射 的 上 xk 导数 和 矩 阵 记 为 D,F(x,y)， 类 似 地 ， 如 果 固 定 y， 考 虚 映 射 
x 上 F(x,y), 它 是 把 R" 的 开 子 集 映 到 R 的 映射 ， 我 们 把 这 个 映射 的 xn 导数 矩阵 记 为 D,F(x,y). 


用 它们 的 元 来 表示 ， 这 些 和 矩阵 分 别 是 


oF /9y (X,Y) … oF/0Y(K,Y) 1 OOF/9y,(x,y) 
DF(x,y) = SF /oy, Cx,y) …， 9F /oy (x.y) “OF /9y,(x,y) |， 
OF/BY (X,Y) °° OF/90y (X,Y) 1'°* OF/9y,(x,y) 
OF /ox xy) … CAF/OX(X,y) … FI/90x.(X,y) 
DF(x,y) = SF /os (x,y) + Mar OF /0x,(x,y) |. 
GF/Ox (xX) 1 OF/9x (xX,y) . oF 有 


下 面 的 定理 描述 了 方程 (17. 14) 的 解 ， 它 是 迪 尼 定理 的 一 个 直接 推广 . 
定理 17.6( 一 般 隐隐 数 定 理 ) 设 n 和 上 忆 是 正 整 数 ， 设 中 是 R"* 的 一 个 开 子 集 ， 并 假设 映射 
F: O 一 R 是 连续 可 微 的 ， 在 中 中 的 点 (xo。， yo) 处 假设 (x6。，y。) =0 及 kxk 偏 导数 算 阵 


D,F(xo,yo) 是 可 递 的 . (17. 17 ) 
则 和 存在 一 正 数 rr 及 一 连续 可 和 柚 映 射 G:B， R' (其 中 B= 8B,(xo))， 使 得 对 B 中 所 有 的 点 x， 
F(x,G(x)) = 0, (i) 
且 当 x-xol <r, lly-yol <r, Flx, y) =0 时 , 
y = G(x). (i) 


更 进一步 ， 对 BB 中 所 有 的 点 x， 
DF(x,G(xr)) + D F(X,G(x)) .: DG(xX) = 0. (iii) 
证 明 ”定义 一 个 辅助 映射 吾 ; OO 一 R"“ 为 
H(x,y) = (x,F(X,y)), (x,y) € 0. 
观察 到 
F(x,y) = 0， 当 且 仅 当 H(x,y) = (x,0). (17. 18) 
现在 映射 豆 :O 一 R"” 是 连续 可 微 且 介 于 相同 维 数 的 欧 几 里 得 空间 之 间 的 映射 ， 所 以 可 以 应 用 
反哺 数 定理 来 分 析 它 的 象 ， 因 为 相应 于 (17.18)， 也 就 是 分 析 在 什么 样 点 (x,，y) 处 ， 有 
F(x, y) =0. 
导数 矩阵 DH(x。，y6) 可 分 解 成 
六 0 
Oo) -= pp» D,F (xo,yo)] C0) 


其 中 工 是 nxn 的 单位 矩阵 ， 右 上 方 的 a xk 和 矩阵 0 是 所 有 元 素 都 是 0 的 矩阵 ， 由 假设 D,F(x,。，y,) 


隆 函 数 定 理 及 其 应 用 了 3 了 79 


是 上 xk 的 可 逆 和 矩阵 推出 ，DH(xro，yo) 是 (ma+AK) x (at+A) 可 道 矩阵 (见习 题 7)， 因 此 可 以 对 上 映 
射 惠 :OQ 一 R"” 在 点 (x。，y6) 处 应 用 反 清 数 定理 .得 出 存在 (x。，y。) 的 一 个 邻 域 U 及 其 象 
H(xo, yo) = (xo。，0) 的 一 个 邻 域 Y， 使 得 日 ;:U 一 VV 是 一 对 一 旦 映 上 的 , H"';V 一 U 也 是 连续 可 
微 的 . 如 图 17. 4 所 示 ， 


R* 


图 17.4 把 UCR"”'*: 投 影 到 R* 上 


把 逆 映 射 写 为 
H (xy) = (M(x,y) ,N(xX,y)), (x,y) eV. 
根据 逆 映 射 的 定义 和 五 的 定义 得 ， 对 VV 中 所 有 的 点 (x，y) ， 下 述 恒 等 式 成 立 ， 


(x,y) = (He HO)(x,y) = (M(xr,y),F(M(x,Y), N(x,y))). (17. 20) 
由 这 个 等 式 中 的 第 一 个 分 量 对 应 相等 知 ， 对 了 中 所 有 的 点 (x*，y) ， 有 
M(x,y) = 工 ， 
骨 由 这 个 等 式 中 的 第 二 分 其 相等 知 ， 对 V 中 所 有 的 点 (zx，y)， 有 
F(xX,N(xX,y)) = y. (17.21) 


因为 点 (x。, yo) eV,V 是 R"” 的 一 个 开 子 集 ， 所 以 可 以 选择 一 正 数 r， 若 R" 中 的 xeB= 
B,(xo)， 则 (x,，0) eV， 其 中 8 是 R" 中 zx。 为 心 r 为 半径 的 开 球 . 
定义 映射 C:B 一 R 为 
G(x) = N(x,0)， 对 B 中 所 有 的 x. 
则 映射 C:B 一 .R 是 连续 可 微 的 ， 且 从 (17. 22) 得 出 
F(x,G(xX)) =0， 对 8 中 所 有 的 x. (17. 22) 
这 样 ， 性 质 (i) 成立. 
为 证 明 性 质 (ii) 我 们 利用 玉 :U 一 VY 是 一 对 一 的 .事实 上 ， 若 点 (x, y) 属 于 UH 有 F(xr, y) =0， 
则 由 于 (x, N(x, 0))=H (x, 0) 也 是 属于 UU 及 
H(ix,y) = (x,0) = H(x,N(x,0)), 
于 是 得 出 
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y= N(x,0). 
这 样 ， 性 质 (ii) 成 立 . 

最 后 ， 我 们 来 证 明 关 于 导数 矩阵 的 公式 (说 )， 事实 上 ， 如 果 用 分 量 函 数 把 有 映射 下 表示 为 
下 = (Fl,，…，F,)， 然 后 等 式 (17. 22) 可 写成 分 量 形 式 为 | 
F(x,G(x)) =0， 对 8 中 所 有 的 点 x 及 所 有 下 标 i(l < i 所 〖). 
运用 链 式 法 则 对 上 述 方程 组 关于 变量 x; 求 导 ， 我们 得 到 对 B 中 所 有 的 点 x 及 下 标 i(1 <i<k) 与 


j(l<j<n), 
Er + 之 57 Cx)) 丽人 = 0. (17. 23 ) 


然而 矩阵 等 式 (ii) 正 是 上 面 (17. 23 ) 用 和 矩阵 记号 的 重 写 . 国 

在 隐 消 数 定理 的 陈述 中 ， 我 们 对 个 中 的 点 & 选 出 它 的 前 = 个 分 量 及 后 大 个 分 量 ， 但 是 ， 事 
实 上 ， 这 种 分 量 的 分 离 是 相当 任意 的 ， 一 个 kx (n+ 上 ) 和 矩阵 称 为 有 极 大 秩 ( maximal rank)， 如 
果 它 有 一 个 大 x 丰 的 子 矩 阵 是 可 赣 的 ， 隐 函数 定理 对 一 个 连续 可 微 的 映射 下 :O 一 及 成立 ， 这 里 
O 是 R" ”的 一 个 开 子 集 ， 在 所 中 的 点 we 处 ， 有 下 (xu) =0， 如 果 导 数 和 矩阵 DF (wu。) 有 极 大 秩 . 
当 是 这 样 的 话 ， 我 们 选取 DF (wo) 中 的 一 个 可 逆 的 上 xk 子 矩阵 ， 且 它 具 有 列 下 标 间 ，…，, jj， 
则 对 应 的 分 其 wu, ，…，&u; 是 作为 方程 

FU =0, RE 人 

的 解 &， 在 uo 的 一 个 邻 域 里 它 能 表示 为 余下 的 rn 个 分 量 的 连续 可 微 的 了 削 数 . 

例 17.7 考虑 方程 组 


In(1l +x +8)+st+e' -1=0 
| (17. 24) 


af ri 4#ri 
se tst+2+ (r+s +2): =0, (sx,t,z) ER 


观察 到 点 (0, 0，0，0) 是 这 个 方程 组 的 一 个 解 . 对 R 中 的 点 (s，x，t，z) ， 定 义 
F(sx,t,2) = (ln(l +x +t)+st+e'- 1 ,se 
+s+2z+ (x+s+z)’). 
则 容易 验证 上 映射:R" 一 R 是 连续 可 微 的 ， 且 在 点 0 = (0, 0, 0, 0) 处 的 导数 矩阵 是 
1 0 0 1 

1 0 0 ,| 

这 样 ，2 x2 矩阵 5 
opvas(0;,0,0,0) 3F./9z(0,0,0,0) 1 1 
aF,/9s(0,0,0,0) yp /a0 0 0 0)] - [| ,| 


是 可 朔 的， 我 们 用 隐 函 数 定理 来 选取 一 正 数 r+ 及 连续 可 微 孙 数 g:B 一 RR 及 hh:8 一 R ,这 里 B= 

B,(0,0) ,使 得 车 x + 二 <r， 则 (g(x，t),，x，t，h(x,!) ) 是 方程 组 (17.24) 的 一 个 解 ， 而 

且 ， 如 果 R 中 的 点 (5，x，!，z) 是 方程 组 (17. 24) 的 解 ， 昌 如 果 s+z <r 及 x + 二 <r， 则 有 

s=g(x, 1), 2 =h(x, 1). 图 
我 们 将 在 17. 3 节 进 一 步 考虑 隐 函 数 定 理 的 例子 . 


DF(0) = | 
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习题 


对 习题 1 -6， 运 用 隐 哨 数 定理 分 析 给 定 方 程 组 在 解 人 附近 的 解 . 
1 人 +y +2z)’ -x+z=0 
| cos(x’ +y)+e’-2=0, {x, y, 4) eR.. 
a +a'b+sin(a +b+c)} =0 
人 (a, b, cyeR. 
(us)}* + (w+s) +1=0 
3 | er 0 (ur v, s, t)eR.. 
4 x+2y+x + (yz): +t =0 
{ain +z + )=0, (x, y, 7, :) eR’. 
Se” +y +z-4xy -1=0, (x, y, 2)eR.. 
G6.67 + +27 -1=0, (xX, y)eR’. 
7. 在 隐 范 数 定理 的 证 明 中 ， 曾 断言 : kxk 和 矩阵 了 ,FF(xzo，yo) 可 逆 蕴 衣着 (n+k) x (n +) 矩阵 DH(x。，y。o) 可 
逆 ， 证 明 这 个 断言 . 
8， 考 虑 线性 方程 组 
GNX+ Gy + a =0 
1。， + Gy 十 GZ = 人 (xy,z) Ee R ， 
定义 忆 是 癌 量 (a,， Ql2 ， ai) 及 月 是 向 量 (al ，ai ，az )， 
a. 证 明 : 如 果 nxBx0，、 刘 上 述 方 程 组 定义 了 两 个 变量 是 剩 下 -… 个 变量 的 函数 . 
b. 用 R 中 的 直线 和 平面 的 几何 观点 解释 (ay). 
9. 画 出 方程 
YY -x* =0, (x,y)eR 
的 解 的 图 形 . 隐 疝 数 定理 能 在 点 (0, 0) 处 使 用 吗 ? 这 个 方程 对 某 一 解 (x，y) 人 能 否 确 定 其 中 一 个 分 量 是 为 一 
个 分 量 的 殴 数 7 


17.3 只 中 的 曲面 方程 和 路 径 


本 节 ， 在 - -个 有 三 个 标量 林 知 元 的 标量 方程 和 两 个 有 三 个 标量 未 知 元 的 标量 方程 的 情形 
中 ， 关 于 由 这 个 方程 组 的 解 隐 哨 定义 的 映射 的 图 形 ， 我 们 将 得 到 一 些 更 详尽 的 几何 信息 . 
命题 17.8 设 中 是 R 中 的 一 个 开 子 集 ,假设 函数 ;人 〇 一 RR 是 连续 可 微 的 、 仍 设 (x。，Y。，%) 
是 人 〇 中 一 点 ， 有 
f(xosyoyz0) =0 及 Vf(xo ,Yo0 ,20) ¥ 0. (17. 25) 
则 在 点 (xo，yo，2) 处 ， 向 量 VFLzo，yo，2) 是 曲面 的 法 向 重 ， 该 曲面 是 由 方程 
xy,z) =0， (xy,z) E © 
在 点 (xo，7y，z2) 的 一 个 邻 域 内 的 解 所 组 成 的 ， 如 图 17.5 所 示 . 
证 明 假设 YAK(x,。，ye，z) 的 第 三 个 分 量 是 非 符 的 . 由 隐 琐 数 定 理 推 得 ， 存 在 一 正 数 -及 
连续 可 微 函数 g:8 一 R ,其 中 B= 8,(x。，Y。)， 使 得 对 8 中 所 有 的 (x，yY)， 
f(x,y,g(x%,Y))} = 0. (17. 20 ) 
此 外 ， 在 点 (xo， J0， zo ) 的 一 个 邻 域内 ， 所 有 的 解 都 在 g:8 一 R 的 图 形 上 . 
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n= VCxo yo. 20) 


(Co yo. 0) 
x 


图 17.5 Vf(xo， Yo，z0) 是 曲面 S$ 在 点 (x。，y。，z) 的 法 向 量 


在 14. 1 节 我 们 已 证 明 在 点 (x。，yY。，z60) 处 ， 问 量 
=- (_0g _98 
7 人 xz(xo yyo ) ， 3 (x0,yo) ,1 

是 由 肾 数 g:B 一 RR 的 图 形 所 定义 的 曲面 的 法 向 晤 ， 另 一 方面 ， 如 果 对 (17. 26) 求 导 ( 先 对 x， 后 
再 y 求 导 ) ， 我 们 得 到 

到 (xzo JovB(xo so) 十 Y (0 ,0,8( x0,70)) C8 (%,,y,) =0 

区 Z OX 
及 

(x0,yo .8 (x076) ) + Y (x ,y, ,8 (Xo ,Yo0)) (4 ,y, = 0， 

了 02 oY 
和 青 加 上 恒等式 

(x ,yo ,BE(zovyo) ) 十 (x0 yg zo,70) )《 -1) = 0. 
这 最 后 的 三 个 方程 可 以 写成 如 下 回 量 形式 : 
Vf( xo ,yo ,Zo0) = Qj, 
其 中 必 = 中 (m， Yo， zo ). 因为 a 0, 所 以 在 点 (xo， yo， 2 ) 处 ， 癌 量 Vf/(x,， Yo， zu) 是 曲面 的 
法 各 其 ， 这 个 曲面 是 由 方程 f(x， y，, z) =0 在 点 (xu ， yo, zo ) 的 邻 域内 的 解 组 成 的 . 
例 17.9 方程 
x*+y +z -1 =0, (x,y,2) € R: 

的 解 集 是 以 原点 为 中 心 半径 为 1 的 球面 ， 定义 fx, y, z) =x +y +z -1， 对 R’ 中 的 (x，y，z)， 
注意 到 对 球面 上 的 点 (xo， Yo， z0 ) ， 


Vf(xo,Yo20) =《〈2xo,27yo ,2zo ). 
命题 17. 8 蕴涵 着 向 量 (2x。，2y。，2z。 ) 是 球面 在 点 (ze，yo，z) 处 的 法 向 量 . 如 图 17. 6 所 示 . 
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图 17.6 单位 球面 上 一 点 的 法 癌 量 


现在 来 检验 由 两 个 有 二 个 未 知 元 的 方程 构成 的 方程 组 的 解 集 ， 假 设 O 是 R 的 开 子 集 ， 并 设 琐 
数 g:O 〇 一 民 与:O 一 R 是 连续 可 微 的 考虑 方程 组 
{ee = 0 
h(x,y,2) =0, (x,y,2) € ©O. 
假设 点 (x。，yY。，zo) 是 方程 组 (17.27) 的 一 个 解 ， 并 且 假 设 
Vg(xo,yYo0,20) 天 0 及  Vhxoyo,zo) ¥ 0. 


(17.27) 


定义 
S = |(x,y,2) e Ril g(x,y,z) = 0| 
及 
S$S, = |(xz,y,z) ER | h(x,y,z) = 01. 
所 以 方程 组 (17. 27) 的 解 集 是 由 集 5S, 与 S, 的 交集 组 成 的 ， 由 命题 17.8 知 ， 在 点 (zeo，7o，zo) 
的 邻 域 中 ，S, 是 在 (x。，Y。，z6) 处 以 Vg(x。，Yo。，z) 为 法 向 量 的 曲面 ; S, 是 在 点 (x。，y。，z0) 
处 以 Vh(x。，y。，zo) 为 法 向 量 的 曲面 ， 如果 这 两 个 法 向 基 不 平行 ， 则 这 两 个 曲面 应 该 相交 于 一 条 
过 点 (xo，yo，z2o) 的 路 径 ， 且 这 条 路 径 以 VEg(x，yo，z) xVh(x。，Yy。，z6) 为 切 向 量 ， 这 两 个 
法 回 贡 不 平行 恰好 为 
Vh(xo,yo,20) Xx Ye(xo,y0,20) A 0. 
下 述 命 题 证 实 了 上 面 的 几何 论证 : 
命题 17.10 设 O 是 R 的 一 个 开 子 集 ， 假 设 函 数 g:O 〇 一 民 与 :OO-> 必 是 连续 可 微 的 ， 设 
( xo, yos zo ) 有 是 中 中 一 点 且 
gxo,yo,zo) = 有 xzo,yo,zo) = 0， 
Vg(Cx0 yo,zo) xX Vh(xo ,Yo ,20) A 0. (17.28) 
则 存在 点 (xe，7yo，zo) 的 一 个 邻 域 ， 在 这 个 领域 中 方程 组 
人 = 0 
h(x,y,2) =0， (xzr,y,z) € O, 
的 解 集 由 过 点 (xzo，7yo，zo) 的 一 条 路 径 组 成 ， 这 条 路 径 在 点 (xzo，yo，z) 处 以 向 量 Vg(xz，yo，zn) 
xVAhCxzo，yo，20) 为 切 向 量 ， 如 图 17.7 所 示 . 


(17. 29) 
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g(xX, Y, 2)} = 0 


p = (xo. Yo. 70) T= We x Yh(p) 


图 17.7 工 是 曲线 的 切 向 基 


证 了 明 因为 回 莉 Vg(x。， yo， zo ) x Vh( xo, yo， zo ) 是 非 零 的 ， 所 以 至 少 有 一 个 分 量 是 非 零 
的 ,假设 它 的 第 一 分 量 是 非 堆 的， 即 


h h 
(0 ,yo ,20 ) (on ,yo ,20) 一 E(x, ,yo ,70) Ea ,yo,zo) 天 0. (17. 30 ) 
注意 到 (17. 30) 意味 着 2x2 算 阵 


a 9 
Dy (oryorzo) (Xoyo ,70) 
oh oh 
By “oYo 70) EEL ,Z0 ) 


可 逆 ， 从 而 点 (xe，yo，zo) 处 可 以 应 用 隐 上 函数 定理 于 连续 可 微 映 射 下 :OO 一 R ,其 中 
F(x,y,2) = (g(x,yY,2) ,h(x,y,2)), (x,y,2) € ©O. 
这 就 得 出 存在 一 个 包含 点 x。 的 开 区 间 了 及 两 个 连续 可 微 函 数 : 
ax: 一 及 Ak 及 BpB:iI—R, 
使 得 对 7 中 所 有 的 x， 
F(x,a(x) ,BCxz)) = 0， 
而 且 在 氮 (xe，ye，zo) 的 一 个 邻 域 里 ， 这 个 方程 组 的 所 有 解 都 是 形 如 (*，a(x)，B(x))(xze 门 
的 ， 因 此 在 (xze，ye，zo) 附 近 ， 方 程 组 (17.29 ) 的 解 集 与 参数 化 路 径 y:! 一 R 的 象 一 致 ， 这 里 > 
定义 为 
y(t) = (t,oa(t),B(t)), tel. 
这 条 路 径 在 :=x。 处 的 切 回 量 是 
T=Yy(x) = (1,a (0xo),B (zx,)). 
因为 g(t1，a(t), B(1)) =0 及 h(t，a(t), B(t)) =0， 其 中 te1， 对 它们 中 每 一 个 求 导 ， 可 得 
《VSg(xo,yo,zo).T) = 0， 
4《VAh(xzoyyzo),7T) = 0. 
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因此 了 同时 正 交 于 Vg(x。6， Yo，zo) 及 Yh(xo，yo，zo)， 所 以 对 某 个 数 a0， 有 
T = a(Ve(xo, Yo,20) x Vh(xo ,Yo ,20)). 


从 而 V&(xo，7yo，zo) xVh(xo，yo，z) 与 (17.29) 在 点 (xoe，7xo，z) 处 的 解 的 路 径 相 切 . 加 
例 17.11 方程 组 
x-y=0 
t。 +y +z -2=0, (x,y,z) e R’ 


的 解 集 是 由 一 个 球面 与 一 个 平面 的 交集 组 成 ， 点 (1，1,， 0) 是 方程 组 的 一 个 解 。 由 前 面 的 命题 
及 偏 导数 的 简短 计算 得 出 ， 向 量 (0，0，4) 与 这 个 方程 组 的 解 路 径 在 (1，1, 0) 处 相 切 . 国 


习题 


1. 考虑 方程 组 
[人 +(y-1l) +x -2=0 
(xx + ”+ (y - 2)° +2 -5=0, (x,y,2) Ee R. 
a. 在 点 (0，0G, 0) 处 应 用 命题 17, 10 求 这 个 方程 组 在 (0，0，0) 附 近 的 解 定 义 的 路 径 的 切线 ， 
b. 求 这 个 方程 组 在 (0，0，0) 附近 的 解 ， 并 核对 解 的 路 径 的 切 线 . 
2. 显 式 地 求 出 例 17, 11 中 的 方程 组 的 解 集 ( 它 是 一 个 喝 ) ， 直 接 求 出 这 个 圆 在 点 (1，1，0) 处 的 切线 ， 
3. 考虑 方程 组 
(> +y +z -1=0 


1] 人 2 3 
(> -过 | +y +z -6 = 0 (x,y,z) € RR. 


a、 证明: 命题 17. 10 中 的 假设 (17.28) 在 点 (0, 0, 0) 处 是 不 满足 的 . 
b. 通过 画 这 个 方程 级 的 单个 方程 所 定义 的 每 个 曲面 图 形 ， 来 解释 为 什么 这 个 方程 组 愉 有 一 个 解 . 
4. 构造 例子 来 证 明 : 当 1<i<3 且 向 量 Vg(xz，y， 和 ) XYVh(xo，yY。，zw) 的 第 i 个 分 量 是 0 时，(17.29) 的 过 
(xo，Yo。，z0) 的 解 的 路 径 不 能 被 第 i 个 分 最 参数 化 . 
$5、 假设 枉 数 f.R' 一 REgE:R 一 R 及 AR 一 及 是 连续 可 微 的 , 且 设 (ze，ye，z) 是 R 中 的 一 点 ,使 得 
有 xzoyyo, zh = 区 (xzoyyoyz) = hxoyoz0) = 0, 
(Vf(xo ,yn,z)，VgUzoyo,z) xXVhfxo,yoz)》 天 0. 
通过 考 虚 这 个 方程 组 的 解 集 是 由 曲面 与 路 径 的 交集 组 成 的 ， 来 解释 为 什么 在 点 (x。，y。，zo) 的 邻 域 中 ,方程 组 
f(xz,y,z) = 0 
g(x,y,2) = 0 
hx,y,z) =0， (xy,z) E R- 


恰 有 一 解 ， 通 过 运用 反 函 数 定理 也 可 解释 这 一 点 . 
17.4 约束 极 值 问题 和 拉 格 朗 日 乘 子 


实 值 溺 数 的 定义 域内 的 一 点 称 为 极 值 (extremum) 或 极 值 点 (extreme point)， 对 函数 而 言 ， 
如 果酒 数 在 该 点 达到 一 个 极 大 值 或 极 小 值 ， 如 果 O 是 R" 的 一 个 开 子 集 且 芳 数 六 OO 一 及 有 一 阶 偏 
导数 ， 则 对 人 〇 中 的 点 x， 它 是 函数 f:O 一 RR 的 极 值 点 ， 
vi(x) =0 (17. 31) 
是 必要 的 . 
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在 14. 3 节 中 建立 的 二 阶 导 数 规则 ， 描 述 了 一 个 点 x 是 函数 :OO 一 RB 的 极 值 点 的 充分 条 件 . 
关于 定义 在 R" 的 开 子 集 上 的 实 值 函 数 的 极 值 存 在 性 (existence) 没 有 任何 断言 ， 但是， 在 11. 2 
节 中 ， 我 们 证 明了 定义 在 R" 的 有 界 闭 子 集 上 的 连续 申 数 达到 极 大 值 与 极 小 值 . 

现在 假设 O 是 R" 的 一 个 开 子 集 ， 范 数 F:O 一 R 有 一 阶 偏 导数 , 天 是 所 的 子 集 . 设 关 是 天 中 
的 点 ， 且 是 限制 函数 f:K 一 员 的 一 个 极 值 点 ， 这 样 的 极 值 点 二 称 为 函数 六 CO 一 玉 的 约束 极 值 
( constrained extremum) ， 因 为 函数 1:O 一 RR 的 值 /(x) 是 限制 在 KR 上 的 点 的 清 数 值 相 比 较 下 的 极 
值 ， 集 居 称 为 约束 集 ( constraint set)， 注 意 到 ， 如 果 天 是 有 界 闭 的 ， 则 约束 极 值 事 实 上 是 存 
在 的 . 

在 函数 的 约束 极 值 点 上 ， 所 有 的 偏 导数 为 0 是 不 正确 的 ， 而 集合 OO 是 R" 的 一 个 开 子 集 ， 约 
束 集合 不 需 是 R" 的 开 集 ， 在 约束 极 值 上 由 偏 导数 的 必要 条 件 依赖 于 约束 集 的 性 质 ， 本 忆 我 
们 将 描述 这 些 条 件 ， 让 我 们 从 两 个 例子 开始 . 

例 17. 12 对 R’ 中 的 所 有 的 (x，y，z) ， 定 义 函 数 产 R 一 有 为 Kx,y,z) = z, 选取 约束 集 是 
球面 KR={(x, y, z)eR’ |x +y +z =1， 显然, 点 (0,，0，1) 是 /KK 一 及 的 极 大 值 点 ， 但 是 


Yf(0,0,1) = 0， 由 (0,.0,1) = 0， (0,0,1) =1, (17. 32) 
Ox dy D2 


所 以 (17. 31) 在 这 个 约束 极 值 点 处 是 不 满足 的 ， 因 为 色 (00，0，1) x0. | 


例 17.13 对 R: 中 的 (x，y，z) ， 定 义 函 数 f(x,，y, z) = (x -4y+3z) +z， 选 取 约 束 集 是 
直线 天 =1(x， 了 ， z) eR | X=y=2| 3 则 点 (0 ， 0 ， 0) 是 函数 f:K 一 及 的 极 小 值 点 ， 我 们 有 


ao000) -1 ai000) =-4, Y(0,0,0) =3, (17. 33) 
OX Oy 0z2 


所 以 (17. 31) 在 这 个 约束 极 值 点 处 是 不 满足 的 ， 因 为 YA0，0, 0) 中 没有 一 个 分 量 是 0. 图 
在 第 一 个 例子 中 ， 约 束 集 是 R’ 中 的 球面 ; 在 第 二 个 例子 中 ,约束 集 是 R 中 的 路 径 ， 我 们 
现在 来 描述 在 约束 极 值 点 上 函数 的 偏 导 数 必须 满足 的 条 件 ， 首 先 考 虚 约 束 集 K 是 R 中 的 曲面 
的 情形 ， 然 后 再 考虑 约 东 集 是 R 中 的 路 径 的 情形 。 当 这 两 种 情况 都 理解 了 ,我 们 便 可 以 看 
到 约束 极 值 的 一 般 定 理 的 重要 性 . 
定理 17.14 设 品 是 及 中 的 开 子 全， 假设 函数 太 O 一 BR 与 g:O 一 及 是 连续 可 微 的 .定义 


S = |(x,y,z) < © | g(x,y,7) = 01. 
假设 S 中 的 点 (2 ，y，20) 是 函数 


f:S—R 
的 一 个 极 值 点 ， 且 
Vae(xo ,Yo ,20) ¥ 0. ( 17.34) 
则 存在 一 数 入， 使 得 : : 
Vf(xo,y0,20) = Ve( Xo ,Yo ,20). (17.35) 


证 明 假设 (17. 34) 意 味 着 导数 向 量 Vg(x。，y。，z。o) 至 少 有 一 个 分 量 是 非 零 的 ， 不 妨 假设 
是 它 的 第 三 个 分 量 ， 即 
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0 
(x ,Yo ,20) 天 0. 


根据 隐 函 数 定理 ， 存 在 R 中 的 点 (x。，yo) 的 一 个 邻 域 W 及 一 个 连续 可 微 的 函数 由 :人 一 及 ,使 得 
由 (xo，yo) =zo 及 对 人 中 所 有 的 (zx，7) ， 
gxz,y, 中 (xy7)) = 0. (17. 36 ) 
这 样 ， 削 数 :NA 一 及 的 图 形 位 于 约束 集 $ 内 . 
定义 一 个 辅助 郴 数 几 : 和 人 一 有 为 

pz) = 乓 xy, 由 (xy7))， (zy7) enN. (17. 37 ) 
因为 函数 中 :NAN 一 R 的 图 形 位 于 约束 集 5 内 ， 所 以 得 出 点 (ze， 加 ) 是 函数 网 :人 一 及 的 极 值 点 . 
为 N 是 RR 的 一 个 开 子 集 ， 点 (x。，Yo) 是 二 元 函数 沙 : N 一 RR 的 无 约束 极 值 点 (unconstrained 
extremum)， 所 以 


EAC 一 0 ， 下 (seoa) = 0. (17. 38) 


运用 链 式 法 则 ， 并 借助 两 数 /CO 一 R 的 仿 导 数 表 示范 : N 一 R 的 偏 导 数 我 们 重 写 方程 组 
(17.38 ) 为 


0 | 0 
六 (os ;Yo »Z0 ) + (0 ,0,50) (x ,Yo0) =0 


3 3 3 (17.39) 
(076s) + 六 (yoiz) ro.) = 0 
另 一 方面 ， 对 恒等式 (17. 36) 求 导 ( 先 对 x*， 再 对 y)， 我 们 得 到 
(和 ,yo 20) + E(% ;Yo ,2Z0 ) 2 (x, ,yo ) =0 
; " (17. 40) 
a ,yp 20 + E( ;Yo ,Zo0) pa ,Yo) = 0. 
现在 定义 
入 = A ;0 1 台 ( ,yo ,3o0 ) . (17.41) 
从 (17.39) 及 (17. 40) 中 的 第 一 个 方程 分 别 得 到 
(#0 yo va) = 入 E(x0 ,yo 20) ， (17. 42) 
同样 ， 从 (17. 39) 及 (17. 40) 中 的 第 二 个 方程 分 别 得 到 
号 (zoom ,Z0 ) 一 N E(x0 yn) (17.43) 
最 后 ， 把 方程 (17.41)、(17.42) 及 (17.43) 写 成 问 量 形式 为 
Vf(xo ,Yo ,z6) = AVE( xo ,Yo ,20 ). 重 


回 到 例 17. 11 的 极 值 问 题 ， 如 果 对 R 中 的 点 (x，y，z) ， 定 义 
/f(x,y,2) =z 友 g(xX,Y,2) = x +y +2 -1 
在 约束 极 值 点 (0，0，1) 处 ， 有 
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Vg(0,0,1) = (0,0,2) 及 Vf(0,0,1) = (0,0,1)， 
所 以 有 入 =172， 
Vf(0,0,1) = AVg(0,0,1). 
例 17. 15 ”假设 我 们 希望 求 得 * +y +2z 在 集 
K = I(x,y,z) eR | x’ +y +z <1] 
的 极 小 值 . 
定义 
zy,z) =xX+y+2z,(zy,z) E R. 
我 们 观察 到 ， 因 为 K 是 列 紧 的 ， 对 函数 f:K 一 R 有 极 小 值 点 (x。，y。，zo)， 这 个 极 小 值 点 不 能 
在 K 的 内 部 ， 因 为 如 果 在 K 的 内 部 ， 我们 应 有 
Vf(xo,70,20) = (0,0.,0). 
但 VAzxo， yo。，zo) =(1，1，2)， 这 样 ， 点 (xzo，yo，z) 在 天 的 边界 上 ， 即 x +yo +z=1 如果 
定义 S=1(x, y, z)eR g(x, y, 2) =x* +y +z* -1=0|. 点 (xo，7Yo，26) 是 函数 /:$ 一 RR 的 
极 小 值 点 ， 我 们 可 以 应 用 定理 17. 14 于 如 下 断言 : 存在 一 个 数 入 ， 使 得 
YAxo,yoyzo) = NVg( xo ,Yosz0), 
即 (1，1，2) = 入 (2xo，27o，2zo)， 从 而 2xe =2y。=z6。， 因 为 xo+yo +zo =1， 所 以 极 小 值 点 出 现 
在 -(1/V6, 1/Y6, V2/Y3). 国 
定理 17.14 给 出 了 一 点 是 三 元 函数 的 约束 极 值 点 的 必要 条 件 ， 此 处 约 东 是 一 个 曲面 
(surface)， 下 面 的 定理 给 出 当 约 束 集合 是 路 径 时 的 充分 条 件 . 
定理 17.16 设 〇 是 R 中 的 一 个 开 子 集 ， 假 设 /0O 一 R,g:O 一 及 及 Ah:O 一 及 是 连续 可 向 
的 ， 定义 
C = |(x,y,z2) e O | g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0|. 
假设 C 中 点 (x。，Yo，z0) 是 函数 1:C 一 > RR 的 一 个 极 值 点 ， 及 
VgCxoyyoyzo) xX Vh(xo ,yo ,20) 天 0. (17.44) 
则 存在 教 A 和 凡 ， 使 得 
YUxo yo,zo) = AVSE(xoyozo)》+AVA(xo ,Yo ,0). (17.45) 
证 阴 ”因为 向 量 Vg(xo。，y。，zo) XVh(xo。，Yo，zo) 是 非 零 的 ， 所 以 它 的 分 量 中 至 少 有 一 个 
是 非 零 的 . 不妨 假设 是 它 的 第 一 个 分 量 ， 即 


(x07) (0,y) - SE (+, ,y,) (zo0yo) 天 0. 
由 隐 立 数 定 理 ， 如 同 在 命题 17. 10 的 证 明 ， 断 言 : 存在 R 中 的 点 加 的 一 个 邻 域 /及 连续 可 微 函 
数 a; I 一 R 及 B: I>R ， 使 得 a(xo) =y。，B(xo) =z， 对 了 中 所 有 的 x， 有 
人 = 0 
h(x,a(x) ,8(x)) = 0. 
这 意味 着 如 果 定 义 参数 化 路 径 7: I 一 R 为 
y(t) = (t,alt) ,B(D)), tel. 


(17. 46) 
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则 这 个 参数 化 路 径 的 象 在 约束 集 C 中 . 因此， 如果 我 们 定义 辅助 消 数 当 ，/ 一 RR 为 
pt) = (fe Y(t) = ft,alt),B(t)), tel, 
则 这 个 消 数 水 ， [一 R 在 点 x。 处 达到 一 个 极 值 ， 但 因为 了 是 R 的 一 个 开 子 集 ， 所 以 x 是 一 元 孙 
数 由; [一 及 的 一 个 无 约束 极 值 点 ， 因 此 
wv' (x0) = 0， 
由 于 链 式 法 则 ， 于 是 这 意味 着 
p(x) = VAY,s0) ,YY (x0)) = 0. (17.47) 
根据 命题 17. 10， 疝 量 Vg(x。，y。，zo。) x Vh(x。，yo。o，zo) 是 切 向 量 y'(%o) 的 某 个 非 零 的 倍数 . 
因此 (17. 47) 蕴 涵 着 
(Vf(xo,yo,z0), Vel(xo,Yo,20) xX Vh(xo,yo,z0)) = 0， (17. 48) 
即 疝 有 量 Y/xo，》o，zo) 是 垂直 于 向 量 又 积 V&(xe，yo，z) xVh(x。，y。，zo)， 但 垂直 于 非 零 叉 
积 的 向 量 仪 是 那些 由 向 量 Vg(x。，yY。，z*0) 与 Yh(x。，yo。，z) 的 线性 组 合 构 成 的 向 量 . 这 意味 着 
(17. 45 ) 成 立 ， 图 
观察 到 在 例 17. 13 中 的 约束 极 值 问题 可 以 由 上 述 定 理 描述 .事实 上 ， 对 及 中 的 点 (x，y，z)， 
定义 
(xyz) = 和 -4y7+3z+2z ,gzy,s) =% -7 及 jziy,z) = 了 一 2 
则 约束 集合 为 
K= (xy,z) eR |x =y=2z)} = |(x,y,z) eR | g(x,y,2) = h(x,y,z) = 0|. 
上 扩 (0, 0, 0) 是 f:K 一 RR 的 极 小 值 点 ， 我 们 有 
Vf(0,0,0) = (1,-4,3),Vg(0,0,0) = (1, -1,0) 及 Vh(0,.0,0) = (0,1, -1), 
所 以 令 入 =1 及 j= -3， 我们 有 
Vf(0,0,0) = AVg(0,0,0) + uvh(0,0,0). 
借助 R 中 的 曲面 与 路 径 的 几何 解释 建立 起 来 的 定理 17. 14 与 定理 17. 16 ， 现 在 我 们 已 经 形 
式 化 了 这 两 个 定理 ,下面 是 一 般 约 东 极 值 的 结果 ， 它 包含 了 7 那 两 个 特殊 情况 的 结果 . 
定理 17. 17( 一 般 拉 格 朗 日 乘 子 定 理 ) ” 设 O 〇 是 R" 的 一 个 开 子 全， 假设 函数 /OO-~，* 有 是 连续 
可 徽 的 ， 令 大 是 小 于 于 的 一 个 正 整 数 ， 假 设 映 射 G:O 一 R 也 是 连续 可 微 的 ， 定 义 
S= {xe Ol G(x) = 01. 
假设 S$S 中 的 点 是 函数 


fj:Ss—R 
的 一 个 极 值 点 ， 且 大 xpa 考 阵 
DG(u) 有 极 大 秩 ， (17.49) 
则 存在 下 个 数 人，…，A ， 使 得 
Vf(u) = 2, NVG,(u). (17. 50) 


证 了 明 令 n=m+& 以 及 把 R" 中 点 写成 (x*， 7y) ， 其 中 x eR"， yeR. 因为 由 假设 kxn 算 
阵 DG(w) 有 秩 k， 如 有 必要 ,我们 可 重 标 分 量 ， 使 得 在 点 uu = (x。，y。) 处 xk 和 矩阵 
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D,G(xo,yo) 是 可 逆 的 . (17.51) 
根据 隐 函 数 定理 ， 存 在 R" 中 的 点 x。 的 一 个 邻 域 N 及 一 映射 :NA 一 及 ,使 得 y。=y(x。) 且 
G(r,b(x)) =0，Ye 人 (17. 52) 


这 样 ， 上 映射 少 :人 一 及 的 图 形 位 于 约束 集 $ 内 . 
定义 一 个 辅助 嫩 数 7: 人 一 了 为 
n(x) = f(x,y(x)), xr enN. 
因为 人 是 丸 " 的 一 个 开 子 集 ，xo 是 函数 了 :人 一 R 的 一 个 无 约束 极 值 点 ， 所 以 


Vn(x,) = 0. (17. $53) 
因此 ， 从 函数 7:N- R 的 定义 及 链 式 法 则 ， 我 们 有 
Ve Fro,yo) + Vflxo,yo) Dy (xr) = 0. (17. 54 ) 
另 一 方面 ， 对 恒等式 (17.52) 求 导 得 
DG(xo,yo0) + DG(xo,yo) Dy (rx) = 0. (17. SS ) 


但 kxk 和 矩阵 D,G(x。，y6) 是 可 道 的， 所 以 由 (17. 55 ) 得 
~ [D,G(xo,y0)] DG(ro,yo) = Dy lx,o), 
把 此 式 代 入 (17.54) 得 
V. Fro,yo) = VCxo,yo)[DD,G(zo,yo)] DG(xX,o ,yo). (17. 56) 
为 了 验证 (17. 50) ， 首 先 观察 到 对 1 x 上 行 矩 阵 [ 和 A ，… ,A,] ，(17.50) 等 价 于 矩阵 等 式 
Vf(xosyo) = [A ,A DG(xo ,yo), 


写成 分 量 形式 为 
VCxzoyo) = [A ATID G(X, ,yo), (17. 57) 
V, f(xo ,yo) = (As, ,AD Gro ,yo). 
定义 
[AAA = V,f(xo,y0) LD,G(xo,y0)] . (17. 58) 
这 个 定义 确保 了 (17.57) 中 的 第 二 个 方程 是 可 满足 的 ， 男 一 方面 ,方程 (17. 56) 断言 选 出 的 
[A,, “"s 和 A, ] 则 样 满足 方程 组 (17. 57 ) 中 的 第 一 个 方程 . 图 


公式 (17.50) 中 的 和 ,通常 称 为 拉 格 朗 日 宋 子 (Lagrange multiplier). 
下 面 给 出 一 个 一 般 拉 格 朗 日 乘 子 定理 的 直接 的 推论 ， 
推论 17. 18 设 品 是 RR" 的 开 子 集 ， 假 设防 数 f.:O 〇 一 RR 及 g:O 一 RR 是 连续 可 役 的 ， 定 义 
$= |xeO|e(x) =0l. 
假设 S$S 中 的 点 忆 是 1:S-=+ RR 的 极 值 点 且 
Vg(u) #0, 
则 存在 一 数 和 AA， 使 得 
VA) = AVg(u). (17.59) 
上 面 推 论 可 应 用 于 关于 和 矩阵 特征 值 的 存在 性 的 问题 ， 一 个 n xn 的 实数 矩阵 和 A， 实数 入 称 
为 4 的 特征 值 (eijgenvalue)， 如 果 存 在 某 个 非 零 点 x， 使 得 
AxX = AxX. 
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一 般 来 说 ， 可 能 没有 这 样 的 实 特征 值 (见习 题 11)， 矩阵 4 称 为 对 称 的 (symmetric) ， 如 果 4 =4 
对 于 对 称 和 矩阵 ， 我 们 有 下 述 绪 果 

命题 17.19 每 个 对 称 算 阵 有 一 个 实 特 征 值 . 

证 明 设 A4 是 nxn 对 称 和 矩 阵 . 分 别 定义 f:R" 一 RR 和 g:R 一 有 为 

g(xX) = (x,x) -1 和 f(x) = (Ax,x), x eR'", 
以 及 定义 
S= |xe R" | g(x) = 01. 
S 是 由 RR" 中 模 为 1 的 所 有 点 组 成 ， 所 以 它 是 有 界 闭 的 .此 外 ， 因 为 f;R" 一 R 是 连续 可 微 的 ， 
由 极 值 定理 知 , /:S 一 RR 在 $ 中 的 点 * 处 达到 极 小 值 ， 从 上 面 的 推论 知 ， 存 在 有 A 入， 使 得 
VA(x) = AVel(x). (17. 60) 
然而 ， 我 们 可 以 明确 地 计算 出 VA(x) 及 Vg(x). 事实 上 ， 对 i1s<i<n)， 我 们 有 
f(x + te) -A(x) 
f 


~ (A(x +ite) ,x +ie) - (Axr,xr) 
i 


3 x) = lim 
唱和， 5 一 0 


| tAx,ey +it(Ae x) + tl(Ae,,e,) 
二 由 mm 一 一 -一 一 一 一 一 一 
t—0 上 


= (Ax,e.) + (x,Ae.) 
- (Ax,e)y + (A'x,e.). 
因为 4 是 对 称 和 矩阵 ， 所 以 


(x) = 2(Ax,e). 


这 就 得 出 
Vf(x) = 2Ax. 
当 和 = 了 时 ， 上 述 公式 变 成 
Ve(x) = 27. 
把 上 述 结果 代入 公式 (17.60)， 我 们 有 
Ax =Ax 及 1 中 zl =1. 地 


习题 


1， 求 1x+yl 和 十 入 =1 | 的 极 小 值 . 

2. 用 直接 检查 和 拉 格 朗 日 水 子 法 求 jx +yY1y +x +z =6| 的 极 大 值 . 

3. 用 直接 检验 法 求 ijx+y+zi jj xi +lyrl+1zl 近 1l|1 的 极 大 值 . 

4. 求 jx+y + 1 2x +y +3z 所 11 的 极 大 值 . 

$5 验证: 在 一 般 拉 格 朗 日 习 子 定理 的 证 明 中 链 式 法 则 的 点 用 细节 . 

6. a，b6,c 为 实数 ， 求 far+by+czl x +y + 忒 1| 的 极 小 值 ， 把 ax+by+cz 视 作 (z*，y，z) 与 (e，5， xc) 的 内 
积 ， 给 出 这 个 答案 的 几何 解释 ， 
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7. 在 平面 ax +by+cz+d=0 上 求 一 点 ， 此 点 离 点 (0,0, 0) 最 接近 . 
8. a,，b,c 为 正 数 ， 在 构 球面 


2 2 
$ = { (sy eR + + = 1} 


b’ 
上 求 一 点 ， 它 离 点 (0, 0, 0) 最 接近 . 
9. 给 出 一 个 例子 来 说 明 ， 如 果 去 掉 Vg(w) 是 非 零 的 这 一 条 件 ， 则 推论 17. 18 是 错 的 . 
10、 运 用 迪 尼 定理 给 出 推论 17. 18 在 n=2 情况 下 的 一 个 证 明 . 
il, 证 明 : 和 矩阵 
[ 
| 0 


无 实 特征 值 . 
12. 设 A 是 nxn 对 称 和 矩阵 ， 定 义 入 是 
1 iAxX,x) | (x,xr) = 1| 
468 的 极 大 值 ， 仿 照 命 题 17. 19 的 证 明 来 证 明 : A 是 矩阵 的 特征 值 . 
13. 设 p, 9g 为数 且 p>1 及 gg>1. 
s， 证 明 ， 对 R” 中 的 (x, y),， x*>0, yY>0 及 xy=1， 有 
sli, 
p 4 p 4 


b. 运用 (a) 证 明 如 下 不 等 式 : 著 a30, b>0, p>1， 9>1 及 一 + =1， 有 
ob see+e 
Pp | 


14. a. 对 R 中 的 (xz,y, 72) ,x>0, y>0, z>0 及 xyzs =1， 证 明 : 
X+y+I323. 
b. 运用 (a) 证 明 下 述 几 何平 均 / 算 术 平 均 不 等 式 ; 如 果 aa ，a ，ai 是 正 数 ， 则 


} a 十 a + a0, 
(00)T EGO. 


c 把 上 述 n =3 的 不 等 式 推广 到 一 般 的 正 整 数 nn. 


第 18 章 ”多 元 也 数 的 积分 


在 第 6、7 章 我 们 考察 了 定义 在 实数 的 有 界 闭 区 问 上 的 函数 /7 一 R 的 积分 ， 我 们 将 在 本 章 
及 随后 的 两 章 研 究 多 元 函数 的 积分 法 ， 在 18. 1 节 ， 我 们 将 考虑 定义 在 R" 中 的 广义 矩形 了 上 的 
有 界 隐 数 f:1 一 R 的 积分 法 . 第 6 章 中 的 许多 结果 ， 只 要 稍 作 改变 都 可 移植 于 此 .事实 上 ， 这 
里 我 们 省 略 了 一 些 证 明 ， 因 为 它们 间 在 一 元 函数 中 得 到 的 对 应 结果 完全 相似 .在 18.2 节 ， 我 
们 将 考虑 连续 函数 的 积分 法 . 将 证 明定 义 在 广义 矩形 上 的 连续 函数 是 可 积 的 .还 将 引 人 一 个 称 
之 为 着 尔 当 容 度 为 0 鸣 集 合 的 概念 ， 并 证 明 一 个 定义 在 广义 矩形 上 并 且 除 去 一 个 车 尔 当 容 度 为 
0 的 集合 外 是 连续 的 有 界 函 数 是 可 积 的 . 这 个 结果 是 全 新 的 ， 即 使 对 一 元 函数 情况 也 是 如 此 . 
在 18. 3 节 我 们 将 引进 R" 中 的 者 尔 当 域 的 概念 ， 并 考虑 定义 在 车 尔 当 域 上 的 某 些 消 数 的 积分 ， 
其 中 包括 连续 函数 ， 


18.1 广义 矩形 上 函 数 的 积分 


前 面 介 绍 过 ， 如 果 7T= [ae， 妇 是 实数 的 一 个 有 界 闭 区 间 ，m 是 正 整 数 及 P= ixo，…，x| 

是 m+1 个 实数 ,满足 
a =Xx0 <X < <x < <x. =b, 

则 P 称 为 是 [a，4] 的 划分 (partition)， 对 介 于 1 和 m 之 间 的 每 个 下 标 i， 区 间 [x,.,，x, ] 称 为 划 
分 PP 的 区 间 ， 我 们 定义 区 间 1=[a，6]” 的 长 度 是 6~a. 

设 n 是 正 整 数 ， 对 介 于 1 和 "之 间 的 每 个 下 标 i, 令 71,=[a,, 65.1 是 实数 的 有 界 闭 区 间 ， 这 
些 区 闻 的 笛 卡 儿 乘 积 

=1x… 和 xihix'…xi = |x= (xx ) ER lx el,l<ign! 

称 为 广义 矩形 (generalized rectangle). 为 方便 起 见 ， 我 们 指定 区 间 17 是 了 的 第 个 边 (edge)， 定 
义 了 的 体积 (volume， 记 为 vol 1) 是 它 的 “个 边 的 长 度 的 乘积 ， 即 


vol 了 三 TI. -a,]. 

当 n=1 时 ,体积 仅 是 长 度 ， 当 n=2 时， 这 个 体积 称 为 面积 (area)， 

定义 给 定 一 个 广义 短 形 了 = 太 x… Xx1x… x1 ， 对 介 于 1 与 n 之 间 的 每 个 下 标 i,， 令 PP 
是 第 i 个 边 工 的 一 个 划分 ， 所 有 形 如 

T= x xJ x xJ 
这 样 的 广义 答 形 ( 其 中 J 是 划分 P, 中 的 一 个 区 间 ) 的 集合 称 为 1 的 一 个 划分 ， 并 记 为 
P= (P,,.…,P.). 

考虑 平面 R 中 的 矩形 [oa, 5] x [c,d], 令 P=|xo6，…， zx。| 和 和 P,= 1y6。，…， yj 分 别 是 

[a,， 6 和 [c，dj 的 划分 ， 定义 了 =(P,，P,)， 那 么 


OG 除非 有 明确 的 说 明 ， 否 则 我 们 总 是 假定 区 间 1= [eae， 妇 是 非 退 化 的 ， 即 e < 6. 
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= {Ps -x }y, ~ -1] 


j=1 


= 2 {Ib -oll[ly -yi 


= [5 0] [yy] 


=[b-ajld-c])] = voll. 
用 归纳 法 可 证 明 上 面 公 式 对 一 般 的 情况 也 成 立 : 对 每 个 自然 数 n， 如 果 P 是 R" 中 广义 矩形 
7 的 划分 ， 则 


vol 了 = 记 vol 了 7 (18. 1 ) 
erF 


上 达 布 和 与 下 达 布 和 


现在 假设 :7 一 R 是 有 界 函 数 ， 它 的 定义 域 了 是 广义 矩形 , P 是 了 的 一 个 划分 ， 对 划分 P 中 

的 广义 矩形 了 J， 定义 
m(f,J) = inflf(x )lxeJj|l 及 M(f,J) = suplf(x)lx ei. 
然后 定义 陋 数 :1 一 R 关于 划分 了 的 下 达 布 和 ( 记 为 L(f, 了 P) ) 为 
L(f,P) = 名 Uvol J 
及 定义 旺 数 f:T 一 R 关于 划分 PP 的 上 达 布 和 ( 记 为 U{f，P)) 为 
U(f,P) = pM vol J. 

引 理 18.1 全 六 7 一 及 是 广义 给 形 了 上 的 有 界 函 数 ， 假 设 两 个 数 丰 和 1 具有 如 下 性 质 : 对 

了 中 所 有 的 x， 
mfAr)<M. 
那么 对 了 的 人 性 一 划分 P， 
m volT < LL(fP) < UC(f,P) < MM voll. (18.2) 

证 阴 令 中 是 了 的 一 个 划分 ， 对 了 内 和 尾 一 广义 矩形 JJ， 显然 有 

minfff(x)}lxe | = m(f,J) < MC(fJT) = suplf(x)lxe jjl<M, 
所 以 

ml vol J < m( 六.J)volys<sMhJD)volysMvoi 

对 划分 P 中 所 有 的 广义 矩形 ] 求 和 ， 并 用 体积 和 公式 (18. 1) 推 断 出 ， 不 等 式 (18.2) 成 立国 

给 定 广义 矩形 了 的 一 个 划分 已 = (Pl，…，P,)， 及 另 一 个 划分 P* = (P*，…, P*),P: 
称 为 P 的 一 个 加 细 ， 如 果 对 介 于 1 和 m 之 间 的 每 个 下 标 上 5，P ”是 忆 的 一 个 加 细 . 注意 ， 如 果 
是 叱 的 一 个 加 细 ， 则 (ji 严 的 每 一 个 广义 矩形 了 恰好 包含 在 了 的 某 个 广义 矩形 内 ，(ii) 给 定 
P 的 一 个 广 闵 窍 形 J， 则 P” 中 那些 包含 在 J 了 的 全 体 广 义 矩 形 导 出 J 的 一 个 划分 ， 记 为 P* (J). 
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由 上 面 这 两 个 性 质 可 得 到 如 下 关于 下 达 布 和 与 上 达 布 和 的 分 配 公式 ， 
LtjP ) = .LP (7)) 及 Uf,P ) = pV TD) (18. 3) 
引 理 18. 2( 加 细 引 理 ) 假设 /F:7 一 及 是 广义 矩形 上 上 的 有 界 函 数 . 设 P 是 1 的 一 个 划分 ， 

P" 是 PP 的 加 细 ， 则 
L(f,P) < LO,P) < U(fP') < U(F,P). (18.4) 
证 明 设 了 是 P 的 广 闵 矩形，P“ (J]) 是 P' 在 J 内 导出 的 划分 ,把 卫 当 作 I， 从 引 理 18. 1 推出 
m(f,J)vol J < LOP (1)) < UCP (TT)) < M(f,T) vol TT. 

如 果 对 P 中 所 有 广义 矩形 J 上 的 这 些 不 等 式 求 和 并 运用 分 配 公式 (18.3)， 我 们 便 得 到 不 
等 式 (18.4)， 国 
对 实数 有 界 半 区间 /的 两 个 划分 P 与 P'， 通过 取 由 至 少 在 这 两 个 划分 之 一 内 的 所 有 的 划分 点 


组 成 的 一 个 划分 ， 我 们 得 到 一 个 划分 ， 这 个 划分 称 为 两 个 给 定 划分 的 公共 加 细 ， 意 即 它 是 与 P 


的 加 细 ， 类 似 地 ,假设 P 与 P' 是 R” 中 的 广义 矩形 了 的 两 个 划分 ， 分别 记 为 P= (P,，…，P,) 及 
P'=(P;,…，P')， 对 介 于 1 和 nr 之 间 的 每 个 下 标 i， 选取 产 是 P, 及 P' 的 公共 加 细 ， 并 定义 
P=(Pl，…，P")， 则 户 是 了 的 一 个 划分 ， 它 是 划分 PP 与 P' 的 公共 加 细 . 公共 加 细 的 存在 对 
建立 下 面 的 命题 是 必要 的 . 

命题 18.3 假设 [7 一 尺 是 广义 矩形 了 上 的 有 界 函 数 . 对 了 的 任意 两 个 划分 PP 与 P,， 

L(f,P,) < UU,P,). 
证 阴 ”选取 P 是 两 个 划分 P, 与 已 的 公共 如 细 ， 由 加 细 引 理 得 
L(f,P) < LP) < UUP) < Uf,P,). 国 


土 积分 和 下 积分 


定义 、 设 /:1 一 RR 是 广义 乱 形 1 上 的 有 界 台 数 ， 定 义 / 在 1 上 的 下 积分 ( 记 为 | /) 为 
f= sup1L(f,P) 1 PP 是 广义 答 形 了 的 一 个 划分 | (18.5) 
定义 /在 了 上 的 上 积分 ( 记 为 (| 7 ) 为 


/f= inf{ UC,P) 1 忆 是 广义 矩形 工 的 一 个 划分 |， (18.6) 
引 理 18.4 设 f:1 一 RR 是 定义 在 广义 答 形 1 上 有 界 函 雪 ， 则 


Jrs 人 7 (18.7) 


证 有 明 设 P 是 了 的 一 个 划分 . 由 引 理 18.3 知 ，V(A，P) 是 7 的 下 达 布 和 集合 的 一 个 上 界 . 
因此 ， 由 上 和 确 界 的 定义 知 


[fs U(f,P). 


472 
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由 此 不 等 式 知 ,| /是 /的 上 达 布 和 的 一 个 下 界 ， 从 而 由 下 确 界定 义 知 


| rsj | 
例 18.5 设 I1 是 一 个 广义 矩形 ，c 是 一 个 实数 ， 定 义 f:1 一 是 常 值 汕 数 ， 假 定 它 在 1 的 各 
点 的 值 是 常数 c， 那么 户 I 一 R 是 可 积 的 且 
| 7 = c vol 了 


这 可 直接 由 定义 推出 ， 事 实 上 ,如果 PP 是 了 的 任意 一 个 划分 ， 则 对 了 的 一 个 广义 矩形 了， 我 们 有 
m(f,，J) =c =MY，J)， 所 以 由 体积 公式 (18. 1) 得 


L(f,P) = p vol J = cvol7 = 2 vol = U(f,P). 
这 样 ， 下 达 布 和 的 集合 仅 为 一 个 数 c vol !， 同 上 达 布 和 一 样 ， 由 上 积分 和 下 积分 的 定义 知 ， 


7= evolz 及 [f=eval 加 


例 18.6( 狄 利克 雷 明 数 ) 对 广义 矩形 了 了， 定义 太一 及 为 
1 若 x 有 一 个 有 理 分 量 

f(xX) = | 其 他 
注意 到 每 一 个 广义 矩形 包含 具有 有 理 分 量 的 点 没有 有 理 分 晤 的 点 ， 因 为 R 中 有 理 数 与 无 理 数 是 
稠密 的 ， 央 此 ， 如 果 P 是 了 的 一 个 划分 ， 则 由 体积 公式 (18. 1) 知 ， 

L(f,P) =0 及 U(f,P) = voll. 
所 以 下 达 布 和 集合 仅 由 一 个 数 0 组 成 ， 由 上 确 界 的 定义 得 ， 

jf=°. 


另 一 方面 ， 上 达 布 和 集合 仅 由 一 个 数 vol [ 组 成 ， 由 下 确 界 的 定义 得 


[f= vol 了 国 
定义 设 F7 一 及 是 广义 矩形 了 上 的 有 界 函 数 ， 我 们 称 太 了 一 有 是 可 积 的 ， 或 三 在 了 上 是 可 


积 的 ， 如 有 林 
Fak 
当 上 式 满足 时 ， 函 数 /:1 一 R 的 积分 ( 记 为 |) 定义 为 
| f= J = ff 


在 例 18. 5 我 们 已 经 看 到 孙 数 f:1 一 R 是 常 值 c 时 是 可 积 的 ， 且 它 的 积分 等 于 c vol I， 在 例 
18.6 中 ， 我们 也 君 到 和 狄 利 殉 雷 函数 是 不 可 积 的 . 
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阿 基 米 德 - 黎 受 定理 


上 面 关 于 可 积 性 的 定义 和 积分 的 定义 是 6. 1 节 中 对 一 元 函数 定义 的 概念 的 直接 推广 ， 同 样 
阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 也 可 以 推广 到 多 元 项 数 上 ， 

定义 设 /8 一 及 是 广义 算 形 上 的 有 界 函 数 . 对 每 一 个 自然 数 上 ， 设 已 是 了 的 一 个 划分 ， 
划分 序列 1P,| 称 为 是 函数 f:1 一 R 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 如 果 满 足 

lim[ U(f,P) - L(f,P.)) =0. 

第 6 章 中 用 来 证 明 引 理 6.7 及 阿 基 米 德 - 歼 坚定 理 的 论据 都 可 以 直接 推广 到 定义 在 广义 矩 
形 上 的 有 界 函 数 上 ， 我 们 把 这 留 作 练习 .读者 可 以 仿照 第 6 章 中 的 证 明 给 出 下 面 定 理 的 证 明 . 

定理 18.7( 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 ) 设 /:1 一 RR 是 广义 人 矩形 1 上 的 有 界 函 数 .， 那么 /在 1 上 是 
可 积 的 当 且 仅 当 对 f:1 一 R 存在 一 个 划分 的 阿 基 米 德 序列 而且， 对 任 一 划分 的 阿 基 米 德 序列 
| P, | ， 


limL(f,P) = |/ 到 limuPD = [f (18. 8) 


例 18.8 对 R” 中 的 矩形 1=[0,1] x[0,1]， 定 义 
1 者 (x,yY) e 1,y > xX， 
人 xy = 0 若 (x,yY) ee 了 ,yy < 近 x. 
我 们 运用 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 来 证 明 函 数 /:7 一 RR 是 可 积 的 ， 对 一 个 自然 数 k， 设 P, 是 把 区 间 
[0，1j 划 分 成 下 个 长 为 1 人 的 区 间 的 划分 ， 并 定义 了 的 划分 呈 为 P, = (P,，P,)， 注 意 在 和 
UVU(A/，P,) -L(f，P,) 中 唯一 可 能 是 非 零 的 项 是 在 P, 中 的 矩形 与 工 的 对 角 线 相交 的 那些 项 (如 图 
18. 1 所 示 ) ， 它 们 中 每 一 个 都 是 1/ ， 而 这 些 矩 形 的 总 数 小 于 2k， 因 此 


U(f,P,) - L(f,P,) < 


z 


图 18.1 构造 一 个 划分 的 阿 基 米 德 序列 
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从 而 
lim[l U(f,P,) ~- Lf,P)) =0， 
因此 ， 由 阿 基 米 德 - 歼 最 定理 得 , f:1 一 R 是 可 积 的 . | 
例 18.9 对 有 R 中 的 矩形 1=[0，1] x10, 1]， 定义 f:I 一 RR 为 
f(x,y) = ry ,(x,y) el. 
我 们 用 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 证 明 /:1 一 R 是 可 积 的 , 且 | / =1/9， 事实 上 ， 对 自然 数 k， 设 P, 是 


把 L0，1] 划 分 成 天 个 长 为 1 的 相等 区 间 的 划分 ， 并 定义 P= (P,，P,)， 在 P, 中 每 个 答 形 J 
的 面积 是 1/k*， 而 且 对 介 于 1 和 上 之 何 的 下 标 i 与 j， 如 果 


[和 x[ 寺 | 


kk 
则 
。 1+: . 2 了 
m(f,J) = 及 MDD) = 外- 
从 而 
三 V 一 i 
U(f,P.,) 2 MU) ol J Dp jr 
lifc2] lukk+1)(2k+1) 
= 于 2 | 
1 EkCk+1)(2k+1) AL ， 
RE 
= + DT] 
下 6 
类 似 地 有 
lfCko1)(Ck) (2 -1)]1 
LP) = [OO | 
这 样 ， 


limUC,P) = 襄 及 limL(f,P,) = 地 
因此 ，|P,1 是/:1 一 的 一 个 阿 基 米 德 序列 ， 由 阿 基 米 德 - 黎 瘟 定理 知 ,f:1 一 R 是 可 积 的 ， 且 
[f= limU(,P,) = 5 本 


下 面 的 定理 叙述 一 个 准则 :如何 对 也 数 /:1 一 R 建立 阿 基 米 德 序列 . 
定理 18.10 设 /:7 一 及 是 广义 矩形 了 上 的 有 界 函 数 ， 则 下 述 两 个 断言 是 等 价 的 : 
(i) 对 7 一 及 ， 厅 在 一 个 划分 的 阿 基 米 德 序列 . 
( 计 ) 对 每 个 8&>0， 厅 在 1 的 划分 P， 满 足 
U(f,P) - L(f,P) < 2. 
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证 明 ” 先 设 (i) 成 立 设 iP,! 是 对 f:1 一 R 的 划分 的 一 个 阿 基 米 德 序列 ， 为 证 实 (ii), 取 & 
为 任 一 正 数 . 由 收敛 序列 的 定义 知 ， 存 在 下 标 上 k， 使 得 U(f，P,) -L(f，P;) <e.， 这 样 ， 只 要 
取 PP=P, 就 有 U(f,，P) -ZL PP)<es， 因 此 (ii) 成 立 . 

再 设 (ii) 成 立 ， 设 大 为 自然 数 , 则 取 s =1/k， 根 据 (ii) 存 在 划分 P， 使 得 U(f, P) -L(f, P) < 1 人 
选 这 样 的 划分 ， 并 记 为 天， 这样 就 定义 了 广义 和 卸 形 工 的 划分 序列 1 天 | ， 它 是 阿 基 米 德 序 列 ， 因 为 

0 < lim[ U(f,P) -LAP)] < liml/k = 0 国 


积分 的 可 加 性 、 单 调 性 和 积分 的 线性 性 


在 第 6 章 我 们 证 明了 定理 6.12, 人 它 断言 : 如 果 函 数 f:[a,b] 一 R 是 可 积 的 及 c 是 开 区 间 
(a,， 56) 内 一 点 ， 则 限制 f 于 区 间 [a, cj] 及 [c, 6] 上 也 是 可 积 的 且 


[f= [7/+[ 
我 们 需要 这 个 结 末 的 下 述 推广 ， 同 时 还 需要 它 的 道 定理 . 
定理 18. 11( 关 于 划分 的 可 加 性 ) 设 f:1 一 R 是 定义 在 广义 奸 形 1 上 的 有 界 品 数 . 设 王 是 了 
的 一 个 划分 ， 则 函数 17 一 家 是 可 积 的 当 且 仅 当 对 天 中 每 一 个 广义 答 形 J,， 了 在 上 的 限制 
FJ 一 及 是 可 积 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 有 


[f= > | (18. 9) 

证 明 首先 假设 对 严 中 的 每 一 个 广义 矩形 了 ， 函 数 六 了 -… 员 是 可 积 的 ， 我 们 运用 阿 基 米 德 - 

黎 遇 定理 证 明 /7 一 民 是 可 积 的 ， 假 设 在 划分 己 中 有 普 个 广义 矩形 ， 设 大 是 自然 数 ， 运 用 阿 基 米 

德 - 歼 曼 定 理 及 定理 18. 10 中 的 准则 (ii) 知 ， 对 己 中 每 个 广义 矩形 J， 可 选取 一 个 划分 P,(J)， 
使 得 


] 
UPAT)) CE) < 页 


选取 P, 是 了 的 划分 ， 它 包含 所 有 那些 在 P,(J 了 ) 中 的 广义 和 矩形， 由 分 配 公式 (8.13) 及 细 分 引 
理 得 ， 


U(f,P.,) -LL(f,P) < 2 Uf P17)) - L(f,P,(J)) 


] 
< Mm 二 大 
闪 而 ， 
lim[ Uf,P,) -LAPP)] = 0， 

因此 ， 由 阿 基 米 德 - 黎 受 定理 得 ， 函 数 了 在 工 上 是 可 积 的 . 

反之 ， 假 设 函 数 /:7 一 R 是 可 积 的 ， 由 阿 基 米 德 - 黎 受 定理 知 ， 对 /:7-* R ， 存 在 一 个 阿 基 
米 德 序列 1P,1， 运 用 细 分 引 理 ， 我 们 可 以 用 P, 与 尸 的 细 分 来 代替 P,， 对 每 个 自然 数 &， 注 意 
到 ， 如 果 P,(J) 是 P, 在 严 中 的 广义 矩形 了 导出 的 划分 ， 则 

UP PCI)) -LPAD) < UP,) -LOPP) 


1479| 
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E22 -= 


PA 


这 样 ， 对 P 中 每 一 个 广义 窒 形 J， 划 分 序列 1P,( 了 0) | 是 f:J 一 R 的 阿 基 米 德 序 列 ， 因 此 ， 由 阿 
基 米 德 - 歼 曼 定 理 知 ,f/f 在 了 上 是 可 积 的 . 
现在 只 剩 下 证 实 公 式 (18.9). 但 是 我 们 有 如 下 达 布 和 的 分 配 公式 : 
LP) = VP(D). 
JerF 
根据 阿 基 米 德 - 歼 曼 定理 ， 划 分 的 阿 基 米 德 序 列 对 应 的 下 达 布 和 收敛 于 积分 值 . 这 样 
[f= Him,P) = lm DLPAD) = Ti 器 
一 " i jerp fer 
在 6.3 节 我 们 用 细 分 引 理 及 阿 基 米 德 -于 党 定理 对 一 元 肾 数 的 积分 证 明了 积分 的 单调 性 及 
线性 性 ， 现 在 我 们 把 这 些 留 作 练 习 ， 建 议 读 者 重 温 对 一 元 函数 的 积分 的 那些 证 明 ( 定 理 6.13 及 
定理 6.15)， 然 后 给 出 下 述 两 个 定理 的 证 明 . 
定理 18. 12( 积分 的 单调 性 ) 假设 函数 广 F[ 一 民 及 g:1 一 民 是 可 积 的 ， 这 里 了 是 有 民 " 的 一 个 
广义 矩形 ， 且 假定 对 了 中 的 所 有 ,点 工 ， 
f(x) < g(x). 


le 


定理 18. 13( 积 分 的 线性 性 ) 假设 函数 1 一 及 及 g:I 一 及 是 可 积 的 ， 这 里 了 是 R" 的 一 个 
广 涉 矩形 . 则 对 任意 两 个 实数 a,，B， 遂 数 af+ Be:1 一 RR 仍 是 可 积 的 且 


haf +pBs] = alff +B (18. 10) 


则 


达 布 积 的 收 钱 准则 


在 第 7 章 我 们 对 了 的 划分 引进 了 间 际 这 一 概念 ， 并 证 明了 对 一 元 可 积 函 数 f:1 一 R ,其 中 
是 有 界 闭 区 间 , 1 的 一 个 划分 序列 |P,| 是 对 函数 1-+RB 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 只 要 满足 
limgap PpP, = 0. 
这 一 结果 可 以 推广 多 元 函数 ， 为 叙述 这 一 推广 我 们 需要 一 些 定 义 . 
定义 ”对 R" 的 有 界 子 集 D,， DD 的 直径 ( 记 为 diam DD) 定义 为 
diam D 二 supldist(w,v)|lu,ve Di. 
注意 ， 对 于 实数 的 有 界 财 区 间 1=[a,， 681, 1 的 直径 就 是 它 的 长 度 . 因此 ， 由 ”中 两 点 间 
的 距离 的 定义 直接 得 出 ， 如 果 广 义 矩 形 了 是 如 下 的 笛 卡 儿 积 : 
T= [a,b] x x[a,,b,], 
则 
diam 1 = (Ba) rr rb ao), 
即 了 的 直径 是 点 (a,，…，Ga,) 与 点 (5,，…，5b,) 之 间 的 距离 . 
定义 ”对 R" 中 的 广义 给 形 了 的 一 个 划分 P， 我 们 定义 了 的 间 际 ( 记 为 gap P) 为 P 中 的 所 有 
广义 纸 形 直径 中 的 聚 大 直径 . 
不 难 验 证 ， 对 R” 中 的 广义 短 形 了 的 划分 P， 如 果 P =(P,,，…P,)， 则 
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gap P =VLgapP] +: + [gap P,]. 
下 面 定 理 的 证 明 与 一 元 函数 情形 (定理 7. 12) 的 证 明 完 全 类 似 ， 因 此 ， 我 们 把 证 明 留 作 练 习 . 
定理 18. 14( 达 布 和 收敛 准则 ) 设 了 是 广义 答 形 ， 函 数 六 7 一 民 是 可 积 的 . 设 |P,| 是 1 的 
一 个 划分 序列 . 如 果 
limgap PF; = 0， 
则 1P,| 是 f,.I 一 R 的 阿 基 米 德 序列 且 


limL,P) = |f 及 limUC,P) = |f 
习题 


1. 对 R* 中 的 广义 矩形 了 及 数 5>0， 证明; 存在 1 的 划分 P， 使 得 gapP <6. 
2. 设 1 是 广义 矩形 及 函数 f:1 一 * R 是 可 积 的 . 设 1P,| 是 了 的 一 个 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 问 条 件 
limgap P, = 0 
是 省 是 必要 的 ? 
3， 对 例 18.8， 求 出 U(f，P,) 与 上 (f，P,) 的 精确 值 . 
4. 用 阿 基 米 德 - 黎 昌 定理 计算 例 18.8 中 函数 的 积分 值 . 
5. 设 了 是 R" 中 的 广义 矩形 ， 假 设 阴 数 f:1 一 R 是 可 积 的 .假设 当 x 是 1 中 的 点 且 有 有 理 分 量 时 ， fx) 宕 0， 证 明 


jf=0. 


6. 证 明 : R" 中 的 任 一 广义 矩形 都 包含 一 个 有 有 理 分 量 的 点 和 一 个 没有 有 理 分 量 的 点 . 
7. 对 平面 R 上 的 广义 矩形 7Y=[0，1] x[0，1] ,定义 


5 若 (xz,y) eIHx> 
f(x,y) = 


1 
2 
1 若 (x,y) e 1 且 z < 


运用 可 积 准 则 证 明 f:1 一 R 是 可 积 的 . 
8， 对 R" 中 的 一 个 广义 矩形 1 的 划分 P= (P,，…，P,)， 验 证 公式 
gap P = V[gap 户 ] +. + [gapP.]. 
9. 设 了 是 R: 中 的 一 个 广义 和 矩形， 假设 f:1 一 及 除 在 了 中 一 点 上 外 其 值 为 0 证 明 :7 一 及 是 可 积 的 且 | 7 = 0, 同 
样 结果 对 R" 中 的 广义 年 形 了 成 立 吗 ? 


10. 设 1 是 R* 中 的 一 个 广义 矩形 ， 假 设 有 界 函数 .27 一 R 在 的 内 部 的 值 是 0， 证明 :/:7 一 只 是 可 积 的 且 |f = 0 
同样 结果 对 Re" 中 的 广义 矩形 工 成 立 吗 ? 
11. 对 平面 R* 中 的 矩形 1= [0，1] x [0，1] ,定义 函数 /:1 一 RR 为 
f(z) = 47, (x,7) el 
运用 达 布 和 收 化 准则 计算 上 上 
12. 对 平面 R* 中 的 矩形 != [0，1] x [ -1, 0] ,定义 函数 /:1 一 RR 为 
flx,y) = xy, (x,y) el. 
运用 达 布 和 收敛 准则 计算 | / 
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13. 对 平面 R” 中 的 征 形 上 = [0, 2] x[0，1]， 定义 函 数 .7 一 及 为 
fx,y) = x +2, (x,y) E 
运用 达 布 和 收敛 准则 计算 | 
14. 设 了 是 R* 中 的 广义 类 形 ， 假 设 函 数 f:1 一 及 是 可 积 的 ， 设 数 对 具有 如 下 性 质 : 对 了 中 所 有 的 x，1 fx)1 到 拷 、 
证 明 : 
[fl< Me vot 


18.2 连续 性 与 可 积 性 


本 节 将 证 明 在 广义 矩形 上 连续 函数 是 可 积 的 ， 然 后 将 证 明 一 个 更 一 般 的 结果 : 广义 矩形 上 
的 有 界 函 数 不 一 定 连续 ， 但 仍 可 积 . 
我 们 证 明了 定理 6.18: 有 界 闭 区 间 上 的 连续 枉 数 是 可 积 的 ,证 明 依 赖 于 两 个 基本 结果 : 
一 个 在 有 界 闭 区 间 上 的 连续 陋 数 (i 取得 极 大 值 与 极 小 值 及 (ii) 是 一 致 连续 的 .但 是 推论 11. 23 
及 推论 11.26 分 别 把 这 些 结果 推广 到 R" 中 的 广义 矩形 上 的 连续 函数 .这样 ， 我 们 就 得 到 了 把 
引 理 6. 17 与 定理 6. 18 推广 到 定义 在 广义 矩形 上 的 连续 泣 数 的 -- 般 性 结果 . 
引 理 18. 15 设 太 7 一 及 是 定义 在 广义 红 形 了 上 的 连续 函数 ,已 是 了 的 划分 ， 则 在 划分 天 中 
硝 存 一 个 广义 甜 形 ， 它 包含 点 4 与 vy， 使 得 如 下 估计 式 成 立 
O < UfP) - LOOP) < [fu) - fv) lvol ll. (18.11) 
证 明 设 了 是 划分 PP 中 的 一 个 广义 矩 形 ， 内 为 /f:1 一 R 是 连续 的 ， 根据 推论 11.23, f/f 在 J 
上 有 极 大 值 和 极 小 值 ， 即 在 J 中 存在 点 w(J) 与 vx(J)， 使 得 
Any)) = 有 FJ) = 三 inflxz)1x E | 
太 
Hu)) = MII) = suptlf(x)1l x € J}. 
因为 在 P 中 广义 矩形 数 是 有 限 的 ， 所 以 我 们 可 选取 忆 中 的 一 个 广义 矩形 J. ， 使 得 
M(f,J.) -mf,J.) = max[ M(f,J) - m(f,J) ]， 


并 且 定 义 
u=u(J,) 及 v=v(J,). 
则 对 PP 中 所 有 的 J， 
MCA) - m(f,J) < MOfJ.) -mlfsJ.) = fu) -fv), 
因此 


UP -LP) = DIM =m D J)volT < PU) -Ar]voly 


= [f(u) -fv)] pvolJ = [f(u) ~ fv) Jvol. 加 
根据 推论 11.26， 广 义 和 矩形 了 上 的 连续 项 数 矿 17_，*R 是 -- 致 连续 的 ， 即 对 了 内 任意 两 个 序列 
lu,| 与 {v,},， 如 果 limdist(,， »y,) =0， 则 
lim[ f(a,) -f(rv,)] = 0. 
定义 在 广义 矩形 上 的 连续 函数 具有 的 这 一 履 质 蕴 酒 着 它 是 可 积 的. 
定理 18.16 设 j 太 7 一 是 定义 在 广义 和 矩形 了 上 的 连续 函数 ， 则 三 在 了 上 是 可 积 的 . 
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证 阴 ”我 们 用 阿 基 米 德 ~ 歼 曼 定理 来 证 明 这 个 定理 ， 设 1P,} 是 了 的 任 一 划分 序列 且 满 足 
limgap P, = 0. (18. 12 ) 
下 面 证 明 序 列 { 有 上 是 定义 于 了 上 的 阿 基 米 德 划分 序列 . 由 上 面 的 引 理 ， 对 每 个 下 标 下， 我 们 
可 在 划分 P, 中 选取 一 个 广义 矩形 ， 它 包含 &, 与 v;:， 使 得 下 面 的 估计 式 成 立 : 
0 三 TUUP) - LfP) < [fm) - for,) Jvoll. (18. 13) 
由 于 ww 与 v 属于 划分 P, 的 某 一 个 广义 和 托 形 ， 因 此 
dist(wu,,v,.) < gap PP,. 
由 这 个 估计 式 及 (18. 12) 得 ，j14 与 1 是 广义 矩形 了 中 的 序列 ， 它 们 具有 如 下 性 质 : 
limdist( Ww, ,»,) = 0. 
但 由 推论 11. 26 知 ， 定义 在 广义 矩形 上 的 连续 函数 是 一 致 连续 的 . 这样 
lim[LKas) -f(r,)] =0. 
由 这 一 极限 与 不 等 式 (18. 13) 推 出 
0 limL U(f,P,) 一 L(f,P.,))} 到 lim [LACw,) -flv,) jvol 了 = 0. 
这 样 ， 序 列 1P,| 是 了 在 了 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 .根据 阿 基 米 德 - 黎 矶 定理, f 在 1 上 是 可 
积 的 . 图 
为 了 把 定义 在 广义 组 形 上 的 晤 数 的 积分 概念 到 定义 在 一 般 集 合 上 的 晒 数 ， 下 述 关 于 上 面 定 
理 的 推广 是 十 分 有 用 的 . 
命题 18.17 设 1 是 R" 中 的 广义 矩形 ， 且 假设 f:1 一 上 R 是 有 界 的 ， 且 它 在 1 的 内 部 的 限制 是 
连续 的 ， 则 亏 数 六 7 一 及 是 可 积 的 ， 
证 阴 我 们 再 次 使 用 阿 基 米 德 -~ 黎 受 定 吾 . 设 大 是 自然 数 ， 选 取 于 是 包含 于 了 内 的 一 个 广 
义 短 形 且 满 足 ( 习题 5). z 
vol 了 — vol < 1/k. (18.14) 
根据 前 面 的 定理 ， 因 为 f 在 1 的 内 部 连续 ， 所 以 限制 f:1, 一 * R 是 可 积 的 ， 由 阿 基 米 德 - 歼 蝇 定理 
及 定理 18. 10 中 的 准则 (让 ) 知 ， 存 在 工 的 一 个 划分 P,， 使 得 
U(f,P,) - L(f,P,) < 1/k, (18.15) 
选取 了 的 一 个 划分 P;:， 使 得 Pi 中 的 每 一 个 广义 矩形 都 是 Pi 中 的 广义 矩形 ( 习题 6). 
我 们 汤 言 | 1Pii 是 f 在 1 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 ， 一 旦 证 明了 这 一 点 , f 在 1 上 的 可 积 性 便 
由 阿 基 米 德 ~- 黎 曼 定 理 得 到 . 因为 f:1 一 R 是 有 界 的 ， 所 以 可 选取 屠 >0， 使 得 对 了 中 所 有 的 x， 


[f(x)|<M. 
于 是 对 Pi 中 所 有 的 广义 知 形 有 
M(fT) -ml(f,d) < 2M vol J. (18. 16) 
注意 ， 
Uf,P) -LfPL) = UfP) - L(f,P,) + E,, (18. 17) 


其 中 EE, 是 也 有 项 LM(f，J) -mlf，J) jvolJ 了 的 和 ， 这 里 J 是 忆 而 不 是 PP 中 的 广义 和 矩形， 由 信 
计 式 (18. 14) 与 (18. 16) 得 ， 

E, < 2M[ vol TT - vol1,] < 2M/k. 
由 这 一 估计 式 、(18. 17) 及 (18. 15) 得 ， 


484 


344 第 18 章 


0 < U(fP') -LOf,P') = TIFP) -LfP,) + E, < 1/k + 2M/k. 
从 而 ， 
lim[ U(f,P;) ~ L(f,P1)] = 0， 
即 {P;| 是 f 在 1 上 的 划分 的 阿 基 米 德 序列 加 


若 尔 当 容 度 为 0 的 集合 


下 面 我 们 将 把 定义 在 广义 乞 形 上 的 画 数 的 积分 这 一 概念 推广 到 定义 在 更 一 般 的 区 域 上 的 多 
元 国 数 ， 为 此 ， 首 先 把 定义 在 广义 矩形 上 的 有 界 函 数 可 能 不 连续 但 仍 是 可 积 的 这 一 论述 进行 
推广 . 

对 及 ”的 一 个 子 集 S5，R" 的 子 集 的 集合 天 称 为 难 盖 (cover)5， 如 果 和 中 的 集合 的 并 包含 集 
S$， 即 


SELL 
FefF 
定义 ”R" 的 一 个 有 有 界 子 集 S$ 称 为 有 车 尔 当 容 度 (Jordan content)0， 如 果 对 任 一 a >0， 存在 R" 的 有 
限 多 个 广义 矩形 组 成 的 集合 于 它 禾 盖 5， 而且 它们 的 体积 和 小 于 ae， 即 如 果 丰 = | 站 ，…,， 了 .| ， 则 


SC (J I 及 Dvoll < &. 


显然 ， 若 集 D 的 若 尔 当 容 度 为 0， 则 D 的 任 一 子 集 的 车 尔 当 容 度 也 为 0， 而 且 ， 有 限 个 车 
尔 当 容 度 为 0 的 集 的 并 仍 是 若 尔 当 容 度 为 0， 为 证 实 这 一 点 ， 对 正 整数 k， 设 {5.1,。 ,是 R*" 的 


上 个子 集 的 集合 ， 使 得 每 个 S, 的 若 尔 当 容 度 为 0。 我 们 断言 其 并 S$S = (J 5, 的 车 尔 当 容 度 为 


0， 事 实 上 ， 设 e>0， 对 介 于 1 和 之 则 的 每 个 下 标 i， 因 为 se/k 是 正 数 ， 所 以 可 选择 有 限 广 义 
矩形 覆盖 S;,， 而 它们 的 体积 和 小 于 se/ ， 取 这 上 个 有 限 广义 和 矩形 集合 的 并 ， 我 们 就 得 到 覆盖 5 
的 而 它们 的 体积 和 小 于 kL el/k] = 
例 18. 18 定义 平面 R* 中 的 线段 5 为 
S= |(x,y)JiO<xr<1,y = x|. 
则 $S 有 和 若 尔 当 容 度 0。” 如 图 18.2 所 示 . 为 验证 这 一 点 , 设 a >0， 则 对 每 个 自然 数 上 设 
ss 是 天 个 定义 为 
1 = [二 二 ]> [二 过 1 <j<h 


的 广义 答 形 的 集合 显然， 这 些 广义 矩形 的 集合 覆盖 了 集 S， 这 些 和 矩形 的 每 一 个 的 面积 为 1/ 驻 ， 所 

以 它们 的 面积 和 是 1/ 上 如果 选 取 1/k <s， 则 5 被 有 限 个 广义 矩形 所 覆盖 ， 而 它们 的 面积 和 小 于 e. 
国 

例 18.19 定义 R 中 的 集合 5 为 
S= {(x,y,2)IO<zxrel,0<y<1,zr = 4|, 
则 S$ 的 知 尔 当 容 度 也 为 0， 为 验证 这 一 点 ， 再 次 设 s>0， 则 广义 矩形 
T= |0,1] x [0,1] x {4 -ex3,4 + a/3) 
包含 $5 且 体积 为 2se/3 < e. 图 
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图 18.2 RR 中 的 线段 5 有 若 尔 当 容 度 0 


定理 18.20 设 /:7 一 及 是 定义 在 广义 和 矩 形 上 上 的 有 界 函 数 ， 如 果 7 一 及 的 不 连续 点 全 有 
若 尔 当 容 度 0， 则 在 上 上 是 可 积 的 . 

证 明 我 们 用 阿 基 米 德 - 黎 受 定理 及 定理 18. 10 中 的 准则 (ii)， 设 a >0， 必 须 找 到 了 的 一 
个 划分 P， 使 得 

U(f,P) -LL(f,P) < 2 
因为 函数 :1 一 R 是 有 界 的 ， 所 以 我 们 可 以 选择 一 个 数 >0， 使 得 对 了 中 所 有 的 x， 
[f(x) | 大 1- 

设 DD 是 1 中 使 函数 :1 一 RR 不 连续 的 点 集 ， 因 为 s/41 是 正 数 且 DP 有 着 尔 当 容 度 0， 所 以 我 们 可 
选择 一 个 由 有 限 个 广义 矩形 组 成 的 集合 覆盖 D， 而 这 些 广义 矩形 的 体积 和 小 于 ae/4M， 我 们 
假设 天 中 的 每 一 个 广义 矩形 是 1 的 子 集 . 

对 介 于 1 和 n 之 间 的 下 标 i， 定 义 P; 是 了 的 第 ;个 边 的 划分 ， 它 包 食 所 有 和 下 中 的 广义 矩形 的 第 : 
个 边 的 端点 ， 定 义 P=(P,，…，P,). 划分 P 有 如 下 人 性质 : 了 中 的 每 个 广义 矩形 是 划分 P 的 广义 矩 


形 的 并 ， 我 们 把 划分 P 中 的 广义 矩形 分 类 ， 当 人 它 包 含 在 天 中 的 广义 矩形 中 时 ， 沁 为 及，…，J:， 当 
不 具有 上 面 的 性 质 时 ， 记 为 ，…，J 因为 天 中 的 广义 托 形 的 体积 和 小 于 a/4MM， 所 以 

- ) 全 

2 vol J < 4M’ 


因此 ， 由 好 的 选取 得 ， 
> [MfJ) -mf TvolT' < D2M: volj < ph (18. 18) 


另 一 方面 ， 对 介 于 1 和 m 之 间 的 每 个 下 标 i， 因 为 广义 短 形 { 儿 ，…，J.1 覆 雇 DD， 而 咀 数 f: J .一 R 
在 7 的 内 部 是 连续 的 ， 这样， 由 命题 18. 17 知 , f: J 一 R 是 可 积 的 ， 所 以 由 阿 基 米 德 - 歼 曼 定 
理 与 定理 18. 10 中 的 准则 (ii) ， 我 们 可 选 J 的 一 个 划分 已 ， 使 得 


U(f,P.) ~- L(f,P.,) < 5 一 (18. 19) 
选取 P' 是 划分 PP 的 细 分 ， 使 得 对 介 于 1 和 之 间 的 下 标 i， 导 出 J 的 一 个 划分 ， 人 它 是 P., 的 细 
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分 ， 则 由 细 分 引 理 得 ， 


U(f,P.) -LL(f,P' ) 到 2, [M(f,J') - m(f,J') ] vol J'+ 2 [ UCP.) -LL(f,P.)| 
ts 1 = 加 


< 过 + 叫 志 | =。 


上 面 的 定理 是 命题 18. 17 的 一 个 推广 ， 因 为 (习题 9) 广义 矩形 的 边界 有 知 尔 当 容 度 0. 
习题 
i. 对 正 数 站、 b,， 证 明 ， 椭圆 


|I{x,y} e RIlxl+lyl!=1| 
有 车 尔 当 容 度 0. 


2. 证 明 : 实数 的 集合 {二 1 ne N | 有 有 若 尔 当 容 度 0 


3. 证 明 : 构 球 
{(x,y,2) ERI0O0<xz<s1,0<7ys1l,y= 了 zl 
有 和 若 尔 当 容 度 0. 
4. 对 R" 的 子 集 $，S 的 特定 务 教 (Characteristic function ) 为 省 R 一 R ， 定 义 为 


xx) = 村 让 ES 


0 rt&5s. 

证 明 : 特征 聊 数 X 的 不 连续 点 集 由 5 的 边界 组 成 . 

$5, 设 1 为 R" 中 的 一 个 广义 短 形 及 as >0， 证 明 : 存在 一 个 广义 矩形 J， 它 包含 在 了 的 内 部 且 使 得 vol 了 -~ 
vol J < e， 

6. 设 J 与 了 是 R 中 的 广义 矩形 且 J 包含 在 了 的 内 部 ， 给 定 了 的 一 个 划分 呈 , 证 明 ; 存在 了 的 一 个 划分 P'， 使 
得 中 中 的 每 一 个 广义 算 形 也 是 已 中 的 广义 矩形 . 

7. 设 4=irzesRI0<xst 及 8=|xz，r)eR10<x<sl，y=0i. 证 明 : 4 没有 若 尔 当 容 度 0， 但 8 有 若 尔 
当 容 度 0， 这 是 否 有 书 慎 ? 

8. 设 1u,| 是 R" 中 的 一 个 收复 序列 ， 证 明 ; 和 集 jw,1k&eN | 有 阁 尔 当 容 度 人 0. 

9. 证 明 : 广义 矩形 的 边界 有 车 尔 当 容 度 0. 

10. 设 ! 是 有 ”中 的 一 个 广义 和 矩形， 天 数 /7 一 R 是 连续 的 .假设 对 了 中 所 有 的 点 xY， 伍 有 (zx)s0. 证 明 ; 若 


[f= 0, 则 对 1 中 所 有 的 点 ,fx) =0， 间 这 里 的 连续 性 是 否 必要 ? 


18.3 者 尔 当 域 上 西 数 的 积分 


在 一 元 昂 数 积分 的 研究 中 ， 我 们 只 需 讨 论 定 义 在 有 界 财 区 间 上 的 郴 数 .对 于 多 元 函数 ， 广 
义 和 矩形 并 不 起 主导 作用 : 有 必要 讨论 一 般 的 定义 域 上 的 多 元 晒 数 的 积分 . 


函数 的 零 扩 张 的 可 积 性 


定义 ”对 R" 的 有 界 子 信也 及 一 个 有 界 函 数 太 D 一 R, 如果 了 是 一 个 包含 忆 的 广义 矩形 ， 我 


们 定义 f:D 一 R 到 1 的 零 扩张 (zero-extension， 记 为 f:I 一 RR) 为 
A D 
fr) = 位 如 果 工 在 吃 中 
0 如 果 广 在 I\D 中 ， 
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f: DR 到 1 上 的 零 扩张 如 图 18.3 所 示 . 
R 


ly 


本 1 


A 


i 


图 18.3 f:.D 一 RR 到 上 的 军 扩 张 


定义 设 D 是 R" 的 有 界 子 集 ， 并 设 函 数 /:DD 一 RR 是 有 界 的 .函数 f.D 一 民 称 为 可 积 的 ， 如 
果 存 在 一 个 包含 中 的 广义 给 形 1， 而 /的 堆 扩 张 /:1 一 R 是 可 积 的， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 定义 
Lf/= | (18. 20) 


有 必要 证 明 上 述 定 义 是 无 歧义 的 ， 即 与 含 忆 的 广义 定形 了 的 选择 是 无 关 的 ， 为 做 到 这 一 
点 ， 我 们 首先 确立 在 履 是 一 个 广义 矩形 时 ， 上 述 定义 无 歧义 . 
引 理 18.21 设 /: /一 R 是 一 个 定义 在 广义 给 形 了 上 的 可 积 函数 ， 而 了 是 一 个 包含 了 的 广 


义 短 形 ， 则 /7 一 尺 是 /到 了 的 零 扩 张 是 可 积 的 且 
hf=) 
证 阴 对 介 于 1 和 之 间 的 每 个 下 标 i, 了 的 第 i 个 边 是 [a., 4b], 而 J 的 第 i 个 边 是 [a',， 646] 
考虑 区 间 [ a,;，5b;] 的 划分 P = ba,, a', b',b,1,，P=(P,,…,P,) 是 1 的 一 个 划分 ， 它 具有 性 


质 : 它 包含 广义 矩形 /7， 而 且 ， 对 关中 非 了 的 每 一 个 广义 矩形 J， 限 制 f: J' 一 R 在 了 的 内 部 
是 0、 由 命题 18. 17 知 ， 函 数 六 JR 是 可 积 的 ， 而 且 不 难 知 上 7 = 0( 习 题 5). 从 积分 按 划分 


的 可 加 性 (定理 18. 11) 知 , 六 1 一 R 是 可 积 的 当 且 仅 当 它 的 限制 /:J -~ R 是 可 积 的 且 
J7= hf= 1f= 1 图 
为 了 证 明 前 面 / 在 一 般 有 界 集 D 上 的 积分 定义 是 完全 确定 的 , 设 1 与 1 是 两 个 包含 D 的 广 


义 和 矩形 ， 定 义 了 是 万 与 1 的 交集 ， 由 引 理 18.21 知 ， 函 数 f:1, 一 R 是 可 积 的 当 且 仅 当 f.1 RR 
是 可 积 的 ， 在 此 情形 下 ， 有 
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: 
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及 疯 数 f: 1,->R 是 可 积 的 当 且 仅 当 f:1 -» R 是 可 积 的 ， 在 此 情形 下 ， 有 
人 = 

从 而 ,f:1, 一 R 是 可 积 当 且 仅 当 f:1, 一 R 是 可 积 的 ， 在 此 情形 下 ， 有 
bf = 

这 样 就 得 到 上 面 的 可 积 性 与 积分 的 定义 是 无 歧义 的 . 

积分 的 单调 性 与 线性 性 


定理 18. 22( 积 分 的 单调 性 ) 设 D 是 R" 的 一 个 有 和 界 子 集 ， 假 设 函 数 J:D 一 R 和 g:D 一 民 是 
可 积 的 且 对 DD 中 所 有 的 点 Xx， : 
f(x) < g(x), 


/<le 


证 明 选取 了 是 包含 嘱 的 广义 和 矩形. 对 I 中 所 有 的 点 x， 


f(x) < E(x), 
利用 定义 在 广义 矩形 上 的 函数 的 积分 的 单调 性 (定理 18. 12)， 


br- Jf< ehe 
定理 18. 23( 积 分 的 线性 性 ) 设 D 是 R" 的 一 个 有 界 子 集 ， 假 设 函 数 f:D 一 民 和 gg:D 一 民 是 
可 积 的 .、 则 对 任意 两 个 数 a 与 B, 台数 af+ Bg:D 一 RR 也 是 可 积 的 ， 且 


|[af +Be] = a| f+pls. (18. 21) 


证 明 ” 设 I 是 包含 D 的 广义 矩形 ， 观 察 到 af + Bg:D 一 R 到 1 的 零 扩 张 是 af +B8:1 一 R. 
由 定义 在 广义 矩形 的 函数 的 积分 的 线性 性 (定理 18. 13)， 


hiof +pe] = [laf +Bé] =olPrpE=elArafe 


则 


者 尔 当 域 


对 于 定义 在 R" 的 有 界 子 集 D 上 的 连续 了 涪 数 ， 它 的 零 扩 张 的 不 连续 点 集 包 含 在 D 的 边界 中 
(习题 6)， 这样 ， 因 为 根据 定理 18. 20 知 ， 一 个 定义 在 广义 矩形 上 的 有 界 旺 数 是 可 积 的 ， 如 果 
这 个 不 连续 点 集 有 若 尔 当 容 度 0， 所 以 我 们 把 注意 力 集中 在 R" 的 下 类 有 界 子 集 上 . 

定义 ”R" 的 有 界 子 集 品 称 为 著 尔 当 域 (Jordan domain ) ， 如 果 它 的 边界 有 若 尔 当 容 度 0. 

定理 18.24 今 DD 是 R" 的 一 个 若 尔 当 域 且 函数 1.D 一 R 是 有 界 的 ， 如 果 f:D 一 RR 的 不 连续 
点 集 有 若 尔 当 容 度 0， 则 f:D 一 RR 是 可 积 的. 


证 明 ”选取 I 是 R" 中 的 一 个 广义 矩形 且 包 含 域 忆 ， 必 须 证 明 / 的 零 扩张 /:7 一 R 是 可 积 的 ， 根 
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据 定理 18. 29， 只 要 证 明 f:1 一 R 的 不 连续 点 集 有 若 尔 当 容 度 0， 但 是 对 DD 的 内 点 x， 当 f:D 一 RR 
是 连续 的 ， 则 零 扩张 /在 点 x 处 仍 是 连续 的 ， 因 为 存在 * 的 一 个 邻 域 ， 在 其 上 ,f/f:1 --，R 完全 辐 
于 f:D 一 RR. 另 一 方面 ， 当 x 是 DD 的 外 点 且 属 于 I 时， 存在 一 个 x 的 邻 域 , /在 此 恒 为 0， 所 以 
f:1 一 RR 在 点 x 处 是 连续 的 ， 这 样 ,f:T 一 的 不 连续 点 集 包含 在 D 的 边界 及 f:D 一 R 的 在 D 的 
内 部 的 不 连续 点 集 的 并 集 内 ， 由 假设 知 ， 这 两 个 的 每 一 个 都 有 车 尔 当 容 度 0， 因 此 它们 并 集 也 
有 若 尔 当 容 度 0. 蝇 


可 积 函 数 的 图 形 


为 使 上 述 定 理 有 有 用， 必须 提供 准则 用 以 判断 一 个 集合 是 否 有 若 尔 当 容 度 0， 下 面 命 题 与 它 
的 推论 就 提供 了 这 样 的 准则 . 
命题 18.25 设 1 是 "中 的 一 个 广义 给 形 ,假设 函数 g:T 一 R 是 可 积 的 ， 则 RR" 的 子 集 是 
由 g:I 一 R 的 图 形 组 成 ， 
(x,ge(x)) eR"lIxedll 
有 若 尔 当 容 度 0. 457 
证 了 明 设 e>0， 根据 阿 基 米 德 - 歼 受 定理 和 定理 18. 10 的 准则 (ii) ， 存 在 了 的 划分 天 ， 满 足 
U(g, P)-L(g, 了)<es， 即 
pM 7) ~- m(e,Jd) jvol < e， (18. 22) 
这 里 对 P 内 的 每 个 广义 矩形 了， 
Mg,J) = supig(xz)jreJ 及 mlg,J) = inf{e(x)lx e J. 
对 PP 中 的 每 个 广义 和 矩 形 了 J 了， 第 卡 针 积 广义 类 形 J 了 x[m(g，J)，M(g，J)] 是 R” 中 的 一 个 广义 佐 
形 ， 呈 由 达 布 和 的 定义 知 ， 当 J 了 在 P 内 变化 时 , g:1 一 R 的 图 形 包含 在 这 个 笛 卡 儿 积 的 并 中 ， 
不 等 式 (18. 22) 精 确 地 说 明 这 些 积 的 体积 和 小 于 sa， 办 此 这 个 图 形 有 若 尔 当 容 度 0. 对 
推论 18.26 设 DD 是 R"” 中 的 若 尔 当 域 ， 设 函数 f.:D->R 是 有 界 的 ， 且 f:D 一 民 的 不 连续 
点 集 有 若 尔 当 容 度 0， 则 R" 的 子 和 集 由 f:D 一 展 的 图 形 组 成 ， 
[|{(x,f/(x)) eR lxe DI 
有 若 尔 当 容 度 0. 


证 明 设 1 是 包含 D 的 广 闵 矩形 . 由 十 f.:D 一 RR 是 可 积 的 , f:D 一 RR 到 I 的 零 扩张 f:1 一 RR 
也 是 可 积 的 ， 由 命题 18. 25 知 , ;IR 的 图 形 有 若 尔 当 容 度 0， 因 为 1:D 一 RR 的 图 形 是 f:1 一 R 


的 图 形 的 子 集 ， 所 以 f:D 一 R 的 图 形 也 有 若 尔 当 容 度 0. 加 
例 18.27 下 面 的 R* 的 子 集 是 车 尔 当 域 : 
(Oxy) x +y <1l, {x,y)lx +y <1|. 


事实 上 ， 这 两 个 集 的 边界 是 单位 圆 S= i (x, Y)1ix +y =1|. 所 以 必须 证 明 5S 有 车 尔 当 容 度 
0， 但 是 $ 是 两 个 定义 在 [ -1，1] 上 的 连续 函数 的 图 形 的 并 集 ， 由 上 面 推论 知 ， 这 些 图 形 中 每 
一 个 都 有 若 尔 当 容 度 0， 因 而 其 并 集 也 有 若 尔 当 容 度 0。 加 
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例 18.28 对 c>0， 在 R: 中 定义 圆柱 体 C 为 


C= |(x,y,2)1lx ty <1l,0<zs<el 
我 们 断言 C 是 若 尔 当 域 ， 事 实 上 ,C 的 边界 旦 顶部 | (x, y, z)1x +y <1, z=c|i、 底 部 1 (x， 
y, 2)| 和 + 六 和 1，z=0| 及 侧面 |(x，y7，z) 1 x +y =1 0<z<cl 的 并 ， 因 为 顶部 和 底部 每 一 
个 都 是 车 尔 当 域 上 的 常 值 函 数 的 图 形 ， 所 以 顶部 与 底部 有 若 尔 当 容 度 0， 侧 面 可 写成 


{x,y,2) -le<x 人 eel,0<ze<c,yr =tvl-x |. 
由 于 这 个 集合 是 两 个 集合 的 并 ， 而 它们 中 的 每 一 个 是 定义 在 答 形 上 的 连续 肾 数 的 图 形 ， 侧 面 有 
若 尔 当 容 度 0， 因 此 C 是 若 尔 当 域 . 国 


上 面 三 个 例子 描述 了 检验 了 R 的 子 集 D 是 者 尔 当 域 的 一 般 方 法 : 只 要 证 明 D 的 边界 是 有 限 个 
n -1 元 可 积 消 数 的 图 形 即 可 ， 特 别 地 (习题 1)，R" 中 的 任 一 广义 矩形 和 任 一 开 球 都 是 若 尔 当 域 . 


积分 的 可 加 性 
为 了 给 出 域 上 积分 的 可 加 性 的 一 般 结果 ， 我 们 建立 下 面 的 引 理 . 
引 理 18.29 设 太 7 一 及 是 广义 矩形 了 上 的 有 界 函 数 且 具 有 如 下 和 性质， 存在 了 的 子 集 S， 它 
的 若 尔 当 容 度 是 0, 使 得 对 1 了 \ 5S 中 所 有 的 点 +， 
f(x) = 0. 
则 /7 一 只 是 可 积 的 且 | / = 0. 


证 明 首先 容易 看 到 ， 由 于 S 有 若 尔 当 容 度 0， 因 此 5 的 边界 也 有 阁 尔 当 容 度 0( 习 题 
12) ， 这 样 ，$ 是 若 尔 当 域 ， 而 且 ， 了 区 数 :1 一 R 是 旺 数 /: 5 一 R 的 零 扩 张 ， 由 于 哺 数 f:1 一 
在 I 中 5 的 外 点 上 是 连续 的 ， 内 此 函数 :1 一 R 的 不 连续 点 集 有 着 尔 当 容 度 0， 从 定理 18. 20 的 


证 明 中 知 , f:7-*R 是 可 积 的 ， 所 以 仅 需 证 明 [f= 0. 这 等 价 于 证 明 对 每 一 e >0， 


-e<|f<s. (18. 23) 
设 e>0， 从 定理 18. 20 的 证 明知 ， 不 难 找 到 了 的 一 个 划分 P， 使 得 
-ee < L(f,P) <|f< U(f,P) < e， 


因此 (18. 23) 成 立 . 加 

定理 18.30 设 DD 与 D, 是 R" 的 两 个 有 界 子 集 ， 对 D=D,UD,， 假设 函数 /1:D 一 RR 有 如 下 
性 质 : f:D 一 R 与 f;:D, 一 R 都 是 可 积 的 、 如 果 交 集 D, 站 Dp, 有 若 尔 当 容 度 0， 则 浮 数 f:D 一 民 也 
是 可 积 的 且 


| 最/ = f+ bf (18. 24) 

证 明 ”选取 1 是 包含 D 的 广义 矩形 ， 定 义 户 :7 一 R 是 产 D 一 R 到 1 的 零 扩 张 ,f,:1 一 RR 是 
f:D, 一 RR 到 1 的 零 扩 张 ， 及 f:1 一 R 是 f:D 一 R 到 I 的 零 扩 张 ， 现 在 必须 证 明 f:1 一 R 是 可 积 的 且 
[f= f+) (18. 25) 
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为 此 ， 定 义 辅 助 消 数 g:i—R 为 


g(x) = f(x) - [f(x) +f(x)]， 对 I 中 所 有 的 点 x. 
观察 到 了 中 仅仅 是 在 D, ND, 中 那些 x 有 可 能 使 g(x) 头 0， 由 假设 知 ，D, 巾 D, 有 若 尔 当 容 度 0， 


所 以 从 引 理 18. 29 得 出 ， g:T 一 及 是 可 积 的 县 fg = 0. 再 由 定义 在 广义 矩形 上 的 函数 积分 的 线性 


性 (定理 18.13) 知 ， 因 为 =f +f, +g， 所 以 函数 :1 一 R 是 可 积 的 且 

|f = | +/, + g] = | + | + se = | + |f， 
即 (18.25) 成 立 . 本 
集合 的 体积 


我 们 和 定义 广义 矩形 的 体积 (volume) 是 它 的 各 边 的 长 度 的 乘积 这 对 定义 更 一 般 类 型 的 集合 
的 体积 是 有 用 的 . 

定义 ”对 了 "中 的 有 界 子 集 刀 ,假设 广 刀 一 下 是 恒 等 于 1 且 可 积 的 . 则 集中 称 为 有 体积 的 且 
它 的 体积 用 vol DD 表示， 定义 为 


volD = | 


因为 常 值 函 数 肯 定 是 连续 的 ， 从 定理 18. 24 得 出 ，R” 中 的 每 一 个 奋 尔 当 域 也有 体积 而 
且 ， 通过 定义 D 的 边界 3D 有 若 尔 当 容 诬 0， 由 引 理 18. 29 知 ，3D 也 是 有 体积 的 且 vol 9D = 0. 
从 而 由 积分 的 可 加 性 公式 (18. 24) 知 ,集合 DUaD 也 是 有 体积 的 ， 且 
vol({D U 83D) = vol D + vol 9D = vol D. (18. 26) 
体积 可 加 性 这 一 结果 后 面 还 会 用 到 ， 现 将 其 描述 如 下 . 
推论 18, 31( 体积 可 加 性 ) 假设 不 相交 的 也 与 了 是 用" 的 若 尔 当 域 ， 则 DD =D UD, 也 是 
著 尔 当 域 且 
vol(DUoD) = vol DD = vol D, + vol D,. 
证 明 不 难看 到 3DC3D,U3D,， 由 定义 知 ，6D, 与 9D, 有 者 尔 当 容 度 0， 因 此 3D 也 有 阁 尔 
当 容 度 0， 从 而 D 是 者 尔 当 域 ， 这 样 由 积分 可 加 性 公式 (18. 24) 及 (18.26) 得 ， 
vol( DU aD) = vol DP = vol D, + vol D.,. 国 
并 非 R" 中 所 有 有 界 子 集 都 有 体积 例如， 考虑 区 间 [0，1 |j] 中 的 所 有 有 理 数 集 5 狄 利 克 雷 
负数 是 S$ 上 和 伺 等 于 的 呆 数 到 区 间 [0，1] 的 零 扩张 . 因为 犹 利克 当 函 数 是 不 可 积 的 ( 例 18.6)， 
所 以 集 S 没有 体积 . 


习题 


i. 证 明 : R 中 的 任 一 广义 矩形 和 开 球 是 若 尔 当 域 . 
2. 设 S 是 R 的 一 个 在 广义 矩形 了 中 的 子 集 ， 定 义 函 数 广 一 R 为 


| Ye as。 
He) = |。 #5. 
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证 明 : 如 果 S$S 有 若 尔 当 容 度 0， 则 . 庆 一 R 是 可 积 的 . 
3. 对 BR" 的 两 个 子 集 D, 与 Dp,， 证 明 : 
a(D), UD,} & 3D, U ab,. 
举例 说 明 何 时 等 式 成 立 ， 何 时 不 等 式 成 立 ， 
， 证明 ; 两 个 若 尔 当 域 的 并 是 着 尔 当 域 . 


. 假定 /7 一 及 是 定义 在 广义 矩形 上 的 有 界 函 数 ， 且 在 了 的 内 部 上 /的 值 为 0 证 明 | / = 0 


496| 6. 对 一 个 定义 在 R 的 有 界 子 集 D 上 的 连续 晴 数 ， 证明: 它 的 任意 零 扩张 的 不 连续 点 集 包 售 在 只 的 边界 中 . 
7. 设 了 是 R' 中 的 一 个 广义 矩形 .由 观察 知 ， 存 在 一 个 不 可 积 的 有 界 函 数 .77 一 R， 由 引 理 18. 29 得 到 结 沦 : 了 


Ch 二 


没有 着 尔 当 容 度 0. 
8. 证 明 :，R” 的 一 个 子 集 5S 若 它 的 者 尔 当 容 度 是 0G， 则 它 有 空 的 内 部 . (提示 :; 由 习题 7，5 不 能 包含 一 个 广义 
和 矩形 ) 


9. 对 R" 中 的 一 个 广义 矩形 I， 设 4 是 1 的 一 个 车 尔 当 容 度 为 0 的 子 集 ， 并 假设 可 积 耳 数 f:I 一 RR 及 g:I 一 R 满足 
f(x)} = g(x), x el\A. 


Jf= he 
10. 对 R" 中 的 广义 答 形 I， 定 义 f:1 一 R 是 常 值 1 的 函数 ， 寻找 了 的 子 集 D, 使 得 它 的 限制 f:D 一 R 是 不 可 
积 的 ， 
ll. 设 了 是 R 中 的 一 个 广义 矩 形 ， 函 数 f:1 一 R 是 可 积 的 .用 D 表示 了 的 内 部 、 证 明 :fD 一 R 是 可 积 的 ， 且 


[f= |/ 
12. a. 设 5 与 下 是 R* 的 子 集 且 SGF， 如 果 六 是 闭 的 ， 证 明 3SCGCF. 


b. 运用 (a) 肥 有限 个 广 闵 短 形 的 并 是 闭 集 这 一 事实 证 明 ; 如 果 S5S 有 车 尔 当 容 度 0G， 则 3$ 也 有 着 尔 当 容 
497 度 0. 


证 明 : 
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至 此 ,我 们 还 没有 一 般 的 方法 来 实际 地 计算 一 个 多 元 可 积 函 数 的 积分 .本 章 的 第 一 节 将 给 
出 富 比 尼 定 理 ， 它 把 多 元 陋 数 的 积分 计算 归 约 为 一 元 函数 的 积分 计算 问题 ， 后 者 通常 是 运用 微 
积分 第 一 基本 定理 第 二 节 将 讨论 多 元 函数 的 变量 替换 用 以 计算 积分 ， 这 是 对 一 元 函数 的 换 元 
法 的 推广 经常 使 用 这 种 方法 把 复杂 的 积分 计算 归 约 为 更 为 简单 的 计算 例如， 使 用 富 比 尼 
定理 ， 


19.1 证 比 尼 定理 


定理 19. 1( 平 面 上 的 富 比 尼 定 理 ) 假设 函 教 太一 及 是 可 积 的 ， 其 中 了 = [ee, bb] x[cec，dj 有 是 
平面 及 中 的 一 个 矩形 .对 [a, 4b] 中 的 每 个 点 x， 定 义 元 数 F:[c,dj 一 RR 为 F.(y) =f/(x, YY)， 
其 中 y 在 [c，d] 中 ， 假 设 圳 数 政 :[c,d] 一 及 是 可 积 的 ， 且 定义 


4(z) = [f(x,y)dy. 
那么 A:[a,b] 一 R 是 可 积 的 ， 且 


| = | 4(z)dz = [[ ffx) ay]a (19.1) 
证 明 ”证明 的 关键 在 于 验证 由 函数 /:1 一 R 及 4:[a,5] 一 RB 的 达 布 和 所 满足 的 如 下 不 等 式 : 
对 了 的 每 个 划分 P=(P,,，P,)， 
L(f,P) < L(A,P,) < U(A,P,) < U(f,P). (19. 2) 
事实 上 , 一旦 它 被 证 实 了 ， 由 于 f/f 在 1 上 是 可 积 的 ,根据 阿 基 米 德 - 黎 曼 定 理 ,， 我 们 可 选取 /在 
了 上 的 划分 序列 {P,} ， 对 每 个 下 标 上 , 令 P, = (Pl;， 户 )， 由 不 等 式 (19.2) 知 ，{P!|| 是 隐 数 有 4 
在 [a,b] 上 的 阿 基 米 德 序列 ， 再 次 利用 阿 基 米 德 - 黎 曼 定理 ,我 们 得 出 结论 : 4 在 [a, b] 上 是 
可 积 的 . 由 于 对 应 于 划分 的 阿 基 米 德 序列 的 达 布 和 收敛 于 积分 值 ， 因 此 从 不 等 式 (19.2) 知 
(19. 1 ) 成 立 . 
下 面 验证 公式 (19.2). 设 P=(P,，P,) 是 了 的 一 个 划分 ， 其 中 P, = |x。，…，x。| 及 P, = 
yo。，…，Y4| 分 别 是 [a, 4b] 与 [c，dj 的 划分 .对 每 一 对 下 标 i(1l<i<m), j(1<j<《)， 定 义 
M, = suplf(x,7) | (x,7) < [xi zi] x [y,,,7;]|, 
M, = sup|A(x)|xe [zx;]|， 
然后 ， 由 定义 知 ， 


U(f,P) = > Mix 一 xi 1 ] Ly， 一 yi 1 ] 9 


二 了 


U(A,P,) = Y Mi[z ~- Yi 


iel 


周 定 介 于 1 和 m 之 间 的 下 标 i 及 区 间 [x,.,，x,;j] 中 的 一 点 x*， 则 对 每 个 介 于 1 和 《之 间 的 下 标 j， 
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对 [yy,.,， 7 中 所 有 的 点 7， 
f(x,yY) < MM,. 

由 定义 在 区 间 [y -,， 入 ] 上 的 函数 的 积分 的 单调 性 得 ， 

fo fxdy < Msly, ~». 
对 这 个 不 等 式 关于 j=1，2，…,《 求 和 ， 并 利用 积分 在 区 间 上 的 可 加 性 ， 我 们 得 到 

[fx ay < 六 [7 -四 

j=| 

由 于 上 面 这 个 不 等 式 对 [x;.，, ，x,] 中 每 个 点 < 都 成 立 ， 于 是 由 m, 和 M, 的 定义 可 知 ， 


M, < 2, M,[y, - y,1]. 
上 式 乘 以 x, -x,.|!， 并 对 i=1，2，…，m 求 和 ， 得 到 
U(A,P,) < U(f,P). 
类 似 地 ， 可 证 明 
L(f,P) < L(A,P,). 国 
例 19.2 对 I=[1, 2] x[0, 1] 中 的 (x，Y)， 定 义 f(x,，y) =e”x， 因为 函数 1.7 一 及 是 连 
续 的 ， 从 富 比 尼 定 理 知 ， 累 次 积分 是 允许 的 ， 由 微 积分 第 一 基本 定理 得 ， 


[7 = {ferray]ar = [re -dz=e-e-l | 
定理 19.3 对 连续 函数 让:[ao,b] 一 及 及 8g:[ae 罗 一 下， 且 有 如 下 性 质 : h(x) 万 g(x)， 
xE[La, bj 对 这 两 个 函数 ， 定 义 


D= |{(x,y)lasx<b,h(x) <y < g(x)|. 
假设 函数 f:D 一 R 是 连续 有 界 的 ， 则 


bf= [ [fy ay]a (19.3) 
证 明 ”集合 DD 是 车 尔 当 域 ， 因 为 它 的 边界 由 四 个 图 形 的 并 组 成 ， 而 每 个 图 形 都 是 一 个 定 
义 在 有 界 区 间 上 的 连续 函数 的 图 形 ， 选 取 区 间 [c，d] ， 使 得 矩形 了 = [ae, 8] x [c，d] 包 含 D， 
并 设 .7 一 R 是 F:D 一 R 到 了 的 零 扩 张 ， 由 定理 18.24 推 得 , f:1 一 R 是 可 积 的 ， 在 n=1， 
=[c,，d] 及 J=[Az)，g(xz)] 的 情况 下 ， 运 用 引 理 18. 21 ， 我 们 得 
4(z) = [jlsy)ay = 全 Kay)dy，z es [ab 


现在 从 平面 上 的 富 比 尼 定 理 可 得 出 公式 (19. 3). 图 
例 19.4 对 忆 =1(z，7y) 1 和 + 六 和 1，y20， 定 义 疡 D 一 及 是 常 值 函 数 ， 其 值 是 1. 
那么 
D= (x,7y)I-1l1<x<1, OyeVl -wx}, 
由 定理 19.3 知 ， 
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| 7 = [二 = [i /1 xldx = 了 重 
当 消 数 f:1 一 R 不 连续 时 ， 在 验证 公式 (19.1) 时 需 加 小 心 ， 正 如 下 面 例子 所 表明 的 ， 有 可 能 公 
式 (19. 1) 的 右边 积分 是 完全 确定 的 ， 而 晴 数 f:1 一 RR 却 是 不 可 积 的 . 
例 19.5 定义 孙 数 1:1 一 R ,其 中 1=[0, 1] x[0, 1], 由 
1 着 zx 为 有 理 数 
2y 者 + 为 无 理 数 . 


对 [0，1] 中 的 每 个 点 x， [f(x,y)dy = 1， 所 以 


f(x,y) = | 


[fr ady]ds =1 


但 是 不 难看 出 函数 f:1 一 R 是 不 可 积 的 (见习 题 8). 加 

公式 (19. 1) 中 变量 x 和 y 有 特别 的 次 序 、 事 实 上 ， 有 为 一 个 对 应 的 公式 ， 它 的 求 积 次 序 愉 
是 反 过 来 的 ， 对 可 积 遂 数 户 Le， bj x[c, dj 一 R， 对 [c,dj 中 的 每 个 点 y,， 定义 函数 
有 : [a, 6 一 R 为 F,(x) =fA(x,，Y)， 其 中 zx 在 [a, 6 中. 假设: [ae， 0 一 是 可 积 的 ， 且 定义 


B(y) = [fry) ds 
那么 函数 B:[c,d] 一 RR 是 可 积 的 ,， 且 
[f = 「 By)ay = [Lf dr]ay (19.4) 
这 个 公式 的 证 明 与 定理 19. 1 的 证 明 完 全 相同 ， 除 了 要 求 用 


DD Ms fy, 
代替 交 
> wy -9s -xs 
推论 19.6 仍 设 画 数 儿 .1 一 由 是 可 积 的 ， 其 中 Ta Bb] xfc dl 是 Ri 中 的 给 形 。 则 公式 
[[f rx > [{f ra, es]oy (19. 5) 
成 立 ， 只 要 它 的 每 一 端的 积分 是 确定 的 ， 特 别 地 ， 如 果 这 个 函数 :1 一 民 是 连续 的 ， 则 这 个 公 
式 成 立 
证 骨 定理 19. 1 断言 
[fenparla = 7 
只 要 左边 的 积分 是 确定 的 ， 正 如 上 面 所 讨论 的 ， 另 一 个 对 称 的 论证 表明 


[ [fr ar]ay = | /， 


502 


303 
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= 


只 要 左 端的 积分 是 确定 的 这样，(19. 5) 的 每 一 端 都 等 于 | f, 只 要 它们 是 确定 的 加 


系 次 积分 公式 (19. 1) 可 以 推广 到 欧 几 里 得 空间 R"(m 宕 2) 中 的 广义 知 形 上 的 少数 积分 .， 而 
且 , 一 旦 引进 恰当 的 记号 ， 这 一 般 结 果 的 证 明 与 R* 中 的 证 明 完 全 一 致 ， 事 实 上 , 记 m =n +k， 
其 中 m 和 是 自然 数 ， 如 同 前 面 所 做 的 ， 我 们 记 R"* 中 的 点 & 为 

& = (x,y), xeR 及 ye 有 R. 
进而 ， 开 "” 中 的 一 个 广义 矩形 了 = 放 x… xf xx…x 可 表示 为 笛 卡 儿 积 
了 = 了 x i， 
其 中 了 =T 了 x… xxi, T=i ,Xx xl, 
把 平面 上 的 富 比 尼 定 理 的 证 明 直 接 推广 给 出 下 述 定理 的 证 明 . 

定理 19.7( 富 比 尼 定理 ) ”假设 浮 数 f:1 一 民 是 可 积 的 ， 其 中 了 = 了 x1 是 RR"*' 中 的 一 个 广义 

短 形 . 对 了 中 的 每 一 点 XY， 定义 函数 下 :1 一 下 为 
F.(y) = fx,y},y el,, 
假设 函数 下 : J 一 RR 是 可 积 的 ， 且 定义 


A(x) = | /x,y) dy. 
那么 孙 数 4: 一 及 是 可 积 的 ， 且 
|f= [A(xr)dr = [ [fA er] (19. 6) 
下 面 定 理 的 证 明 同 定理 19. 3 的 证 明 完 全 一 样 . 
定理 19.8 对 有 RR 中 的 若 尔 当 域 天 ， 设 上 及 :天 一 玉 及 8: 天 一 及 是 有 界 连 续 函 数 且 大 (xz) sg(F) 对 
中 所 有 的 点 成立 定义 
D= {I(x,y) eR |xe Kh(x) <y < g(x)|. 
假设 函数 f:D 一 R 是 连续 且 有 界 的 ， 则 
bf= [fA )dy| dz (19.7) 
p Kk Bx) a 和 ” * 


在 求 一 元 函数 积分 值 的 计算 中 ， 采 用 包括 莱 布 尼 蕊 符 导 的 记号 通常 是 有 用 的 .对 于 多 元 函 
数 ， 这 也 是 有 用 的 . 对 定义 在 广义 矩形 了 = [a,，6b,] x… x [a,， 8.] 上 的 可 积 帅 数 f:1 一 R ， 积 
分 值 通 常 表示 为 


fx) dx 
或 
[fA dz dy 
对 n=2 或 n=3， 我 们 用 记号 
[Ax dyas 及 [ffsy oa) dedyds 
在 R 这 一 情形 里 ,1 =[a,，6,] x[a,,b,] x[a;,， 4b,] ， 上 面 的 累 次 积分 公式 (19.6) 变 成 
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[fxs712) drdydz = [ [ff fess) drady]e (19. 8) 
此 外 ， 如 果 在 上 面 的 内 层 积 分 中 运用 二 元 案 次 积 公 式 ， 则 得 

| f(x,y ,2) dxdydz = LAAs) a} (19.9) 
我 们 要 强调 的 是 ， 要 使 上 面 那些 公式 都 是 正确 的 ， 必 须 确 保 两 端的 积分 都 是 完全 确定 的 ， 
习题 
1. 计算 


人 ，、。，sim xsin?ydsdy 
2. 对 下 面 的 三 个 函数 ， 计 算 | /, 其 中 1= [0，1] x[0, 1]. 
1 -x-7y 荐 x+Y 专 】 
0 其 他 ， 
x +y 若 x* +Y 所 1 
0 其 他 . 
:sl 若 x 所 Y 志 2x° 
0 其 他 . 


[Ge + y)dzjdy 三 Ife + y)dy]dz = 0 
. 对 一 个 连续 函数 /: [ae，8] x[a, 5b] 一 RR， 证明: 狄 利克 雷公 式 


[ [fray] = [ {fr es]ar 
5. 假设 函数 由:R 一 R 是 连续 的 ， 证明; 对 每 一 个 x 关 0， 


[ {fsas]a ~ [Cs - $s)$(s)ds. 


6. 假设 函数 f:[a,b] 一 R 是 连续 的 ， 证明: 


2[ [fs) fry) ey] = [fer) as] . 
7. 仿照 定理 19. 3 的 证 阴 给 出 定理 19. 8 的 证 明 . 
8. 证 明 ; 例 19.5 中 所 定义 的 函数 fj 【0，11 xft0，1j 一 R 是 不 可 积 的 . 
. 对 R"” 中 的 一 个 车 尔 当 域 K， 设 及:K 一 R 及 g:K 一 RR 是 连续 有 界 子 数 且 hlx) 夺 g(x) 对 中 所 有 的 感 x 成立， 定义 
六 = {f(x,y)lxe Kh(r) ey g(r)|, 


a. f(x, 7) -| 
b, f(x, y) -| 


c. f(x, 7) = 
3. 证 明 ; 


> 


所 


证 明 : D 也 是 者 尔 当 域 . 
160. 仿照 定理 19. 1 的 证 明 给 出 公式 (19.4) 的 证 明 . 


19.2 变量 茶 换 定理 的 陈述 和 例子 


对 一 元 函数 积分 的 变量 替换 定理 在 7.2 节 已 考虑 了 ， 本 节 将 把 这 个 定理 推广 到 多 元 卫 数 
上 .为 方便 起 见 ， 首 先 叙 述 一 般 的 变量 替换 定理 ， 然 后 我 们 将 考虑 玫 个 重要 的 特殊 情况 ， 其 中 
包括 平面 R* 中 用 极 坐 标 描述 的 区 域 ， 以 及 R 中 由 球面 坐标 描述 的 区 域 . 我 们 把 变量 蔡 换 定理 
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的 证 明 推 迟到 下 一 节 . 

在 7.2 节 ， 我 们 证 明了 用 变量 替换 方法 求 积分 的 一 个 结果 ， 由 它 推出 : 假设 O 是 R 中 的 开 子 集 ， 
它 包含 有 界 闭 区 间 1 = 1a, 68] ， 并 设 炎 :OO 一 RR 是 连续 可 微 消 数 且 对 〇 中 所 有 的 x 有 业 '《(x) 关 0， 那 么 
对 任意 连续 消 数 f.y(1) 一 民 , 有 


tb} 名 
fx)dx = [f(y lu)) wy' (Cu) du. 
p(o) a 


当 对 1 中 所 有 的 uw 有 (4) >0 时 , 风 (D=[y(a)，w(6)]; 当 对 TT 中 所 有 的 uw 有 yw'(u) <0 时 ， 
(7) = [ww(5),， (a)]， 因此 上 述 公 式 写 成 如 下 的 等 价 形式 : 


| fas = |Ay(u)) ty (Cu)! dy. (19. 10) 


这 种 形式 的 替换 公式 将 要 推广 到 多 元 孙 数 上 . 

定义 ” 设 品 是 及 ”中 的 一 个 开 了 于 集 , 一 个 连续 可 微 的 映射 罗 : 中 一 RRR" 称 为 光 涌 的 变量 替换 ， 
如 果 下 面 防 个 性 质 成 立 ， 

(让 映射 玫 :O 〇 一 R" 是 一 对 一 的 . 

(ii) 对 中 中 的 每 一 点 ， 时 数 矩 阵 D(x) 是 可 过 的 . 

定理 19.9( 变量 兰 换 定理 ) ”假设 映射 多 :OO 一 R" 是 民 "” 中 的 开 子 集中 上 的 光滑 的 变量 赫 搁 . 
设 DD 是 开 的 若 尔 当 域 ， 使 得 KK=DUBD 包含 在 中 内 .那么 罗 (K) 是 一 个 著 尔 当 域 且 有 如 下 性 
质 ， 对 任意 连续 有 函数 娘 惠 (天 ) -> R ， 积 分 变换 公式 


| Ar) dx = | A Vu))1 detDY¥Y(u) | du (19.11) 
成 立 . 
极 坐标 
对 平面 R 中 的 每 一 点 # = (x%， y) (0, 0), 如 果 定 义 r =Vx +Yy, 则 在 区 向 [0， 27) 中 存 
在 唯一 一 个 数 9， 使 得 


(X,Y) = (rcoasd ,rsing). 
数 对 (r，6) 称 为 点 的 极 坐 标 (polar coordinates) 选 择 ， 如 图 19.1 所 示 . 


> 


(x, y) = (r cos 8, r sin 6) 


19.1 极 坐 标 
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定义 OO 是 R* 的 子 集 ， 由 满足 r>0 及 0<b<2r 的 (r，0) 所 组 成 ， 并 定义 映射 更 ;:O--， 民 :为 
V(r,0) = (rcosb,rsaing) ，(r,D) E OO. 
显然 ， 映 射 炎 :OO 一 R 是 连续 可 微 的 且 是 一 对 一 的 ， 同样， 对 @ 中 的 每 一 点 (r，6 ) ， 


cos0@ -rsing 


A 


detDwV(r,0) = detl | = 了 7 了 关 0, 


sing recosg6 
所 以 导数 矩阵 D 殉 (r，0) 是 可 逆 的 ， 这 样 ， 映 射 更 ，O_*R: 是 光滑 的 变量 替换 ， 对 0 <r <7,， 
及 0 <0 <0,<2n,， 定义 大 =[nmn rj] x[6，90,]， 假设 /f/:w(K) 一 RR 是 连续 的 .由 公式 
(19. 11) 及 育 比 尼 定 理 直 接 可 得 ， 


fy) drdy = [tn rcos ,rsing)r |drdg 
1 (19. 12) 
| [f freose, reing) rdr]de 


我 们 注意 到 在 极 坐 标 系 中 的 原点 无 邻 域 存在 使 之 提供 光 清 的 变量 替换 ， 然而， 运 用 喧 近 法 论 
证 ， 可 以 把 极 坐 标 中 的 变量 替换 公式 (419. 12) 推 广 到 藻 尔 当 域 天 上 ,大 与 扎 的 边界 相交 例如， 
对 上 述 区 域 天 ， 假 设 我 们 允许 可 能 有 ~r =0， 8, =0 或 9, =2m.， 对 0 <e<min{r,, [090, -6]7Z21， 
定义 
K = i(r,0)1le<srs<sr0 te<o0<0, -cel. 

这 样 ， 当 公式 (19. 12) 应 用 于 KK, 时 是 成 立 的 . 现在 我 们 选取 一 个 数 好 ， 使 得 | f(x, y)1| <<M,， 
对 多 (KE) 中 的 所 有 (x，y) 成立 ， 然 后 ， 由 积分 对 区 域 的 可 加 性 和 公式 (19.12) 对 天 .成立 ， 我 
们 有 


人 Kx,y)dzdy - | [fl reosgvrsing)r]drdg| 


人 A drdy - [LA reosg,rsing)r]drdg| 


<Mvole(K\K)》 + Mrvol(K\ K.). 
由 于 
limvol¥(K\ K) = limvol( 人、 K.) = 0,， (19.13) 
于 是 ， 我 们 看 到 公式 (19. 12) 在 极限 情况 下 也 是 成 立 的 . 
例 19.10 定义 D=|(x, y)1lx +y <1, x 之 0,，y 之 01 ， 用 公式 (19. 12) 计 算 


xi+y2 
|e dxdy. 


事实 上 ， D = | (reosg， rsin0) | 0O<r<1, 0<0< 了 | 所 以 由 公式 (19. 12 ) 得 ， 


|e™ ”dxdy = [Lf erar]ae = ME 7 -|de = A(e -1). 国 


球面 坐标 
现在 我 们 来 研究 三 维 空间 中 的 一 个 有 用 的 变量 替换 公式 ， 对 BR 中 每 个 点 = (x，y，2z)， 


506 


507 
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且 它 不 位 于 z 轴 上 ， 定义 p=YVx +y +z， 不 难看 到 在 区 间 [0,，2w) 中 有 了 唯一 的 数 69， 及 区 间 
(0，T) 中 的 数 四 ， 使 得 
u = (x,y,2) = (psingcos0 ,psin 由 sing ,pcosg). 
三 重 数组 (p， 中 ，9) 称 为 是 点 4 选取 的 球面 坐标 (spherical coordinates) ， 如 图 19.2 所 示 . 定义 
O 是 R3 的 开 子 集 ， 它 由 p>0, 0<$<n， 及 0 <0<27 的 点 (p， 由，9) 组 成 ， 且 定义 更 :O 一 玉 
为 
Vlp,b,0) = (psinbcos0 ,psinbsing ,pcos$),(p,$.0) E O. 

显然 ， 映 射 到 :OO 一 只 是 连续 可 微 且 一 对 一 的 .而 且 对 O 中 的 每 一 点 (p， 中 ，9) ， 寻 数 息 阵 为 

sin 中 cos0 pcos 由 cosg -psinbsing 

Dy¥(p,P,0) = | sindsin9 pcecosbsing psingbcos0 | 

Cos 中 - psing 

所 以 有 
detDy(p,9,0) = p sing #0. 

这 样 ， 导 数 和 矩阵 Dy(p，$，9) 是 可 逆 的 ， 因 此 亚 ;:O 一 R 是 光滑 的 变量 替换 .对 0 <p, <p，， 
0<p, <$,<T 及 0 <0 <0 <27T7， 定义 


K= [pp x [由 由] x [0, ,8, ]. 
假设 函数 f:V(K) 一 R 是 连续 的 ， 则 由 积分 变换 公式 (19.11) 及 富 比 尼 定 理 得 ， 
> ,Y,2)dxdydz = fflpsingeos0 ,psinbsing, pcosg )p’ sing ] dpod 中 db 


PiK 


= [If {frpsingeos0,psingsing ,peosd) prsingdp}de] dg. (19.14) 


4 = (x, y, 7) = (p sin @ cos 8, p sin @ sin Bb, pcos ) 


图 19.2 球面 坐标 
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对 于 任意 与 的 边界 相交 的 域 ， 球 面 坐 标 并 不 一 定 确定 一 个 光滑 的 变量 替换 然而 类 似 于 用 于 
极 坐 标的 通 近 论证 ， 公 式 (19. 14) 可 以 推广 到 允许 域 K 与 O 的 边界 相交 ， 
例 19.11 对 a>0, 求 R’ 中 半径 为 a 的 球 的 体积 ?， 


2 


B= |(x,y,2) lx +y +2z <a’l|. 


事实 上 ， 由 公式 (19. 14) 得 ， 


volB_ = | ldxdydz = [| [1 [p'singdp}d]de = 了 mo 图 
例 19.12 对 正 数 a 及 5， 考虑 椭 立 
D = {i{(x,y) I x /a +y/b <11. 
对 RR* 中 所 有 的 点 (uw，v) ， 定 义 更 :R 一 RR 为 (wu, v) = (auw，bv)， 则 多 :R 一 R 是 可 逆 的 线 
性 映射 ， 所 以 它 是 光滑 的 变量 替换 ， 由 歼 的 变量 花 换 公式 及 极 坐 标 公 式 ， 可 以 看 到 对 任意 连 
续 旺 数 f1;:D 一 R ,有 


| f(x,7) dxdy = ob|, 1 fau,bv)}dudv 
A 曾 二 中 才 


= | [n arcos ,brsing ) rdr| d0， 加 
习题 
i. 计算 
| dxdy. 
2. 计算 


上 用 | xyz | dxdydz, 
其 中 V=|(x, 7Y, zz) ER | rx/a +y /bb +r /ec sl}. 
. 在 R 中 求 以 xy 平面 及 抛物 面 :=2 -x -7y 为 界 的 车 尔 当 域 的 体积 . 
. 证 明 : R’ 中 的 以 柱 面 x + 六 =a 及 r+z =a’ 为 界 的 车 尔 当 城 的 体积 等 于 16a:73， 


,对 r>0 及 hh>0, 证 明 ; 锥 体 | (x, y, z)eR’1lxr +y 所 rr， 0<zeh/P(r -六 ) 1 的 体积 等 于 二 mr 


6. 假设 罗 ; O 〇 一 R" 是 R" 的 开 子 集中 上 的 光 清 变量 痊 换 .运用 反 函 数 定理 证 明 ; 逆 爱 射 风 ";y(O) 一 R 是 了 
的 开 子 集 罗 ( 吕 } 上 的 光滑 变量 闭 换 . 

.( 双 曲 坐 标 ) 定 义 M= | (x,，Y)1x>30, yY>0| 及 对 W 中 的 (x,yY) 定 义 B: 0 一 R 为 二 (xs，7) =(x -yy). 
证 明 : @: MU 一 R* 是 光滑 变量 着 换 ， 对 2 中 的 点 (*，7) ， 数 对 (x -yy，xy) = B(x，Y) 称 为 (x，7) 的 双 草 举 
标 (hyperbolic coordinates ). 

8. 定义 =| (x,y)1x>0,y>0, 1 -yy9, 2 和 xy 所 4|. 对 连续 函数 f:D RRR, 用 习题 7 中 的 双 曲 坐标 

证 明 : 


LR dt 


| 


| +Yy J]dxdy = 8. 
9. 求 一 个 常数 CC， 使 得 对 每 一 个 e >0， 


但 ” 阿 基 米 德 发 现 了 球 的 钵 积 公式 ,他 对 此 感到 骄 伍 , 因 而 把 这 一 公式 铭刻 在 他 的 墓碑 上 . 
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| volP(K\ KK) +vol(lK\K)Ile Ces. 
并 以 此 证 实 极限 式 (19. 13). 


19.3 变量 替换 定理 的 证 阴 


现在 我 们 来 讨论 变量 替换 定理 的 证 明 . 为 证 明 此 定理 ,必须 精确 地 比较 体积 图 (JJ) 及 
d(x)(J)”， 这 里 了 是 含有 x 且 位 于 @O 内 的 有 小 的 直径 的 广义 和 矩形， 下 面 的 结果 是 体积 精确 
比较 的 结果 ， 它 是 变量 替换 定理 的 证 明 所 依赖 的 . 

定理 19. 13( 体积 比较 定理 ) ”假设 映射 罗 ; 中 一 R" 是 定义 在 RR" 的 开 子 集中 上 的 光滑 的 变量 
替换 . 设 拓 是 加 的 有 界 闭 子 集 ，& 是 正 数 . 则 存在 一 个 正 数 5， 使 得 如 果 J 了 是 x 的 直径 小 于 56 
的 任意 广义 姓 形 ， 而 荆 是 开门 中 的 点 ， 则 了 包含 在 加 中 且 

vol 多 (四 =1 detD¥(x) | volJ + EvolJ, (19. 15 ) 
其 中 1 互 | <e， 

这 个 定理 的 证 明 是 相当 有 技巧 的 ， 它 依赖 于 行列 式 的 性 质 ， 这 一 性 质 在 本 书 中 不 于 证 明 . 
这 样 ， 我 们 只 描述 两 个 基本 思想 ， 它 们 是 这 个 定理 的 基础 ， 并 给 出 极 坐 标 与 球面 坐标 的 体积 比 
较 定 理 的 完全 初等 的 证 明 ， 

(i) 对 一 个 可 逆 的 线性 变换 T;R" 一 R", 可 以 表示 为 上 xnr 征 阵 4， 对 R 中 的 一 个 三 义 矩形 
J， 体 积 了 (站 是 由 下 式 给 出 : 

volT(J) =| det41 volJ. 
在 R 中 的 这 个 公式 由 附录 B 中 的 讨论 得 出 ， 这 个 附录 是 专 论 线性 代数 的 ， 讨 论 体 积 、 行 列 式 
以 及 叉 积 之 间 的 关系 .这 种 一 般 情 形 的 公式 可 以 从 行列 式 的 乘积 性 质 以 及 一 个 允许 把 一 般 线性 
映射 写成 非常 初等 的 线性 映射 的 复合 的 结果 得 出 ， 从 上 面 的 线性 映射 的 体积 变换 公式 得 出 ， 对 
中 的 一 点 x 及 一 个 广义 矩形 J， 
vol dp(x) (I) =| detDw(x) | voly. (19. 16) 

(ii) 回忆 第 13 章 我 们 证 明了 一 阶 和 逼近 定理 ， 得 出 : 若 玫 : OO 一 R" 是 光 消 的 变量 替换 ， 则 对 

OO 中 的 每 个 点 工 ， 
lim L(x + 6) - rs) + dp(x) (hk)] | 
一 阶 副 近 定 理 给 出 在 中 的 点 x 的 邻 域 中 ， 上 映射 图 可 由 在 x 点 处 的 导数 来 通 近 ， 简 单 地 说 来 ， 
基于 映射 多 的 连续 性 ， 不 难看 到 当 diam J 很 小 时 ，vol 罗 (J 了) 也 很 小 ， 所 以 差 
volB(J) -| detDwY(x) | volJ 
也 很 小 ，--- 阶 通 近 定理 及 公式 (19. 16) 给 出 一 个 更 强 的 结果 : 即使 上 述 差 除 以 volJ， 结果 
volww( JJ) 
J 


vol 


= 0, 


-| detD¥(x) | (19. 17) 
仍 很 小 ， 如 果 含 有 xz 的 广义 矩形 了 的 直径 很 小 .体积 比较 定理 正 是 这 一 个 结果 成 立 的 精确 


昌 ”回忆 dy(z) :R 一 R 是 线性 映射 ， 它 称 为 多: 吕 一 R 在 点 x 处 的 号 数 . 由 公式 d(x) (有 ) = Dw(x) 和 ， 它 是 相应 于 
导数 矩阵 DY¥《(x) 的 线性 有 刁 射 . 
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断言 . 

在 极 坐 标 和 球面 坐标 时 ， 通 过 引进 坐标 变换 ， 我 们 可 以 明确 地 计算 出 广义 矩形 上 的 图 形 的 
体积 . 

命题 19. 14( 极 坐标 下 面积 的 变化 ) 对 0 和 rm <r 及 0<0, <0, 志 27, 设 J=[r,, r,] x[60,, 9,]， 
并 对 了 中 的 (r，g8)， 定 义 (rr, 908) = (rcosg，rsing8) ， 则 


[7, + r2] 


areay(J) = [rn -ml[e-b] = 一 7 (areay). (19. 18) 
在 极 坐 标 下 面积 的 变化 如 图 19.3 所 示 . 


》 


area D = area D, + area D, 


图 19.3 在 极 坐 标 下 面积 的 变化 


证 明 ”由 推论 18. 30 中 断言 的 体积 的 可 加 性 知 ， 只 需 证 明 在 n =0，0, =0 及 0 <0, < 地 这 
一 情况 下 公式 (19. 18) 成 立 ， 定 义 r =r,，0=6,， 必 和 需 证 明 
areaD = 370. 
观察 到 D 是 两 个 集合 Dl = i(x, 7Y)10<x<rcos0, Oy<xtang| 和 也 , = |!(x, y)| recos0 志 x 和 <r， 
0<<y<Vr -x | 的 并 .从 而 由 平面 上 的 富 比 尼 定 理 ( 定 理 19.3) 及 面积 的 可 加 性 ， 我 们 有 


areaD = areaD, + areaD, 


conp r 
= [ tanQ xdx +[ Vr - x’ dx 


= 5 inGcosg + Vr -x dx. 
对 后 一 积分 用 变量 替换 ,x =rcost (0 到 : ， 由 一 元 换 元 公式 得 
" 3 . _ 1 - cos2! 2aft ' 
| -xidx = r :sin idt = -sq = [5 -a 


这 样 ， 


2 
i 2[ 8 sin201 _ 1 ， 
areaD = 5 sinGcos@ +r [= 一 三 r 
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由 极 坐 标的 面积 变换 的 公式 ， 我 们 立即 得 到 在 极 坐 标 情况 下 的 体积 比较 定理 ， 事 实 上 ， 对 了 及 
了 内 的 任意 点 (r，9) ， 从 公式 (19.18) 得 
areay(J) = rareay + EareaJ, 


ri +r, 


其 中 E= 一 一 -r. 显然 ，1 E11 <diamJ， 所 以 在 极 坐 标的 体积 比较 定理 的 阵 述 中 ， 我 们 可 以 
设 6=6. 
命题 19. 15( 球面 坐 标 下 的 体积 变化 ) 对 0<p, <p,, 0<<4$, < 中 < 及 0<0 <0,<27. 
设 J=[p,， p, ] x [中 ,， ,J x [0,，, 6, ] ， 并 对 J 中 的 (p， 中 ， 0)， 定义 
Vlp,$,0) = (psin 由 ecosg,psin 和 sing,pcos 中 ). 
则 
vol 多 (JJ) = 本 [P -pi] [cos 由 - cosp, ] [6, -0 ]. (19. 19 ) 
在 球面 坐标 下 体积 的 变化 如 图 19.4 所 示 . 


图 19.4 在 球面 坐标 下 体积 的 变化 


证 明 由 推论 18. 30 中 断言 的 体积 的 可 加 性 知 ， 只 需 在 p, =0, 0 = 中 < 由 < 了 及 6, =0 这 
一 情况 下 证 明 公 式 (19. 19) 成 立 ， 即 证 明 
volw(J) = 3pi[1 - cosd ]0,. 


但 是 观察 到 罗 (J) =|(z，y，z) | (x, y)eD, g(x, 7y) <z<h(x, y)|}, 其 中 D=|(x, y)= 
(rcos@, rsing) | Og<0<0,, 0<r<p,sing,| ， 且 对 D 中 的 (x, y) = (reos0，rsing)， 
h(x,y) = Wos -7 及 g(x,y) = arp 


运用 累 次 积分 公式 (19.7) 及 平面 R 中 的 (直角 坐标 到 极 坐标 的 ) 变量 替 换 公式 ， 我 们 有 
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vol 更 (J ) = [LhCx,y) -g(x,y) ]dxdy 


= ra - 产 - 一 |rdrde 


tan 中 : 


人 Te 


然而 ， 由 微 积分 的 第 一 基本 定理 得 ， 


2010$2 3 rpsivg 
3 p】 r ] 2 2 、 辽 三 l 2 
/< 一 _ dr 三 /一 一 YT _ 
| | Pi ps ' | 3 (ps — 7) 3 rong} r=0 
3 。 3 
_P] id 
一 3 os 和 -Ts +1] 


= 人 2[1 — cosg, ]. 
这 样 ， 


加 sin 中 2 7 pz2 
voly(J) = | 人 | fp? -pr- pr = 了 [1 -~ cos 由 ,| 0,. 国 

公式 (19. 19) 列 涵 了 球面 坐标 下 的 体积 比较 定理 .事实 上 ， 运 用 中 值 定理 两 次 ， 我们 可 在 
区 间 (p.， Pp;s) 及 区 间 ( 几 ,， 中 ) 中 分 别 选取 p' 及 小 ， 使 得 


Fp -pil[cosgb, -cos 和:][b -0] = [p] [sing'’][p, -pl[$, - $1][0, -0,]. 


从 而 ,对 了 中 的 点 (p， 中，9) ， 我 们 有 
volP(J) = [p'sing |]volf + EvolJ, 

其 中 E= |[p'] singb' -pp sing|. 因为 detD(p， 四，0) =p’'sing， 函 数 detDyV:R’ -一 RR 在 Ri 的 
有 弄 财 于 集 天 上 是 一 致 连续 的 ， 对 e>0， 存 在 85>0， 使 得 若 diamJ <65 日 了 包含 在 KK 内 ， 则 
| 五 | <e&. 

至 此 ， 我 们 已 对 极 坐 标 与 球面 坐标 建立 了 体积 比较 定理 ， 我 们 将 不 给 出 一 般 定 理 的 证 明 ， 
而 在 一 般 定 理 为 成 立 的 假定 下 ， 对 变量 替换 定理 给 予 证 明 . 

变量 替换 定理 (定理 19.9) 的 证 明 因为 必 是 有 界 闭 的 (见习 题 4) 且 函数 detDyw:K 一 RR 及 
jyY:K 一 及 是 连续 的 . 从 极 值 定理 (定理 11.22) 知 ， 存 在 一 数 MM >0,， 使 得 对 中 所 有 的 点 
x 有 


| 几 YGxz))1 < 有 及 | detDV(x)|<M. (19. 20) 
固定 1 是 包含 的 一 个 广义 矩形 ， 设 a >0. 
反 函 数 定理 蕴涵 着 罗 ( 了 D) 是 R" 的 一 个 开 子 集 及 Ww(D) 的 边界 等 于 更 (9D)( 见 习题 9). 由 假设 
D 是 若 尔 当 域 知 ， 集 3D 有 若 尔 当 容 度 0( 见 习题 6)， 运 用 体积 比较 定理 得 ， 有 (89D) 也 有 若 尔 当 
容 度 0， 从 而 ，w(K) 是 若 尔 当 域 ， 同样 ， 对 @ 中 的 任 一 广义 矩形 J，Y(J) 也 是 车 尔 当 域 . 
根据 定理 11.25， 在 有 界 闭 集 上 的 连续 遇 数 是 一 致 连续 的 ， 因 此 ， 函 数 (fo) . 1 detD 有 1 :一 及 
是 一 致 连续 的 .由 定理 11. 27 中 描述 的 一 致 连续 性 的 s-5 准则 得 ， 我 们 可 选取 8, >0， 使 得 对 天 
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中 任意 两 点 uw 与 vy, 着 上 wu-rv <6,， 则 
| fCu)) | detDP(u) | -ff(V(v) | detDY(v) I| < ec， (19.21) 
由 体积 比较 定理 ,我 们 可 选取 5, >0， 使 得 如 果 J 了 是 任 一 直径 小 于 6, 的 广义 矩形 且 x 是 
KNJ 中 的 点 ， 则 J 包含 在 QQ 内 ， 且 
vol (11) =| detDB(xX) | voly + EvolJ, ( 19. 22 ) 
其 中 1EI <s. 定义 6=min|6,， 86,|. 由 于 8D 有 车 尔 当 容 度 0， 如 同 定 理 18. 20 的 证 明 中 的 论 
证 ， 我 们 可 选取 工 的 一 个 划分 P， 使 得 


gapP <5 及 2 ， volJy <s. (19. 23) 


JePF,JNnoDp 


由 在 定理 18. 11 及 定理 18. 30 中 建立 的 积分 关于 区 域 的 可 知性 ， 有 
| zxz)dz 一 人 Pu))}| detDY(wu)| du 


~ DD | DA 时) | detDEAu) | du 
-也 [| 


ynpl I - 人 /CVlu)) | detDy(u) | dul ( 19. 24) 
我 们 对 上 式 右 边 的 和 中 的 广义 矩形 了 按 其 在 D 内 或 与 3D 相交 所 引起 误差 贡献 分 别 作 估计 ， 对 


于 P 中 每 个 直径 小 于 6 的 广义 短 形 了， 从 公式 (19.20) 及 (19.22) 知 ， 有 
| fr) dx — oh Vu))i detDV(u) | dn | 


< | hn, 


<Mvolw(KNJI) +Mvol(KNJT) 
<MvolP(J) + Mvol( J) 
<MM+ ae)vols + MvolJ 
= IM(M +e) + Mi}volJ. 
因为 P 中 的 与 3D 相交 的 广义 矩形 J 的 体积 小 于 ae， 我 们 得 到 如 下 估计 : 


> hf EAP detpyln) 1 du 


JNaD=# NaDz 
< MOM + e) + Mle ( 19. 25) 
现在 剩 下 去 估计 (19.24) 右 边 的 形 如 
人 ,Ax) dz -起 到 (四 ) | detD¥(u) | da 
的 那些 项 ， 其 中 J 是 包含 在 DD 内 的 P 中 的 广 丸 和 矩 形 ， 设 了 是 这 样 的 广义 窍 形 ， 从 积分 中 值 性 质 
(见习 题 7) 知 ，J 中 存在 一 点 wo， 使 得 


fx)dr = fu)) vo 7), 


pS) 


Vu)) | detDYV(u) 1 du 


因此 由 (19. 22) 得 ， 
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| fir) dx = f( Vuo)) | det DW(wu) | voly + f(¥(u,)) Evoly, 


其 中 1 El! <e， 再 次 运用 积分 中 值 性 质 ( 见 习题 了 ) ， 中 存在 一 点 v。， 使 得 


ED)Tdetpg | du = 大 本 em))1detDYCm)1vol7 


由 于 | zw -vs 近 diamJ<8S， 从 一 致 连续 性 的 断言 (19.21) ， 我 们 有 


ACCu)) FE detDB(uo) I- f(r)) | detD¥Y(v)1| <e. 


从 而 


ffx) ds - LA Vu)) | detD¥(u) 1 du 
= | /Cao)) ! detDp(uo) -fC pr)) | detDP(vo) 1 + f( VCOu) )E |voly 


1ie + Melvol. 


对 上 式 关 于 PP 中 包含 在 D 内 的 广义 什 形 J 求 和 ， 得 到 


| A - | AY)) | det Dw(u) | du}| < le + Melvoll. 


Js 


把 这 个 估计 与 (19.25) 结 合 起 来 ， 我 们 看 到 


f(x) dx -| /wu)) | detDy¥(u) | da 


F(RK) 
<IMM+e)+MIle+i!ie + Melvoll 
=elM(M+e) + M + (1 + M)voll). 


由 于 数 导 和 volf 是 固定 的 ， 而 上 述 估 计 对 所 有 正 数 s 都 成 立 ， 因 此 我 们 可 得 到 积分 变换 公式 
(19. 11 ) 成 立 . 


习题 


i. 


wm 3 


假设 中 R 一 R 是 上 共有 如 下 特 吻 形式 的 光滑 的 变量 蔡 换 : 对 RR” 中 所 有 的 (x, 7Y),，Y(x, y) = (x, g(x, y))， 
其 中 函数 g 对 第 2 个 变量 是 严格 递增 的 . 对 乓 = [as, 5b] x [0，1] ， 明 确 地 写 出 多 (K) ， 并 对 这 种 特殊 情况 
的 变量 普 换 公式 提供 一 个 独立 证 明 . 


证明， 线性 体积 变换 公式 (19. 16) 是 公式 (19.11) 的 一 种 特殊 情况 . 

. 证 明 : 体积 变换 公式 (19.18) 和 (19.19) 是 公式 (19.11) 的 特殊 情况 . 

. 设 关 是 R 的 有 界 子 集 ， 证明; 天 USK 是 列 紧 的 . (提示 : 证 明 KU GK 在 R" 的 补 集 是 天 的 外 部 . ) 

. 设 口 是 R 的 一 个 开 子 集 ， 它 包含 有 界 闭 集 玫 证 明 : 存在 一 个 正 数 5， 使 得 是 广义 矩形 县 它 的 直径 小 于 6 


及 它 包 含 天 中 的 一 个 点 ， 则 了 包含 在 所 中 .《 提 示 : 用 反 证 法 . ) 


6. 假设 史 :O 一 Re 是 R* 的 开 子 集 O 上 的 光滑 的 变量 替换 证 明 : 如 果 4 是 的 有 界 闭 子 集 且 有 若 尔 当 容 度 0， 


则 它 的 象 (4) 也 乃尔 当 容 度 0。，( 提 示 : 运用 体积 比较 定理 . ) 


《积分 的 中 值 性 质 ) 设 O 是 R" 的 一 个 开 子 集 , 6:O 一 R’ 的 一 个 光 光 的 变量 替换 ,A:C(O) 一 RR 是 连续 的 ， 及 J 


是 包含 在 CO 中 的 一 个 广义 矩形 . 
a 用 极 值 定理 ， 在 了 中 选取 两 点 和 和 rv， 使。G:J 一 RR 在 这 两 点 上 分 别 取 极 小 值 和 极 大 信 ， 然 后 用 积分 的 
单调 性 证 明 ， 


h(t(G(u)) 安 h(x)dx ee h(tG(lv)). 


l 
volG( J ) Jew) 
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b. 应 用 中 值 定理 于 函数 a: [0, 1] 一 R ， 定义 a(?) =h(G(ltwn+(1-2)v))， 其 中 0sis<1, 运用 (a), 在 w 
与 vy 的 线段 土 找 一 点 w， 使 得 


h(x)dr = hCG(W) }volG( fF). 


cls) 


c. 在 对 人 中 所 有 的 x，6(x) = 的 情况 下 ， 得 到 下 述 结论 : 
aC)ar = h(w)vol]. 
8. 用 积分 中 值 性 质证 明 : 体积 比较 定理 可 由 公式 (19. 11) 得 出 . 
9. 假设 罗 : O 一 R" 是 有 的 开 子 集 Q 上 的 光滑 的 变量 替换 . 设 娓 是 R 的 开 于 集 上 且 DU3D 包含 在 中 内 运用 反 有 也 
数 定 理 证 明 多 (9D) = 3(D) 一 一 即 象 的 边界 是 边界 的 象 . 
10. 假设 8:O 一 R 是 R" 的 开 子 集 操 上 的 光滑 的 变量 震 换 及 天 是 所 的 有 界 闭 子 集 . 证 明 : 存在 正 数 c， 使 得 对 大 
中 任意 两 点 ww 与 x":， 有 
ww) - wr) acelw—-rl. 
(提示 ， 运用 中 值 定 理 . ) 
4， 假设 风 :O 一 R 是 R 的 开 子 集 吕 上 的 光滑 的 变量 替换 及 大 是 品 的 有 界 财 子 集 ， 证 明 : 存在 正 数 c， 使 得 对 天 
中 任意 两 点 4 与 x， 有 
Pw) -有 (vc 一 | 
(提示 : 用 反 证 法 ， 运 用 非 线性 稳定 性 定理 . ) 


第 20 章 曲线 积分 和 曲面 积分 


20.1 绝 长 和 曲线 积分 


光滑 路 径 和 分 段 光滑 路 径 


11. 3 节 我 们 称 一 个 连续 映射 y: [a,，5] 一 R" 是 参数 化 路 径 (parametrized path) ， 它 的 参数 
空间 是 区 间 [a，68] ， 我 们 称 这 个 上 映射 的 象 是 路 径 我 们 强调 路 径 是 R" 的 子 集 ， 而 参数 化 路 径 
则 是 映射 ， 一 条 路 径 可 以 是 很 多 不 同 的 参数 化 路 径 的 象 . 

定义 一 条 参数 化 路 径 y: [a,， 585] 一 R" 称 为 光滑 的 (smooth) ， 如 采 限 制 y: (aa，pb) 一 下 
有 连续 有 界 的 导数 使 得 y'(t) 天 0 对 (e, 8) 中 所 有 的 参数 上 成 立 . 

定义 ”参数 化 路 径 y: [a,， 48] 一 R" 称 为 分 段 光 滑 的 (piecewise smooth) ， 如 果 存 在 参数 空间 
[a, 65] 的 一 划分 P= |x。，…，%。| ,使 得 对 于 介 于 1 和 由 之 癌 的 每 个 下 标 1， 限 制 了 : [xi ，x] 一 R- 
是 一 条 光滑 的 套数 化 路 径 ， 

光滑 的 参数 化 路 径 的 象 称 为 光滑 路 径 ， 分 段 光滑 参数 化 的 象 称 为 分 段 光 滑 路 径 (piecewise 
smooth path ). 

例 20.1 回忆 对 R” 中 任意 两 个 不 同 的 点 p 和 gg， 映射 yY: [0，1] 一 R 定义 为 

y(t) =i1qg+(l-t)p, Ostel. 
这 个 映射 称 为 从 点 pp 到 g 的 参数 化 线段 ， 这 个 参数 化 线段 显然 是 光滑 的 参数 化 路 径 . 畏 

例 20.2 设 太 是 在 平面 R 内 由 方程 
+ 二 1 

b 
定义 的 椭圆 ， 其 中 a。>0 及 b>0， 则 本 是 光滑 路 径 ， 为 了 证 实 这 一 点 ， 我 们 要 寻找 一 条 光滑 的 
参数 化 路 径 以 这 个 椭圆 为 它 的 象 ， 定 义 


y(0) = (acos0 ,bsin0), 0O < 0 < 27. 


显然 ， 它 是 光 江 的 参数 化 路 径 且 以 丁 作为 它 的 象 ( 如 图 20.1 所 示 ). 国 

例 20.3 映射 x: [0,，47mw] 一 R 定义 为 

y(t) = (cost,sint,t), 0 < i < 47. 

它 是 光滑 的 参数 化 路 径 ( 如 图 20. 1 所 示 ). 这 条 光滑 的 参数 化 路 径 的 每 称 为 螺旋 线 (helixz). 力 

例 20.4 假设 连续 函数 g: [a, 8] 一 R 及 h: [a, 5b] 一 R 具有 如 下 性 质 :; 对 (a,5) 中 所 有 
的 x<，g(x) <h(x)， 且 限制 g: (a, 6) 一 R 与 h: (a, 5b) 一 RR 有 连续 有 界 导 数 ， 定义 

D2= i(x,y)la<x <b,g(x) <y < h(x)|. 

那么 人 的 边界 是 分 段 光滑 的 参数 化 路 径 ( 如 图 20.2 所 示 )， 为 看 到 这 一 点 ， 注 普 到 如 果 g(a) < 
h(a) 且 g(b) <h(5)， 则 2 的 边界 是 映射 x: [0，1] 一 R” 的 象 ， 其 中 


S| 


370 第 20 章 


HH 一。 PE ea 


(a+4i(b -a),g(l(a +4t(b -a))) 若 0 sis 二 
(58(0 +4( 二](8C6) ~ SC))] 着 了 <1< 地 
COE EC 于 < 
(a,h(a) +4(1- 7)(g(o) - h(a))) 车 了 <t<1 国 
》 z 


Yy(0) = (a cos 0, b sin 8) y( = (cos ft, sin 1, t) 


20.2 电 的 边界 的 一 个 明显 的 分 自 光 滑 参 数 化 


路 径 的 强 长 


我 们 已 经 定义 了 实数 区 和 间 [a，8] 的 长 度 是 5 -a， 而 刀 定 义 在 欧 几 里 得 空间 R" 中 连接 两 个 
点 PP 和 9 的 线段 的 长 度 为 这 两 点 之 间 的 欧 几 里 得 的 距离 
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dist(p,4) 三 |p-4al. 
我 们 希望 把 这 一 定义 推广 到 参数 化 路 径 的 颖 长 上 ， 为 此 ， 必 须 对 参数 化 路 径 的 类 加 以 限制 下 
面 的 弧 长 定义 是 由 多 边 形 逼近 的 几何 概念 所 引起 的 . 
定义 ”参数 化 路 径 y: [a, 8] 一 R" 称 为 有 缀 长 或 者 可 求 长 的 ， 如 果 存 在 一 数 f， 有 具有 如 下 
性 质 : 对 每 一 正 数 6， 存在 正 数 6565， 使 得 


[By -yc -el<。 
对 [ae,， 8] 的 每 一 个 具有 gapP <65 的 划分 P= |x。，…，x。 | 上 成立， 我们 称 《 为 参数 化 路 径 [522 
y: [a, bj] 一 R" 的 弧 长 . 
对 于 参数 化 路 径 y:[a,b] 一 R" 及 参数 空间 [a，85] 的 一 个 划分 P= |x。，…，x,|， 为 方便 
起 见 ， 称 和 


之 | y(x) — y(x,..1) | 
为 y 的 绝 长 基于 划分 PP 的 多 边 形 允 近 . 

对 于 一 个 可 求 长 的 参数 化 路 径 y;[a,b] 一 R", 仅 有 一 个 数 上 具有 多 边 形 禹 近 的 性 质 (见习 题 7)， 

我 们 已 经 定义 了 参数 化 路 径 的 弧 长 ， 看 起 来 自然 有 理由 认为 ， 弧 长 是 参数 化 路 径 的 象 所 具 
有 的 性 质 而 同 参 数 化 的 方式 无 关 . 为 了 了 解 确实 如 此 ， 必 须 考虑 给 定 路 径 的 不 同 参数 化 之 间 的 
关系 . 

定义 ”两 个 参数 化 路 径 y:[a,b] 一 R" 及 a:[c,d] 一 R" 称 为 是 等 价 的 ， 如 果 序 在 一 个 严格 
递增 的 参数 化 路 径 4:[c,d] 一 展 , 它 的 象 是 [a, 6b】， 且 使 得 

a =y°*u:[lc,d]|—R. 

命题 20.5 假设 参 数 化 路 径 y:[a] 一 R" 是 可 求 长 的 ， 则 每 一 个 与 y:[a,b] 一 R" 等 价 的 
参数 化 路 径 也 是 可 求 长 的 且 具 有 与 y: [a, 5] 一 R” 相同 的 颖 长 . 

证 明 令 u:[e,d] 一 R 是 连续 且 严 格 递 增 的 隆 数 ， 具 有 和 象 [a，4b]， 则 复合 a=yu: [c,dj 一 R” 
等 价 于 y:[a,b] 一 R". 我 们 必须 证 明 a:[c,d] 一 R" 是 可 求 长 的 且 绝 长 等 于 y:[a,b] 一 R" 的 弧 
长 ， 记 为 《. 

令 s>0， 则 存在 6 >0 使 得 如 果 P= |xo，…，x。| 是 区 间 [a，bj 的 一 个 划分 ， 且 gapP <56， 
则 


D> yi) -yx -tl<e. (20. 1) 


因为 函数 4:[c,d] 一 R 是 连续 的 ， 由 定理 3.17 知 ， 它 是 一 致 连续 的 ， 从 而 ， 存 在 一 个 5' >0， 
使 得 对 [c，d] 中 的 任意 两 点 i ，i,， 只 要 |4t -6s|<65', 便 有 |u(t,) -ao)|<5 因为 函数 
u:[c,d] 一 R 是 严格 递增 的 , 显然 ,4:[c,d] 一 R 把 [c,d] 的 一 个 划分 P' 映 成 [a, 5 的 一 个 划 
分 ， 并 且 对 a:[c,d] 一 R" 的 弧 长 的 基于 划分 P' 的 多 边 形 副 近 等 价 于 y:[a,b] 一 R 的 弧 长 的 基 
于 划分 己 的 多 边 形 和 逼近 从 而 由 6 与 6' 的 选取 ， 如 果 gapP' <8， 则 gapP < 56.， 因 此， 
a:[c,d] 一 R" 的 基于 划分 P' 的 弧 长 的 多 边 形 下 近 与 的 差 至 多 是 e. 醒 
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分 段 光 滑 路 径 的 强 长 


我 们 将 证 明 分 段 光滑 的 参数 化 路 径 y:[e,b] 一 R" 是 可 求 长 的 且 它 的 弧 长 等 于 | 17“ . 为 


证 明 这 一 点 ， 首 先 建立 下 面 的 通 近 引 理 . 

引 理 20.6 光滑 的 参数 化 路 径 y:[a,b] 一 R" 有 如 下 通 近 性 质 :， 对 满足 a<a'’<b <5b 的 
[a, 4b1 的 每 个 子 区 间 [a’，6'] 及 每 个 正 数 &， 存 在 正 数 86， 使 得 当 [c，d] 是 [a',，6'] 的 一 个 长 
度 小 于 6 的 子 区 闻 且 1 是 开 区 间 (c,，d) 内 的 一 个 参数 值 时 ， 则 

|: ee _ y'(t) 
证 明 ”我 们 把 y:[a,b] 一 R" 用 分 量 孔 数 表 示 如 下 : 
y(t = (Y(t, y(t)), axstetb. 

由 光滑 的 参数 化 路 径 的 定义 知 ， 映 射 yY': [a', Bb'] 一 R” 是 连续 的 ， 由 于 定义 在 闭 有 界 区 间 上 
的 连续 函数 是 一 致 连续 的 ， 因 此 对 介 于 1 和 nm 之 间 的 每 个 下 标 1， 函数 y!: [a'，b'] 一 R 是 一 
致 连续 的 . 

令 se>0. 定义 se'=e/Vn，、 对 介 于 1 和 nr 之 向 的 每 个 下 标 i， 可 选取 8, >0， 使 得 如 果 4 与 
t; 是 [a',，6'] 中 的 参数 值 且 | -it| <6,,， 则 | yi(4) -yi)|<e' 定义 5= min 6i 

假设 [c，d] 是 [a', 5b'] 的 一 个 长 度 小 于 5 的 子 区 间 ， 则 对 每 个 下 标 :， 用 标量 孙 数 的 中 值 
定理 在 开 区 间 (c，d) 中 选取 一 点 n,， 使 得 

Yi(d) -Tce) = yi(n) (dd -ce). 

设 上 是 开 区 间 (c，d) 中 的 一 个 参数 值 ， 则 对 每 个 下 标 i(1 <i<h)，|”7,-t| <65<6,， 所 以 由 6 
选择 得 ， 


< EC. (20.2) 


|[y(ad) -yy(e)] -y(t)(d-e)| 
=|y'(n) -y(t)|(d-c) <e'(d- 人 ae) -de) 


由 此 推出 ， 
| [yd) - y(e)] -7 (0)(d-e)l 


2, | | [ya) -~Yy,(c)] -y(t)(d-o)ll] < ge(d -ce). 

这 个 不 等 式 除 以 d -。<， 我 们 得 到 (20. 2). 图 
命题 20.7 光滑 的 参数 化 路 径 y:[a,b] 一 R" 是 可 求 长 的 且 它 的 弧 长 《 由 下 式 给 出 : 

€ = | ly" |. (20.3) 


证 明 对 a<t<b5， 定 义 肾 数 h: (a, 568) 一 RR 为 h(t)= 中 y'(t) 上 ， 那 么 由 定义 知 ，h 
在 开 区 间 (a,， 4b) 上 是 连续 且 有 界 的 ， 因 而 它 在 闭 区 间 [a, 5] 上 是 可 积 的 ， 对 于 介 于 1 和 
n 之 间 的 每 个 下 标 i,， 我 们 选取 1WH, > 0, 使 得 对 (oa, 5) 中 所 有 的 1:，|yi(t)|<MM， 定 义 
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M =VMi +… + 及 "， 对 映射 y 的 每 个 分 量 函 数 运用 中 值 定 理 且 按 引 理 20.6 的 证 明 中 的 论证 得 
出 ， 对 [a, 6] 的 任 一 子 区 间 [c，d] 有 
| | y(d) ~ y(e) | 
d 


—C 


- Jy(t)1|<2M, te [c,d]. 


这 样 ， 由 积分 的 单调 性 得 ， 对 [a，65] 的 每 个 子 区 间 [c，4] 
ly(a -yOF -yh < ma-e) (20. 4) 


令 z>0， 选取 [a,， 58] 的 一 个 子 区 间 [ae', 如 (a<a'<b'<6&b)， 如 果 我 们 定义 17= max{a’ -a， 
b-b'|， 则 16nM <e， 由 引 理 20.6,， 置 so' =s/2(b' -a')，, 我们 可 选取 6' >0， 使 得 如 果 [c，d] 
是 [a',，68'] 的 一 个 子 区 间 且 长 度 小 于 5',， i 是 开 区 间 (c，d) 中 的 一 个 参数 值 ， 则 


-ole 
由 三 角 不 等 式 推出 ， 对 (ec，d) 中 所 有 的 4， 
d) -yle 
0 , 17 91 < 2 
一 
因此 由 积分 的 单调 性 得 ， 
yo -yoO1 -Tiy | sse-o， 如 果 [cdS[at] 及 4-e<8 


{20.5) 
定义 6=min16', | 设 P=|x。6，…, x。| 是 [a，65] 的 一 个 划分 ， 满足 gapP <56. 由 三 角 不 等 
式 得 ， 


By -yi sy 


ya) -yd -fr 


(20. 6) 
由 估计 式 (20. 5 ) 知 。 对 每 个 下 标 i(1<i<m)， 着 [x;_,, x]G[a’, 68"]， 则 


ys) -yd 


<é'(x,—x,.,). 


这 样 ， 由 包含 在 [a’，6'] 中 的 区 间 [x,-，，x,] 对 不 等 式 (20.6) 右 端 提供 的 值 小 于 sa'(b' -a') = 六 
另 一 方面 对 于 不 包含 在 [a'，b'] 中 的 每 个 区 间 [x,., ，%;] ， 由 估计 式 (20.4) 推 出 

ys) -yd -fo «2M, -xs 
并 且 由 于 这 样 的 区 间 的 长 度 和 至 多 是 4m9， 由 不 包含 在 [a'，6'] 的 区 间 (x;.,，x,] 对 不 等 式 


(20.6) 右 端 提供 的 值 至 多 是 8nM < 了 由 这 两 种 估计 得 出 ， 


人 | y(%) —- y(x..) 1 -| 1y> < 6 | 
定理 20.8 分 段 光滑 的 参数 化 路 径 y: [a，8] 一 Re* 是 可 求 长 的 且 它 的 弧 长 t 由 下 式 给 出 : 
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| / 
e= | Yl (20. 7) 


证 朋 设 e>0， 必 需 寻 找 8>0 使 得 如 果 P=1x。6，…，x,|} 是 [a, 5] 的 一 个 划分 ， 有 gapP < 5， 
则 


Dy) -yd -| < 

可 选择 区 间 [e，b 的 一 个 划分 |az，…，z ,使 得 y 在 这 个 划分 的 每 一 个 子 区 间 上 的 限制 
是 光滑 的 参数 化 路 径 . 由 于 映射 y: [aea，8] 一 有 是 -一致 连续 的 ， 我 们 可 选择 正 数 8'， 使 得 对 
fa, 5] 中 的 任意 两 个 参数 值 s 和 1， 只 要 |s -1| <5', 便 有 

| y(s) 一 YY | < ge/6k. 

证 明 中 的 关键 点 在 于 ， 如 果 P 是 [a ,85j] 的 任 一 划分 ， 有 gapP<5， 且 P' 是 通过 插入 所 有 的 
z; 后 得 到 的 P 的 加 细 ， 则 对 y:[a,b] 一 R" 的 弧 长 基于 P 与 基于 P' 的 多 边 形 表 近 的 差 至 多 是 sx2. 
为 看 到 这 一 点 ,注意 包含 形 如 上 y(t) -y(s) | 的 少 于 3k 项 的 这 些 通 近 式 之 间 的 差 ,， 其 中 s:, 
是 满足 | -1| <5' 的 参数 值 ， 由 于 每 一 个 这 样 的 项 至 多 是 a/6k， 因 此 两 个 多 边 形 通 近 式 的 差 至 
多 是 e/2. 

由 命题 20.7 知 ， 对 介 于 1 和 大 之 间 的 每 个 下 标 :， 光 滑 参 数 化 路 径 y:[z,., ,z;] -有 "是 可 求 
长 的 ， 因 此 可 选取 5 >0， 使 得 如 果 P; 是 [z,.,，z,|] 的 满足 gapP < 3; 的 任意 一 个 划分 ， 则 
yY:[z1,?1] 一 R" 的 强 长 的 多 边 形 膛 近 式 与 |1y 在 iz,.1,z,] 上 的 积分 的 差 至 多 是 a/2k. 定义 
=minl6，86，…， 8 设 P 是 [a，8] 的 满足 gapP < 6 的 任意 一 个 划分 由 8 的 选择 知 ， 
y: [a, bj 一 R" 的 弧 长 的 基于 P' 的 多 边 形 表 近 式 与 上 y’ 中 在 [a。，46] 上 的 积分 的 差 至 多 是 /2. 
由 前 面 的 估计 知 , y:[a,6b] 一 R" 的 弧 长 的 基于 P 的 多 边 形 通 近 式 与 上 y’' | 在 [a,， 5b] 上 的 积分 的 
差 至 多 是 es、 从 而 (20.7) 成 立 . 图 

例 20.9 对 于 由 

y(t) = (cost,sint,t), Ot < 47n 
定义 的 絮 旋 线 ， 注意 
y(t) = (sint,cost,1l), 0O<rt < 47. 


由 定理 20.8 知 ， 这 条 参数 化 路 径 是 可 求 长 的 ， 其 弧 长 是 
[17(D 1d = [Yaar = 4 Yan. 四 


假设 参数 化 路 径 y:[a,8] 一 R 是 可 求 长 的 ， 则 对 [a，5] 的 一 个 划分 P 和 它 的 加 细 P'， 这 
个 强 长 的 基于 P' 的 多 边 形 各 近 值 大 于 基于 P 的 多 边 形 副 近 值 ， 这 可 由 三 角 不 等 式 的 直接 得 出 . 
由 此 不 难 证 明 可 求 长 的 参数 化 路 径 的 弧 长 是 这 个 纹 长 的 多 边 形 通 近 值 的 上 确 界 (见习 题 8). 


非 可 求 长 的 参数 化 路 径 


在 光滑 参数 化 路 径 y: [a,b] -一 R" 是 可 求 长 的 证 明 里 ， 我 们 用 到 了 参数 化 路 径 的 导数 
y':(a,b) 一 R" 是 有 界 的 这 一 事实 . 事实 上 ， 正 如 下 例 所 表明 的 ， 参 数 化 路 径 y:[a,5] 一 R" 的 
如 下 结论 是 不 成 立 的 如 果 仅 有 7y:(a,b) 一 R" 是 连续 可 微 的 ， 它 就 必然 是 可 求 长 的 . 因为 如 
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果 其 导数 是 非 有 界 的 ， 则 路 径 可 能 是 不 可 求 长 的 . 
例 20, 10 首先， 定义 
fx) = le 若 0<x 志 1 
0 荐 xx =10， 
然后 ， 对 0<t<1， 定 义 y(t) = (t, f(1)). 显然 , 7: [0，1] 一 R 是 一 条 参数 化 路 径 且 
y:(0,1) 一 R 是 连续 可 微 的 . 但 是 ， 路 径 y: [0，1] 一 R 是 不 可 求 长 的 ， 如 图 20. 3 所 示 ， 事 
实 上 ， 注 意 


/xb -= | 人 。 者 上 是 个 自 名 
~ 1/k 若是 奇 自然 数 ， 
所 以 对 每 个 自然 数 不 ， 
| ] 1 
| 是 
这 就 得 出 对 每 个 自然 数 4， 如 果 定义 划分 P= [0，- 了， 小，…， 广 ,1}， 则 基于 P 的 多 边 形 


通 近 值 大 于 2 1 因为 柚 和 级 数 1 的 部 分 和 序列 是 无 界 的 ， 所 以 这 个 多 边 形 有 逼近 信 可 
以 任意 地 大 ， 因 此 这 条 参数 化 路 径 y: [0，1i] 一 R 是 不 可 求 长 的 . 


了 


7 4 
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™ 
、 
y= —x 


图 20.3 ”一 个 不 可 求 长 的 连续 可 微 参 数 化 路 径 醒 


强 长 参数 化 


在 分 段 光滑 参数 化 路 径 y: [a,b] 一 R 的 等 价 参 数 化 中 ， 有 一 个 特殊 的 参数 化 ， 称 为 弧 长 


参数 化 (Parametrization by arclength)， 它 是 十 分 方便 的 . 它 的 定义 如 下 : 对 [a，!] 中 的 每 一 个 
参数 值 :， 定 义 


529 
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s(t) ef yh 

由 于 可 能 除去 (e，b) 中 有 限 个 数 点 外 ，7y '( 昌 和 关 0， 连 续 歼 数 4:[a,8] 一 及 是 严格 递增 的 且 
u([a, 5])=[0, f] ,其 中 《是 y:[a,b] 一 RR" 的 弧 长 ， 它 的 反 函 数 &”.[0,f] 一 [a,b] 也 是 严 
格 递 增 且 连续 的 ， 由 w =y。u ”定义 的 参数 化 路 径 a:[0,f] 一 R" 是 对 参数 化 路 径 y:[a,b] 一 R" 
的 弧 长 参数 化 ， 它 具有 如 下 性 质 : 对 [0,《] 中 的 每 一 个 参数 值 *， 参 数 化 路 径 a:[0,s] 一 RR” 
的 弧 长 等 于 这 个 参数 值 s， 微 积分 的 第 二 基本 定理 到 涵 着 除去 有 限 个 点 外 ,w(t)= y(t)， 
所 以 运用 链 式 法 则 得 出 ， 弧 长 参数 化 ae:[0,t] 一 R" 有 如 下 性 质 在 [0,《] 中 的 每 个 参数 值 s 
处 ，a 可 导 ， 且 ja“ (s) | =1. 

例 20.11 考虑 由 Y(t) = (cost，sint，1) (0 大 上 和 4T) 所 确定 的 蛙 旋 线 ， 对 [0，4T] 中 的 每 个 上， 


u(t) = 人 ly = [ vid = V2t. 
这 样 ， 螺 旋 线 的 弧 长 参数 化 w: [0, 4Y2imn] 一 R’ 定义 为 
a(s) = (cos(s/ DJ,sin(s V2) ,ss/ V2), Oss 47. 加 
沿 着 一 条 路 径 的 积分 : 曲线 积分 
现在 我 们 考虑 曲线 积分 的 概念 . 给 定 一 条 分 段 光 滑 和 参数 化 路 径 y:[a,5] 一 R* ， 它 有 图 形 
有 及 一 个 连续 函数 六 太一 到 ,定义 产 太一 RR 在 参数 化 路 径 y:[a,b] 一 R 上 的 曲线 积分 为 
| f= LAY Ny ade 


我 们 的 第 一 个 结果 是 用 上 面 没 有 变换 的 曲线 积分 的 一 个 等 价 的 参数 化 代替 一 条 路 径 的 参数 化 
定理 20.12 假定 y:[a,b5] 一 R" 与 a:[c,d] 一 R" 是 路 径 太 的 两 个 等 价 的 分 段 光 滑 的 参数 
化 路 径 ， 则 对 任意 连续 函数 广 矿 一下， 


| ed - 人 
证 阴 运用 积分 关于 划分 的 可 加 性 ， 只 要 考虑 路 径 是 光滑 的 情形 就 足够 了 .由 参数 化 的 等 
价 性 定义 ， 生 在 有 一 个 严格 递增 的 路 径 xs:[c,d] 一 R ,满足 u([e, d])=[a, 5 与 cc = y。ui 
[c,d] 一 R". 对 (c，d) 中 的 每 个 参数 值 :， 必 有 一 个 下 标 i， 满 足 y'(u(t)) zx0， 所 以 you =a,; 
(c,d) 一 R ， 由 反 函 数 定理 及 链 式 法 则 得 出 ,，w4: (c,d) 一 R 在 1 处 可 导 . 从 而 @a' (1) = 
ye 特别 地 ， 对 (c，d) 中 所 有 的 参数 1:，u'(1) 了 关 0， 由 于 ww:[c,d] 一 R 是 严格 递增 
的 ， 且 对 于 (c,d) 中 所 有 的 t，wu'(t) 关 0， 即 u'(1:) >0， 由 变量 替换 定理 与 链 式 法 则 ， 


[f= [FyC)) y's) Nas 
ula) 
= AY NY bd 
= [My(aD)) 17 Gul)) hu 


= | Ka(D)1a Co1d 
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= | 国 
a:[c,d)—R* 

对 于 路 径 古 的 分 段 光滑 参数 化 y:[a,b] 一 R" 及 一 个 连续 函数 f:T 一 R ,如 果 这 条 路 径 的 弧 
长 是 ft 且 a: [0, fj] 一 R" 是 等 价 的 弧 长 参数 化 ， 因 为 除 可 能 的 有 限 多 个 点 外 上 al(s) 丰 =1， 所 
以 由 定理 20. 12 得 ， 

| 7 二 | Ka(o)ds 
因此 ， 这 个 线 积 分 普遍 表示 为 
| Ms)ds， 
并 且 明 确 地 丁 选 取 路 径 的 一 个 光滑 参数 化 . 

还 有 一 些 与 定义 在 路 径 上 的 连续 范 数 相关 的 其 他 类 型 的 曲线 积分 . 对 于 参数 化 路 径 
y:[a,b] 一 R", 它 有 图 形 了 全 , 及 连续 旺 数 fT 一 R ,对 介 于 1 和 nn 之 间 的 下 标 i, 7 (a, b) 一 RR 
有 连续 有 和 界 的 导数 ， 我 们 定义 

fAx)ar = | 7)dr = [fy Yd 


如 同 在 定理 20. 12 的 证 明 中 论证 过 的 ， 借 动 严格 递增 的 光滑 函数 的 复合 由 一 个 参数 化 变换 到 另 
一 个 参数 不 会 改变 积分 值 ， 自 然 地 ， 当 R 与 R 中 的 点 分 别 表示 为 (x，y) 或 (x，y，z) 时 ,我 
们 用 熟悉 的 记号 来 表示 这 些 积 分 : 例如 在 R 中， 我们 使 用 


J fz)dr, [flzsysr)dy 及 [fx,y,7)dz, 
并 且 对 路 径 厂 特 选 一 个 参数 化 . 
例 20.13 考虑 例 20.4 中 给 出 的 路 径 厂 = 30 的 分 段 光 滑 参 数 化 y: [0，1] 一 R*， 对 于 这 
个 参数 化 ， 由 曲线 积分 的 定义 和 一 元 函数 积分 的 换 元 公式 得 ， 


| dz = | yd 十 | vas 


-fed + 4t1(b - a))4(b - a)dt 
+ [nl -4(: -二 ]G -a))(-4(b - a))dt 
-=f Let?) h(t) ]de 本 
如 图 20.4 所 示 . 
习题 


1. 对 R" 中 的 两 点 了 与 99， 运用 公式 (20.3) 验 证 从 到 4 的 参数 化 线段 的 弧 长 是 PP-9g||. 
2. 求 定义 为 


y(t) = (3cost,3sint ,2t), Oat 2n 


. 对 0<a<b， 和 寻找 一 积分 ， 它 等 于 椭 加 | (>， y) 
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四 20. 4 dz = | | 
图 20 jy x 辣 ydx + 辐 ydx 


的 参数 化 路 径 y: [0，27] 一 R’ 的 弧 长 . 


对 定义 为 


y(t) = (4, ,1), Oite4 
的 参数 化 路 径 y: [0,，4] 一 R*. 求 以 弧 长 为 参数 的 等 价 的 光滑 参数 化 . 


所 + 与 - 1 | 的 机 长 ( 必须 使 用 数值 逼近 方法 来 实际 计算 


这 个 积分 . ) 


. 计算 


J eainyd + ycCoszydy ， 
r 


其 中 丁 是 参数 化 线段 yY: [0，1] 一 R 的 象 定义 为 
yt = (tmt), Ogrel. 


. 计算 


和 hd 
一 -一 一 dx + dy, 
人 = 二 2 +y 》 


其 中 也是 参数 化 路 径 y: [0，2m] 一 有 的 象 定义 为 
y(t) = (ecost,e'sint), 0 <te 27. 


, 证明 : 饭 长 的 定义 是 无 歧义 的 .因为 如 果 一 条 参数 化 路 和 经 是 可 求 长 的 ， 则 仅 有 一 数 《 具有 定义 中 的 多 边 形 


通 近 性 质 . 


. 证明; 可 求 长 的 参数 化 路 径 的 弧 长 是 它 的 所 有 多 边 形 台 近 的 强 长 的 上 确 界 . 
. 对 有 象 太 的 可 求 长 的 参数 化 路 径 y:[a,5] 一 R" ,定义 a:[o,bj 一 R" 为 a(t) =y(a+b-t)(asiteb). 


a8. 证 明 ; a:[a,6b] 一 及 "也 是 可 求 长 路 径 三 的 参数 化 , 且 a 与 了 有 相间 的 弧 长 ， 
b. 对 连续 隔 数 f: TR . 证 明 : Wan = | ， 5 
ce. 若 y:[a,b] 一 R 是 光滑 的 , /了 一 R 是 连续 的 ，1<i 和 nan， 证 明 : 


hist ~ his nf 
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10. 假设 7y:[a,b ->R* 及 a:[c,d] 一 R 都 是 参数 化 路 径 ， 每 一 个 都 是 一 对 一 的 且 y(o) =alc). 证 明 : 这 些 


参数 化 路 径 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 它们 具有 同一 个 象 ， (提示 : 对 [c，d] 中 的 每 一 个 参数 值 :， 定 义 u(1) =s 
是 唯 一 个 [a,， 8] 中 的 参数 ，， 使 得 a(t) =y(s).) : 
11， 对 分 段 光滑 参数 化 路 径 y;[a,8] 一 RR" 及 一 个 连续 孙 数 /: 政 一 R ,其 中 丁 是 y:[a,b] 一 R 的 象 ， 证 明 : 


faa | < Me, 
其 中 1 使 得 |F(p)1 大 对 对 三 上 所 有 的 点 成 立 , 《是 y:[a,6] 一 R" 的 绝 长 . 


20.2 曲面 面积 和 曲面 积分 


在 20. 1 节 ， 我 们 定义 了 参数 化 路 径 、 路 径 和 曲线 积分 ， 本 节 我 们 将 定义 相应 的 参数 化 曲 
面 、 曲 面 和 曲面 积分 . 


平面 区 域 与 参数 化 曲面 

我 们 称 平面 R? 的 子 集 太 为 区 域 (region) ， 如 果 它 是 开 的 且 是 若 尔 当 域 一 一 即 它 是 开 的 且 有 
界 及 它 的 边界 的 若 尔 当 容 度 是 0， 由 定理 18. 17 知 ， 如 果 及 是 R? 的 一 个 区 域 且 函 数 g:R 一 RR 是 
连续 有 界 的 ， 则 它 的 积分 | g(*,y) dxdy 是 确定 的 


定义 ” 设 丸 是 灵 中 的 一 个 区 域 ， 一 个 连续 可 微 的 映射 r: 尺 一 R 称 为 有 参数 空间 及 的 参数 
化 曲面 (parametrized surface) ， 如 时 下面 三 个 性 质 成 立 
(i) 映 射 r: 凡 一 R 的 分 量 函 数 有 有 界 的 一 阶 偏 导 数 . 
(六 ) 映 射 r:RR 一 R 是 一 对 一 的 . 
(iii) 对 对 中 的 每 个 点 (ww，v)， 
or or 
uD) X (ub) 0. 
定义 ”RR 中 的 子 集 S 称 为 曲面 (surace) ， 如 果 它 是 一 个 参数 化 曲面 的 象 . 
对 一 个 参数 化 曲面 >: 丸 一 R 和 参数 空间 驴 中 的 点 (wu。， 世 ) ， 因 为 及 是 开 的 ， 如 果 正 数 "> 充 
分 小 ， 则 由 式 
y(t) = r(u +t,90), tel-r,r) 


定义 的 参数 化 路 径 y: ( -r，r) 一 R’ 确定 了 曲面 5 中 的 一 条 光滑 路 径 ， 它 在 点 r(u。， wv) 处 有 由 
(wo, v6 ) 给 出 的 切 向 量 ， 类 似 地 ， 保 持 变量 4 为 常数 ， 我 们 得 到 另 一 条 和 参数 化 路 径 ， 它 的 象 


位 于 曲面 $ 中 且 通 过 点 r(a ，uw )， 有 切 向 量 守 (uw， o)， 这 样 ， 因 为 假设 (iii) ， 如 果 定 义 向 量 
?为 


9r or 
n= 3a Yo Vo) x (Wo,V0), 


我 们 断定 向 量 H 是 非 零 的 ， 且 由 叉 积 的 性 质 知 ， 它 垂直 于 切 向 量 守 (wo，w%) 与 守 (uo， vo) 
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一 一 一 vv 


此 ， 我 们 称 wn 或 的 任 一 非 零 标量 倍 是 曲面 5S 在 点 r(u，m) 的 法 向 量 ， 这 样 ， 对 给 定 的 参数 


化 ， 曲 面 在 每 一 点 处 都 有 法 向 量 且 随 参数 (uw，v) 连续 变化 . 一 个 带 有 法 向 量 的 参数 化 曲面 如 
图 20.5 所 示 . 


下 


图 20.5 一 个 带 有 法 向 量 的 参数 化 切面 


例 20.14 固定 正 数 a 小 于 1， 考 虚 集 合 
S= | (x,y,z) eR’|x>0,y>0,z > 0,x’ +y +z =1,0<x’ +y <a |!, 
则 集合 S 是 曲面 ， 为 证 实 这 一 点 ， 我 们 必需 找到 参数 化 曲面 ， 它 的 象 等 于 S， 定 义 及 = | (x，y) 
eR*|x>0, y>0, 0<x +y <a’}， 并 定义 fr: RRi 为 
r(x,y) = (x,y ,Ml -x -7y),(x,y) eR, 
则 及 肯定 是 区 域 ， 映 射 r:R 一 R 是 连续 可 微 的 ， 且 偏 导数 的 计算 表明 这 个 映射 的 分 量 的 偏 导数 
是 有 界 的 : 例如 对 驴 中 所 有 的 (x，y) ， 第 三 个 分 量 对 x 的 偏 导 数 


祈 


Et )| ~“* l 
一 人 和， e 
Ox 了 /1 -x 一 /1 -a 


进一步 ， 


or or _ 
7) x (1y) = | 1)* 0. 


—* 7 
YL 一 xx -yi 一 区 -全 
最 后 ， 显然 ， 这 个 映射 是 一 对 一 的 且 它 的 象 等 于 5S. 图 

例 20.15 在 例 20. 14 中 ,如果 允许 a =1， 则 如 上 所 定义 的 映射 r: 祁 一 Ri 不 是 一 个 参数 化 
曲面 ， 因 为 映射 的 第 三 个 分 量 的 偏 导数 不 是 有 界 的 .但 是 ， 这 个 映射 的 象 S 是 一 曲面 .为 了 证 


实 这 一 点 ， 必 有 需 寻 找 S 的 一 个 更 好 的 参数 化 ， 定 义 玉 ' = { (u,v) eR 
然后 定义 r':RR' 一 R 为 

r (u,v) = (sinucosv,sinusinvy,cosu), (u,v») E 及 上- 
参数 空间 尺 ' 是 平面 中 的 一 个 区 域 . 显然 ， 这 个 映射 是 连续 可 微 的 且 它 的 分 量 有 有 界 偏 导数 . 


而 且 这 些 分 量 的 几何 解释 很 重要 (它们 是 球面 坐标 ) ， 我 们 看 到 这 个 映射 的 象 是 S 且 映射 是 一 对 
一 的 ， 最后， 一 个 简短 计算 (我 们 把 它 留 作 习题 ) 表明 ， 对 尺 中 每 个 点 (&，v) ， 


0<u<— |. 
u 2 ， 0<v< 


曲线 积分 和 曲面 积分 331 


or 
ou 


射影 参数 化 曲面 


最 简单 的 参数 化 曲面 是 以 定义 在 坐标 平面 的 区 域 上 的 函数 的 图 形 为 象 的 参数 化 曲面 . 这 样 

的 参数 曲面 称 为 射影 参数 化 曲面 (projectionally parametrized surface)， 人 例如， 如果 丸 是 平面 民 ” 的 
一 个 区 域 及 一 个 连续 可 微 丽 数 g: 刃 一 人 有 有 界 含 导数， 则 下 列 三 个 映射 中 的 每 一 个 都 描述 了 射 
影 参数 化 曲面 : 映射 RR 一 R 定义 为 

r(x,y) = (X,Y,8(2,7)), (x,7) ER, 

r(x,2) = (x,g(x,2) ,2), (x,z) e 及 ， 

r(y,2) = (8g{(y,2) ,7,2), (7,2) € R. 
考察 第 一 种 情况 ， 经 简短 的 计算 表明 ， 曲面 在 点 《xo， yo ， E(xo， yo))7 的 法 向 量 是 由 下 式 
给 定 : 


r 。 。 ， 。 
(区 )》 x (ut) = (sin ucosyv, sin usiny,sinucosu) 天 0. 国 


9 or 9 9 
7 = (ao yy ) x By (x09) = (- (x ,0)， - (yo) 1) 


这 表明 : 我 们 在 14. 1 节 描 述 的 二 元 函数 的 图 形 的 曲面 法 向 量 的 定义 与 我 们 这 里 考虑 的 法 向 量 
的 一 般 定 义 是 一 致 的 , 


曲面 面积 


现在 我 们 希望 定义 曲面 面积 .为 此 ， 首先 描述 R 中 的 向 量 的 内 积 与 叉 积 的 一 些 性 质 ， 回 

忆 对 R 中 的 两 个 向 量 w 与 "， 内 积 4u,，v) 和 叉 积 wu xvr 分 别 定义 为 
(WV) uv) + Uy, + Wav 
和 
U XV ud -WV 230 一 Wb Vy — Wy ). 

内 积 与 叉 积 为 以 分 析 形 式 描 述 几 何 概 念 提供 了 一 个 十 分 有 用 的 方法 ， 下面 给 出 内 积 和 叉 积 的 两 
条 性 质 ”. 

(i) 设 w 是 R 中 的 一 个 非 零 向 量 及 为 过 原点 上 且 与 平行 的 直线 ， 即 《 是 由 形 如 iw (teR ) 


的 点 组 成 ， 则 对 Rs: 中 的 任意 点 4，t 上 最 接近 gq 的 点 是 4w， 其 中 A -$0 


(证 明 是 一 个 计算 : 证 明 对 R 中 所 有 的 1:，lq~Auh <19- 雪 1 ) 
(ii) 设 向 量 4 与 ”是 线性 无 关 的 ， 对 Rs 中 的 一 点 Pp， 定义 基点 为 p 以 向 量 u,v 为 界 的 笠 
行 四 边 形 (parallelogram) 是 集合 
S= ip+t+sIO<i<10<s< 1 


这 个 平行 四 边 形 的 面积 (area) 定 义 为 向量 vY 的 长 度 乘 以 点 p+w 到 过 p 生平 行 于 向 量 v 的 直 
线 的 距离 、， 由 于 点 间距 离 是 变换 的 不 变量 ， 且 面积 与 基点 p 的 选择 无 关 ， 假 设 p =0， 则 由 


OG 在 附录 B 中 ， 有 R 中 的 两 个 向 量 的 内 积 与 叉 积 的 几何 性 质 的 完整 撒 述 ， 
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(i) 得 


areaS = lv :||u-Avrvl, 


其 中 人 =? 站， 又 积 对 此 给 出 一 个 更 简单 的 公式 : 


area S = 用 zxv||. (20.8) 
这 个 公式 可 由 直接 计算 证 实 . 事实 上 ， 
wu xv) = (zt — uv,) + (wp -wv ) + (uv - uw ) 
= (ut+u +u)(v + v2 + 切 ) - (uv + uv + usb, )” 
Hal Nr” Cu,v) 
HV 
| 
| 一 Amy 
Lvl -Au -Ar) (因为 (u ~ Av,v) = 0) 
1 Av 
命题 20. 16 设 了 是 平面 上 的 一 个 开 答 形 ， 且 定义 参数 化 曲面 r: J Ri 为 
r(x,y) = (x,yYy,ax + by +c), (x,y) e J, 
则 易 面 5S=r(J) 的 面积 由 下 式 给 出 : 


area S = V1+G@ + 本 * area J. (20.9) 
和 证明 假设 J= (x,，x;) x (y,， 7 )， 则 5 的 菇 点 p = (zx,，Yy,，ax， +by, +c) 且 以 向 量 
&=(0，7: -7，b(y -7)) 及 ”=(x 一 x1，0，a(x, 一 x))) 为 界 .， 由 公式 (20.8) 得 ， 
area S$S= ||& xyl|| 
= 用 (ctxa -zy -71) ,br — x)(y -7), - (xs -x) (yy -7 )) | 
= V1l+a +b:. areaJ. 国 
公式 (20.9) 局 发 提出 一 般 曲 面 面 积 的 定义 我 们 从 射影 参数 化 曲面 的 面积 定义 开始 ， 设 丸 是 了 
中 的 一 个 开 竹 形 且 g:R 一 R 是 连续 可 微 函 数 且 有 有 界 偏 导 数 ， 则 由 
rt(x,y) = (x%,Y,8(x,7)), (x,y) eR 
定义 的 映射 >: 尺 一 R 是 参数 化 曲面 ， 设 P 是 参数 空间 马 的 一 个 划分 ，J 是 P 中 的 一 个 矩 形 ， 在 
了 的 彤 部 选 定 一 氮 P= (x。，yo)， 设 T(p) 是 曲面 5S 在 点 r(p) 的 切 平面 ， 正如 在 14. 1 节 所 证 明 
的 ， 由 点 (x*, y,z) 组 成 的 切 平面 满足 


z = g(p) + SE(p) (x 一 Xo) + 358(P) (7 - yo ) . 
根据 公式 (20.9) ， 切 平面 T(p) 位 于 短 形 了 上 部 分 的 面积 5( 几 由 式 


area S(J) = /1 + (8(p)) 


+ (ME(p)) areay 
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给 出 ， 如果 对 划分 PP 的 矩形 了 求 和 ， 我 们 得 到 
3g 3 dg 3 
pp ] + ((p)) + (Ep)) area( 7 ). (20. 10) 
如 果 取 及 的 一 个 划分 序列 ， 当 划分 间隙 收 伍 于 0 时， 则 和 和 (20. 10) 是 黎 昌 和， 收敛 于 
| ] + ( 22(xy)) 十 ($x,7)) dxdy. 


这 就 促使 给 出 了 下 述 射 影 参 数 化 曲面 的 曲面 面积 (surface area) 的 定义 . 
定义 ”假设 及 是 平面 R 的 一 个 区 域 及 g; 呈 一 R 是 连续 可 微 的 且 有 有 界 的 一 阶 含 时 数 ， 我 
们 定义 曲面 
S= [(x,y,e(%,7)) e RI (x,7Y) e RI 
的 面积 是 由 下 式 给 定 : 


area S= [ 1 + (E(x,7)) + (3(=,7)) dxdy. (20. 11) 


曲面 面积 与 曲面 积分 的 一 般 定 义 如 下 : 
定义 ”假设 凡是 平面 R" 的 一 个 区 域 ， 设 曲面 S 是 参数 化 曲面 7: 太一 及 的 象 ， 我 们 定义 5 的 
面积 为 


area 人 下 | dudy. (20. 12) 


E(u,0) x (u,v) 


更 进一步 ， 对 一 个 有 界 连 续 函 数 1;,S，R ,函数 /SR 在 曲面 S 上 的 曲面 积分 ( 记 为 | ae) 定 
义 为 
| ae 一 | Ar(u,w)) dudy, (20. 13) 


例 20.17 考虑 集合 
S= {(x,y,z) eR ix>0,y>0,z>0,x +y +z = 1|. 
我 们 在 例 20. 15 已 经 证 明 ，5 是 一 个 由 r:RR 一 R 参数 化 的 曲面 , 其 中 及 = i(u, vjeR |0<uc< 
T/2, Ox<v<7T/2I 有 有 


r(u,v) = (sinucosv, sinusinv,cosu), (u,v) e RR. 


偶 导 数 和 叉 积 的 简短 计算 表明 对 丸 中 的 每 个 (上 &，2") ， 

(u,v) x (ut) 

这 样 ， 由 面积 的 定义 及 旦 比 尼 和 定理 得 ， 
area © = | 


oF or 
(U0) X (uv) 


= 8inu. 


dudyv 


or or 
—(u,t) X 一 (人 2 
(u,v) xX (uo) 


= | Sin&ududz 
R 


TA 


-| 全 sinudv | 


0 
es: 


= |[ ldv = 六 


238 
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由 此 ， 我 们 得 到 球 心 为 原点 半径 为 1 的 球面 面积 是 4T. 国 
正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 一 个 曲面 总 是 有 不 同 的 参数 人 化， 我们 希望 曲面 积分 的 定义 ， 特 别 曲 
面 面 积 的 定义 与 曲面 的 参数 化 的 选择 无 关 ， 例如， 对 一 个 射影 参数 化 曲面 给 出 的 两 个 曲面 面积 
的 定义 应 该 是 一 臻 的， 我 们 现在 就 建立 曲面 积分 与 参数 化 的 无 关 性 . 
定理 20.18 设 凡 与 内 ' 是 平面 R* 的 区 域 ， 设 :及 一 RR 及 产 :及 ' 一 R 是 具有 同一 象 S 的 参数 
化 曲面 ， 假 设 员 数 1.S—，R 是 连续 且 有 界 的 ， 则 


| fru,)) dudyv 


(u,v) x (u,v) 


(ie ) X (u's) 


= Ar 0) ) | 


证 明 ”由 参数 化 曲面 的 定义 知 ， 每 一 个 映射 r;R 一 RR 及 r';RR' 一 R' 都 是 一 对 一 的 ， 且 由 
假设 ,每 一 个 象 都 是 S. 对 及 中 的 每 一 点 (4，v) ， 定 义 g(u，9) = (wu', v0) 是 ' 中 的 唯一 点 ， 在 
此 点 处 有 


du du (20. 14 ) 


ru 7 )》 = ru D). (20.15) 

这 样 定义 的 映射 g:RR 一 R” 是 一 对 一 的 且 它 的 象 等 于 RR'。， 如 果 用 分 量 函 数 写 出 参数 化 曲面 及 映 
射 8:R 一 及, 则 显然 公式 (20. 15 ) 等 价 于 下 面 的 方程 组 : 

rg (uv) gu,0)) = ru,v) 

ra(g1(u,v) ,gu,v0)) = mm( 2) (20. 16) 

rig (u,v) gu0)) = r,(u,v). 
我 们 断言 : 映射 g:R 一 R 是 光滑 的 变量 替换 ， 这 意味 着 它 是 连续 可 微 的 且 在 每 一 点 上 有 可 逆 
的 导数 矩阵 设 (u。，v) 是 叉 中 的 点 ， 由 假设 知 ， 


or er” 
Bluo ,vo)) xX jo (Buo, v0)) * 0,， 


不 妨 假 设 这 个 义 积 的 最 后 一 个 分 量 是 非 零 的 .这样 ， 我 们 可 以 在 点 g(u。，wvo) 处 运用 平面 反 函 数 

定理 于 映射 (7/， 才 ) : RR 得 出 ， 在 g(w。， ww) 处 存在 一 个 邻 域 ， 使 得 映射 (7/，r) ;RR 

有 连续 可 微 的 逆 ， 从 方程 组 (20. 16) 的 前 两 个 方程 得 出 ， 和 存在 (wu,。，wo ) 的 一 个 邻 域 入 使 得 ， 
(g1,82) = (mr2) ° (Ti, 72). 

由 于 连续 可 微 映射 的 复合 仍 是 连续 可 微 的 ， 这 就 得 到 g:RR 一 R 是 连续 可 徽 的 、 现 在 还 剩 下 验 

证 在 及 中 的 每 一 点 处 g: RR 一 R 的 导数 矩阵 是 可 逆 的 ， 这 可 以 从 下 面 的 恒等式 得 出 对 驴 中 的 

每 一 态 (w,，v)， 


or or 
Fu ?) 闪 2 


- [EGG “号 (e(e | detDg (4,0) | (20.17) 
这 个 等 式 是 链 式 法 则 的 一 个 推论 ， 事 实 上 ， 方程 组 (20. 16) 意 味 着 r:RR 一 R 是 复合 rr'。g:R 一 RR. 
由 链 式 法 则 得 ， 对 叉 中 所 有 的 (uw，4v)， 

Dr(u,v) = Dr(g(u,v)) . De(u,v). 
这 是 介 于 两 个 3x2 阶 和 矩阵 之 间 的 等 式 ， 按 所 有 2 x2 和 价 子 矩阵 计算 这 一 等 式 及 应 用 2 x2 阶 行 
列 式 的 乘积 性 质 (见习 题 14) ， 对 每 个 下 标 1=1，2，3 及 丸 中 的 每 一 点 (zz，2) 得 出 ， 
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Or Or 1or iv_vor，，， . 
(Tu) x (ae = (Pu) x Tsu io) ,e,) * deiDg (4,9) 
即 
bd ， or 一 Or 1 4 or 1 ,1 。 
(uv) x (uv) (a 9) x Ti ) ) detiDg(u,»). (20. 18) 


等 式 两 边 取 模 ， 便 得 等 式 (20. 17). 
现在 已 建立 了 g:R 一 R 是 光滑 的 变量 替换 ， 我们 可 以 应 用 19.2 节 中 的 变量 替换 公式 
(19. 11) ， 计 算 (20. 14) 右 边 的 积分 .运用 公式 (20. 17) 及 变量 替换 公式 ， 我 们 有 


.Ar'Cu',v')) or du dy 


人 关 (u,v) 


Sg(u,0)) x (gu,0)) | detDg (u,v) |dudt 


= | Kr(gCee)) 


= 上 f(r(u,v)) dudv. 图 


or OF 
(u,v) x (ut) 


习题 z 
1. 设 a、4b、c 及 4d 是 实数 且 c 关 0， 我 们 考虑 平面 


ax +by+c:zt+d=0. 


用 rz，p) = (u,v，- (out+ 如 +d)《e) 参 数 此 平面 并 运用 公式 
站 一 (uo ote) x (wot) 


求 这 个 平面 在 (x，y，7) 点 处 的 法 同 量 . 
2. 设 曲 面 


T+ry,lxl+ly|l <4|. 


S= |(x,y,2)iz= x 
求 此 曲面 上 每 一 点 的 单位 法 问 量 . 
3. 对 a>0, 5>0,， 证明; 圆柱 面 


S= {|(x,y,2)10<x <az>0,y +r = 6 | 
是 一 曲面 ， 并 求 出 它 的 曲面 面积 . 
4. 对 r>0 及 六 >0， 惟 面 
S= f(xy,z) lx >07>0,z>07 =h(r -x -y)|. 
证 明 它 是 笋 面 ， 并 求 它 的 面积 . 


5. 求 如 下 平面 的 曲面 面积 : 
S= {{(x,y,2) Ix >0,y>0,z>0,2x+yY+2z = 16|. 


6. 证 明 ， 
fear = Sa, 
其 中 S= |(x, YY, 2)1x>0, y>0,3>z>0, 2 =3(x +y )|. 
7. 计算 
fr + yz + 2 )do, 
其 中 5 是 锥 面 | (x,，y, z)1x +y =z，z>0| 被 柱 面 |(x，y，z) 1 x* +y -2x=0| 所 截 得 的 那 部 分 . 
8. 对 0 <a<b, 一 曲面 有 如 下 形式 
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| (ucosb usinv ,g(u))la<u<b,0 cv < 211， 
其 中 消 数 g; (a，45)->R 有 一 个 有 界 连 续 导 数 ， 它 称 为 旋转 曲面 (surface of revolution)， 证 明 ; 旋转 曲面 的 
面积 由 下 式 给 出 : 
27| /I+ (Cg (Cu) ) du. 
9. 假设 及 是 平面 中 的 一 个 凸 区 域 ,g: 及 一 及 有 连续 有 界 仿 导数 . 证 明 : 曲面 $= |i(x, y, g(x, 7)) | (x, y)yeRi 
有 等 于 丸 的 面积 ， 当 且 仅 当 g: 丸 一 R 是 常 值 ， 
10， 对 R 中 的 任意 两 个 向 量 4 和 有 吾 ， 证明， 
IAxBl* = 1 4， 1BI|* -4,8).. 
(提示 ，; 从 公式 (20.8) 的 验证 可 得 . ) 
11. 运用 公式 {20. 18) 证明; 曲面 的 法 向 量 的 定义 是 与 参数 化 的 选择 无 关 . 
12, 对 参数 化 曲面 r; 丸 一 R’”，, 在 及 中 的 每 -- 点 {4w，v) 处 ， 定 义 三 个 实 孙 数 5;R 一 R :RR 一 R 及 CG:R 一 玉 分 别 为 
or OF or or or or 
Fl(u,vy) = (一 .一 = {一 i 一 
(u,v) (中 区) Tu,v) 《元 天/ 和 Glu,v) 全 
运用 习题 10 中 的 恒等式 ， 重 写 出 曲面 S 在 参数 化 r: 刃 一 R 下 的 曲面 面积 公式 是 


areagS = | EG - FF dudy. 
R 


13. 设 4、B、C、D 是 R 中 的 向 县 ， 证 明 : 拉 格 朗 日 恒等式 
‘(AxBCxD); = (A,C(BD)- AD)(B,C). 
(提示 : 商 先 证 明 当 四 个 同 量 是 基 同 量 时 ， 这 个 公式 成 立 ， 然后 ,利用 丸 积 和 内 积 的 线性 性 得 到 一 般 
情况 . ) 
14. 对 两 个 2 x2 矩阵 4 及 召 ， 通过 具体 的 计算 ， 证 明 : 
det AB = det Adet 旦 . 
15. 设 A 与 C 是 3x2 知 阵 及 B 是 2x2 答 隆 ,使 得 AB =C， 证 明 : 等 式 
HA, xA,l .|qetB1= 1C x ©C, |. 
其 中 4, 与 C, 是 和 矩 阵 4 与 C 的 第 ;i 列 问 量 . 
16. 对 参数 化 曲面 7: 有 R 一 R 及 及 中 的 参数 值 (u。，v。)， 证 明 ， 存在 (u。，v,) 的 一 个 名 域 VY， 使 得 (A) 是 射影 
参数 化 曲面 的 象 . (提示 : 如 同 定 理 20. 18 的 证 明 ， 运 用 反 柄 数 定理 ) 
17. 假定 函数 j: RR 一 R 是 连续 可 微 的 ， 设 疡 是 R 中 的 -- 点 ， 导 数 向 量 YA(P) 0 且 定 义 c=A(p)， 运 用 隐 函 
数 定 理 证 明 : 在 疡 点 存在 一 个 邻 域 W， 使 得 S= 1(z，y，z) ENIAC，y，z) =c| 是 一 曲面 . 
18. 对 参数 化 曲面 7r:RR 一 Ri 及 连续 有 界 卫 数 /:5 -RR ,其 中 5 是 r:R-R 的 象 . 证明; 


[ae | < MA, 
其 中 对 5S 上 所 有 的 点 p， 有 |f(p) <<M,， 4 是 5 的 曲面 面积 . 
20.3 格林 公式 和 斯 托 克 斯 积分 公式 
对 RR 中 的 有 劣 闭 区 间 [a,， 85] 及 在 (a,， 68) 有 连续 有 界 导 数 的 连续 卫 数 /:[a,85]-*R. 由 微 积 
分 第 一 基本 定理 断言 
[rpd = 8) -fa). (20. 19) 


这 个 公式 在 多 元 函数 里 有 重要 的 推广 ， 本 节 我 们 先 把 这 个 公式 推广 到 如 下 情形 : R 中 某 些 区 
域 尺 来 代替 开 区 间 (a，8)( 见 格林 公式 ) 及 在 R 中 某 些 曲 面 来 代替 开 区 间 (a,，6)( 见 斯 托 克 斯 
公式 ). 
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一 条 参数 化 路 径 y:[a,b] 一 R" 称 为 简单 的 (simple)， 如 果 它 到 区 间 [a,， 85) 的 限制 是 一 对 
一 的 ; 称 它 是 闭 的 (closed) ， 如 果 y(a) =y(8). R” 中 的 有 界 开 子 集 人 2， 如 果 旭 的 边界 30 是 一 
条 简单 闭 的 参数 化 路 径 的 象 T 这 样 的 将 成 为 我 们 所 关注 的 . 

例 20.19 假设 区 数 g: [a, 5] 一 R 及 h: [a, 481 一 R 是 连续 的 ， 且 对 (a,， 5) 中 所 有 的 x， 
有 g(x) <h(x)， 定 义 

= [I(x,y)la<x <be(x) <y <hex)|l 及 yy = 90. 
这 个 集合 是 我 们 在 例 20. 8 中 所 考虑 的 . 在 g(a) <h(a) 及 g(5) <h(4&8) 这 种 情况 下 ， 由 例 20.4 
给 出 的 y 的 参数 化 是 简单 的 、 闭 的 参数 化 路 径 ， 而 在 一 端 有 等 号 时 ， 我 们 可 忽略 相应 于 这 端的 
路 径 ， 绸 次 得 到 边界 的 简单 的 、 闭 的 参数 化 . 由 明显 的 几何 理由 ， 边 界 的 简单 的 、 闭 的 参数 化 
等 价 于 98 的 赣 时 针 的 参数 化 (counterclockwise parametrization ) 也 国 
例 20.20 假设 函数 g: [c,dj 一 RR 和 h; [c,dj] 一 R 是 连续 的 旦 对 (ec，2) 中 所 有 的 y， 有 


| 8(Y) <h(y)， 定义 


> 


。 

| 
. 
t 
| 


= i(x,y)1l 8g(y) <xr <h(y),c<y<dl 及 y= 9 


这 里 再 一 次 得 到 2 是 R* 中 的 有 界 开 子 集 ， 它 的 边界 可 以 参数 化 成 为 简单 的 、 闭 的 参数 化 路 径 . 
事实 上 ， 当 g(c) <h(c) 及 g(d) <h(d) 时 ,下 面 定 义 这 样 一 个 参数 化 : 


(gl(d +4dt(c- d)),d+4i(e -d)) 车 0 < 1 < 
J (ele) +4(: - 二) hle) -ECc) ) oj 车 三 <1< 方 
CO ES Kee Ce er 
(h(a) + 4(1 - 2)(eld) -Ah(d)),d) 着 <i<1 


边界 的 参数 化 如 图 20.6 所 示 . 


图 20.6 6 的 一 个 具体 的 参数 化 


再 次 由 于 明显 几何 理由 ， 这 个 参数 化 或 等 价 于 它 的 简单 的 、 闭 的 参数 化 ， 称 为 082 的 逆 时 
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针 参 数 化 本 是 
命题 20.21 假设 函数 g: [a, 6b] 一 R 与 h: [a, 61 一 RR 是 连续 的 ， 且 对 (a, 5b) 中 所 有 的 
xX， 有 g(x) <h(x)， 定 义 
2= |x,y)la<x <b,s(x) <y <h(x)| 及 T= 9091 


设 函 数 N: UTR 是 连续 的 ， 使 得 or PR 存在 且 连 续 有 界 ， 册 


】 (zy)ddy = - [N(x,y) ds, (20. 20 ) 
这 里 右边 的 积分 是 沿 着 路 径 六 北 时 针 方 向 参数 化 计算 的 . 

证 明 证 明 的 中 心 是 运用 富 比 尼 和 定理 ， 因 而 可 以 应 用 微 积 分 的 第 一 基本 和 定理. 首先 为 方便 
起 见 ， 用 厂 = UT UT UT 来 表达 TT, 其 中 下 = {i(x, g(x))l es<sxsb [=|1(6, y)| 
g(b)<yEh(b)|, T=|(x, h(x)) 1! asxrsbl, 及 T=1(a, 7)1 g(a)<yskh(a)}. 运用 
富 比 尼 定 理 、 微 积分 第 一 芝 本 定理 仿 则 级 可 分 的 宁 闵 ， 我 们 有 


[ee, y) |dxdy = TI/ ， 2 (2， ,y)dy | dx 


= {NG,h(#)) - N(zE(z))1dz 


| wz,a(z))dz 一 fw(xe(z) ) dz 


4 


_ { [wee(z))dz - [N(x,h(x)) dzl 


1 


一 { /Nax + + | Nd +0| 


- {f wax + 上 Ndx + | Ndx + [Ndz! 
| | 3 吉 


= 一 | Naz. | 


命题 20.22 假设 函数 8g:; [c,d] 一 R 与 h: [c,d] 一 R 是 连续 的 ， 且 对 (c，d) 中 所 有 的 
y， 有 g(YyY) <h(y). 定义 
2=j (sy)1g(7) <x <h(ly),c<y<dl 及 T= 9 及 
设 函数 有 : PUT 一 及 是 连续 函数 ， 使 得 0MH/]ax: 12- R 存在 且 是 连续 有 界 的 ， 则 


aM 
| Cs dxdy = | M(x,y) dy, (20. 21) 


这 里 右边 的 积分 是 洛 着 路 径 厂 的 递 时 针 方向 参 教 化 计算 的 . 

证 明 如 同 命 题 20.21 的 证 明 ， 我 们 将 运用 宣 比 尼 定 理 以 便 可 以 应 用 微 积分 第 一 基本 定 
理 ， 把 三 表示 为 T= 下 UT,UFRUT, 其 路 =|i(g(7y), y)1 esysdi, TT,=|(x,c)| 
gl(c)<xeh(e)), T={(h(y), Yl esysdil, 及 T=1(x, d) | g(c)<x<h(d)|}. 运用 富 
比 尼 定 理 、 微 积分 第 一 基本 定理 以 及 曲线 积分 的 定义 ， 我 们 有 
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[Wn ] ay= { {fo ede} 
~ { 1MChCy) ,7) - M(g(yY),Y) dy 
= 「 wh(7) ,wy) dy 一 [Mely) yp)d 


- [May +0+ | Mdy +0 


= [may 图 

定义 ”平面 中 上 的 区 域 有 由 称 为 格林 域 (GCreen's domain)， 如 果 它 的 边界 丁 = 9 人 2 有 是 简 单 的 、 

闭 的 分 段 光 滑 参 数 化 路 径 y:7 一 下 的 象 ， 且 下 述 性 质 成 立 ; 假设 两 个 函数 MH:P U 六 ~* 及 和 

N:PUP-*R 是 连续 的 ， 且 它们 的 限制 有 :有 2 一 R 及 N:PD 一 及 是 连续 可 徽 的 且 有 有 界 的 偏 导 
数 . 则 格林 公式 (Green'"s Formujla) 成 立 :; 


| (和 - (| dd = | [M(x,y)dy + N(x,y)dx]|, (20. 22 ) 


这 里 右边 的 积分 是 湛 着 y:1 一 R 计算 的 .这 样 的 参数 化 称 为 格林 参数 化 (Green's parametrization). 
首先 取 上 (x,，Yy) 恒 等 于 0， 然 后 取 和 N(x,，Y) 恒 等 于 0 我们 看 到 ; 一 个 域 是 格林 域 ， 仅 需 
分 别 验证 公式 


| (2 y) dxdy = - [N(x,y) dx 
及 

| 2 (#,y) dxdy = | M(x,y)dy. 
命题 20. 21 和 命 骨 20. 22 提供 了 证 明 茶 些 区 域 荐 格林 域 的 一 种 方 之 ， 即 对 它们 的 边界 用 一 个 合 
适 的 参数 化 . 

例 20.23 定义 02=1(x, Y)1lx +Yy al, 它 的 边界 丁 是 以 原点 为 中 心 ， 半 笃 为 1 的 圆 . 
显然 人 是 命题 20.21 和 命题 20. 22 都 可 应 用 的 域 ， 所 以 对 由 y(8) = (cosg, sing) (0<0<27) 
定义 的 参数 化 y: [0,27] 一 R*， 它 是 格林 域 ， 从 而 对 两 个 连续 菠 数 MM:. 人 2 UU 厂 一 RR 和 
N02 UT 一 RR, 及 它们 的 限制 村 :02 一 RR 与 N: 人 一 RR 是 连续 可 微 的 且 有 有 界 的 篇 导数 ， 我 们 有 


| My y) 一 S(x,y) |dxdy = { [MC eos0,sing) cos0 - NW(cosb,sinp)sing]jd0 国 
ri +l pe OF 0 


例 20.24 定义 人 = | (x, yY) =(recos@, rsing) 【10<86<37/2,0<r<1|, 则 人 2 是 关于 这 时 
Wn 虽然 对 这 个 集合 命题 20. 21 或 命题 20. 22 都 不 能 直接 应 用 . 然而 ,， 令 
= {x,y) e Dix>0 及 f= 1(x,Y) e Nix < 0}. 
我 们 看 到 12， so 都 是 格林 域 ， 因 为 命题 20. 21 及 命题 20. 22 都 可 以 应 用 于 这 些 集 上 . 把 格林 
公式 应 用 于 这 些 集合 ， 我 们 便 得 到 对 2 的 格林 公式 ， 因 为 曲线 积分 沿 着 公共 边界 的 贡献 随 着 


547 


390 第 20 章 


关于 各 自 的 逆 时 针 参 数 化 正好 抵消 .如 图 20. 7 所 示 . 


\ > 


图 20.7 被 切 过 的 环形 是 格林 域 此 


例 20.25 对 0<r<R， 考虑 贺 环 域 人 = | (x, y)1r <x +y 《<R'}， 这 个 圆 环 的 边界 是 两 
个 圆 的 并 集 ， 假 设 两 个 晒 数 HH:CU 2 一 R 与 NIPU 930 一 R 是 连续 的 ， 它们 的 限制 人 :0 一 RR 
与 N;: 人 2 一 R 是 连续 可 微 的 且 有 有 界 偏 导 数 ， 则 


aM aN 
| Br dy (17) |dedy 


= |, al Mx,7) dy + N(x,y)dx] - | lM(x,y) dy + N(x,y)dx], (20.23) 


这 里 积分 都 是 关于 逆 时 针 参 数 化 计算 的 .为 证 明 这 一 公式 ， 只 要 在 先 设 (x, y) 恒 为 0， 然 后 
再 设 NWCx，y) 便 为 0 情况 下 证 实 此 公式 就 够 了 ， 在 M(x，7y) 恒 为 0 时 ， 用 * 轴 把 圆 环 域 划分 成 
两 个 域 2 .与 2. ， 对 每 一 个 都 可 运用 命题 20.21. 应 用 命题 20. 21 到 每 一 个 域 并 求 和 得 积分 等 
式 ， 由 于 每 个 曲线 积分 的 逆 时 针 参 数 化 的 选择 ， 曲 线 积分 中 位 于 zx 轴 上 的 部 分 ， 愉 好 抵消 ， 我 
们 得 到 当 MH(xz，7) 恒 为 0 时 的 公式 .类似 地 计算 N(x,，y) 恒 为 0 这 一 情况 ,但 这 次 用 y 轴 去 切 
割 圆 环 域 ， 且 用 命题 20. 22 建立 W(*，y) 恒 为 0 时 的 上 述 公 式 . 国 

对 一 个 边界 为 本 的 格林 域 2， 取 M(x, y) 三 x，N(x, Y) = -y， 我 们 得 到 12 的 面积 公式 
如 下 : 


areaf? = | [zdy -~ ydx ] ， (20. 24) 
这 里 曲线 积分 是 关于 芽 的 格林 参数 化 计算 的 | 
例 20.26 椭圆 域 人 = |1(x,，yY) 1 x /a +y /Vb 1| 是 格林 域 ， 因 为 它 是 R’ 的 一 个 有 界 开 子 
集 且 命题 20. 21 与 命题 20. 22 可 应 用 ， 由 上 面 的 面积 公式 得 ， 
areaf} = 二 [acosg( beos@) - psing( - asing) ]d0 = [de = 7ab. | 


上 面 所 展现 的 这 些 与 边界 的 参数 化 相关 的 格林 域 的 例子 ， 都 是 构筑 于 命题 20.21 与 命题 
20. 22 所 描述 的 域 . 事实 上 ， 对 R 中 的 有 界 开 子 集 并 结合 着 它 的 边界 的 参数 化 成 为 格林 域 有 着 
更 普通 一 般 的 条 件 : 设 人 是 R 的 一 个 有 界 开 子 集 ,， 它 的 边界 是 简单 的 、 闭 的 且 分 段 光滑 参数 
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化 路 径 y: [a，5] 一 R* 的 象 且 有 548 


上 mdy ydx ] > 0 ， (20. 25 ) 


则 具有 这 个 参数 化 的 2 是 格林 域 ， 直 观 上 看 这 个 结果 是 对 的 ， 当 把 2 分 成 “ 片 ”， 而 使 得 在 片上 
命题 20. 21 或 命题 20. 22 可 以 应 用 ,注意 到 曲线 积分 沿 着 具有 公共 边界 的 路 径 ， 两 片 正 好 相互 抵 
消 ， 这 是 以 十 分 不 同 的 事实 来 提供 一 个 严格 的 证 明 ， 一 个 完全 精确 的 证 明 涉 及 相当 多 的 技术 细 
节 ， 这 里 我 们 将 不 证 明 一 般 的 结果 . 面积 公式 (20. 24) 正 是 为 了 使 关于 参数 化 的 假设 (20. 25 ) 成 
立 ， 事 实 上 ，(20. 25) 是 取 作 为 一 条 简单 的 、 闭 的 分 段 光 滑 参 数 化 路 径 y: [a，65] 一 R 是 逆 时 
针 参 数 化 的 分 析 定 义 . 

假设 2 是 格林 域 ， 疡 是 边界 ， 并 且 有 一 个 幅 关 的 张 长 格林 参数 化 y:! 一 人 .固定 一 个 参数 
值 *， 在 该 处 y 可 导 ， 定 义 59(3) =(?73(0s)，-?71(0s))， 考 察 到 有 

Iy C0 =1，190)1 =1 及 《7 (09343)) = 0， 

所 以 向 量 N=w(s) 是 单位 向 量 ， 它 生 直 于 单位 切 向 量 T=y'(s)， 法 回 基 的 方向 是 取决 于 参数 
化 y 的 ， 正 如 我 们 在 特殊 例子 中 所 看 到 的 ， 它 的 几何 意义 是 它 为 “外 向 "法 线 . 为 方便 起 见 ， 
我 们 把 这 个 法 向 量 的 参数 化 作为 2 的 边界 的 格林 参数 化 ， 对 一 个 消 数 w: N 一 民 是 连续 可 微 
的 ， 这 里 人 是 点 y (s) =p 的 一 个 邻 域 ， 回 忆 在 13. 3 节 我 们 建立 的 方向 导数 引 理 ， 它 提供 了 天 
数 w 在 点 了 沿 着 方 问 9 的 方向 导数 公式 : 


(Pp) lim e+) — wp = ( Vw(p),g). 


从 而 我 们 有 下 面 的 关于 方向 T 和 NN 的 方向 导数 公式 ， 分 别称 为 函数 w: 人 一 R 在 点 Pp 处 切 同 和 
法 向 导数 : 


aw ) Bw 
TP) = 《Vw(p),T) 和 NP) = 《 Vw(p),N). 
习惯 上 把 法 向 导数 记 为 3 ， 因此 ， 特 别 地 ， 


Ox _ O07 
an Y， 及 3 Yl: 


微 积 分 第 一 基本 定理 和 乘积 的 导数 公式 给 出 了 关于 一 元 函数 的 分 部 积分 公式 我们 现在 用 
格林 公式 及 乘积 导数 公式 给 出 一 个 关于 二 元 蚂 数 的 分 部 积分 公式 . 549 
推论 20. 27 (分 部 积分 法 ) 设 介 是 以 三 为 边界 的 格林 域 ， 假 设 函 数 a(x，,，7Y)、b(x，Y)、 
u(x,，y) 和 v(x,，y) 在 含有 人 2U 丁 的 开 集 中 上 有 连续 有 界 偏 导 数 ， 则 


[ee + sardy = [eu + 502] ~ [au + oj drdy, 
其 中 法 向 参数 化 与 从 边界 的 格林 参数 化 相关 . 
证 了 明 定义 


M(x,y) = az,y)uazy) 及 N(x,y) = -bryY)v(x,7), (zy) € GO. 
由 格林 会 式 得 ， 
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(au) 9( by) 
| 一 一 (xy7) + + T(x,y) |axdy 


= | [a(x,y) us,y) dy — bl(x,y)v(x,Yy) dx |]. 


用 乘积 的 导数 规则 ， 左 边 的 部 分 可 与 成 


人 十 5 3 dzdy + | + 0] dxoy, 
而 右边 根据 曲线 积分 的 定义 与 所 选 的 法 问 参 数 化 ， 有 


:0 与 y/o- 
V2 an 习 YI dn ” 
所 以 有 


[als,y) u(x,y) dy 一 b(x,y)v(x,y) dz] 


= [ay uy YG) -by YC)) (Jd 
-ers + bs]: 
从 这 些 式 子 得 到 分 部 积分 公式 . 四 
现在 我 们 把 格林 公式 中 的 曲面 S= | (z，y, 0) | (z，y) e QH 从 了 中 的 格林 域 提升 为 R: 中 
的 在 格林 域 上 可 参 化 的 曲面 ， 这 一 推广 称 为 斯 托 克 斯 公式 (Stokes's Formula)， 为 了 给 出 斯 托 克 
斯 公式 中 的 积分 的 几何 描述 ， 引 进 向 重 场 (reetor field) 概念 是 有 用 的 ， 它 是 以 一 种 几何 方式 考 
虑 把 Ri 的 子 集 映 成 R3 的 映射 ， 对 Rs 的 一 个 子 集 DD 及 一 个 映射 F:D _，R', 对 DD 中 的 每 个 点 pp， 
我 们 能 指派 F(p) 是 一 个 向 量 ， 它 与 从 p 到 p +F(p) 的 有 向 线段 相关 ， 进 一 步 ， 如 果 wu:D 一 Re 
是 另 一 个 向 量 场 且 对 D 中 所 有 的 p 有 上 uw(p) ‖ =1， 则 对 DD 中 的 每 个 点 p， 由 内 积 的 几何 描述 
得 ，(F(p)，u(p)) 是 向 量 F(p) 在 方向 wu(p) 上 的 分 景 ， 形 如 p 一 (F(p)，u(p)) 的 函数 的 划 
线 积分 及 曲面 积分 是 格林 公式 推广 到 Re 中 的 曲面 上 的 本 质 成 分 . 


Fp) 


u(p) 


一 二 一 


图 20.8 下 在 沿 着 p 的 投影 


定义 对 以 厂 为 象 的 分 段 光 滑 参 数 化 路 径 y: [a， b]—R 及 连续 有 界 映 射 下; TT-— RR, 
定义 
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(FT)ds 三 [PFCy(D) ,7 (1)) dt. ( 20. 26) 
观察 到 恕 果 对 (a, 58) 中 的 每 一 个 参数 值 ;( 可 能 除 有 限 个 参数 值 外 )， 我 们 定义 


p00) 2 7 
(0 = Ty 


则 T(t) 是 路 径 厂 在 点 Y( 纪 处 的 单位 切 向 量 ， 且 
ECGy(D sy (dd = {FCYC)) ,TO Wy) 1 dt 
因此 这 个 曲线 积分 是 下 的 切 向 分 量 的 曲线 积分 ， 这 里 切线 方向 是 由 路 径 的 参数 化 的 选择 决定 


的 、 公 式 (20. 26 ) 的 右边 的 积分 的 符号 依赖 于 参数 化 的 选择 . 551 
定义 ”对 有 人 象 S 的 参数 化 曲面 r:R RI ， 及 连续 映射 G:S— Ri 定义 


J‘G,.n) do = | (GG, ) ,u,v) x (u,v) ) dudy. (20. 27) 


观察 到 如 果 对 及 中 的 每 一 参数 值 (xx，?7) ， 定 义 

OFr/Ou(u,v) x Bra zyD) 
| ar/au(ub) x ar/9v(u,v) | 
则 (uw,，2) 是 曲面 5 在 点 r(uw，2) 的 单位 法 问 量 ， 凡 


入 (Gaydc = Gr ) ,n,n)) Cw) x u,v) 


所 以 积分 (20.27) 是 向 量 场 G 在 曲面 8S 的 法 方向 的 分 量 的 曲面 积分 . 再次， 在 这 种 情况 下 ， 
(20. 27 ) 的 右边 的 积分 符号 也 依赖 于 参数 化 的 选择 . 

定义 ” 设 UH 是 民 的 开 子 集 且 假 设 映射 下 :MRR 是 连续 可 微 的 . 一 个 相 伴 映 射 称 为 下 的 旋 
度 (curl) 且 记 为 curlIF; U 一 R*， 定义 如 下 : 如 果 对 加 中 所 有 的 (zx，y，z),， 我 们 用 分 量 把 
FM 一 R 表示 为 


?zu 7) = 


dudy, 


F(x,y,z) = (f(x,y,z) ,BE (X,Y ,2) ,h(x,y,z)), 


则 对 中 中 所 有 的 (x，y，z)， 
h h 
curlFf(x,y,z) 三 (5 - 28 YY 一 oe — 2) 

映射 的 旋 度 为 什么 是 有 意义 的 这 一 点 并 不 明显 . 下面 将 看 到 旋 度 是 提升 格林 公式 出 平面 的 
一 个 本 质 成 分 ”. 

例 20. 28 假设 映射 M:R 一 及 与 W:R 一 RR 是 连续 可 微 的 ， 对 R 中 所 有 的 (x，y，z) 定 义 ， 

F(x,y,z) = (N(x,y), M(x,y) ,0). 

则 从 定义 直接 得 ， 对 R” 中 所 有 的 (x，y，z)， 


curlF (x,y,z) = (0,0,2 (x,) - (x) 加 ”B32 


在 物理 学 与 工程 学 的 研究 中 ， 旋 度 也 是 在 许多 不 同人 钓 背 最 中 有 特殊 物理 意义 的 重要 算 子 ， 例如， 最 值得 注意 的 物 
理学 命题 中 的 Maxwell 方程 ， 就 是 电场 和 磁场 向 量 的 旋 度 赔 关 系 的 断言 所 组 成 的 . 
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直接 从 旋 度 定义 及 求 导 的 线性 性 得 到 ， 旋 度 运算 是 线性 的 ， 即 对 R 中 的 开 子 集 UM， 两 个 连 
续 可 微 映射 ;WU 一 R 与 H: MU 一 R ， 及 任意 两 个 数 a 与 68， 我 们 有 
curlfaF + BH] = acurlF + BeurlH. 
把 格林 公式 提升 到 R 中 的 曲面 依赖 于 格林 公式 本 身 及 下 面 的 恒等式 . 
引 理 20. 29( 斯 托 克 斯 恒等式 ) ”对 R 中 的 一 个 开 子 集中 ,假设 映射 r: OO 一 RR 的 分 量 有 连 
续 的 二 阶 偏 导数 . 设 U 是 R 中 的 一 个 开 子 集 ， 它 包含 r:O 一 R 的 象 ， 且 假设 映射 下 :MU 一 民 是 
连续 可 微 的 ， 则 对 口中 的 每 一 点 (u,v)， 有 


(cuflF(r( u,v) ) ,2 ,2 (9) x (uv) ) 


= (PCr(u,v)) ,ee (wu, r) ) |- 号 [ (Fr(u， 0) )》 (u,0) ) 


证 明 首先 考虑 到 斯 托 克 斯 恒 等 并 的 左右 丙 迪 都 是 线性 依 闲 于 向 量 场 的 这 样 ， 要 证 
实 此 等 式 ， 只 要 考虑 映射 .WH--> R 的 两 个 分 量 函 数 为 0 时 出 现 的 三 种 情况 就 够 了 ， 我 们 将 在 
对 UU 中 所 有 的 (x*，Yy，z)， 

F(x,y,2) = (g(x,y,2),0,0) (20. 28) 
这 样 的 情况 下 证 实 此 等 式 . 
直接 计算 形 如 (20. 28) 的 下 表 明 ， 对 曲 中 所 有 的 (uw，、v)， 


curlF(r(u,0)) = (0,°8(r(u,s)), - (7(u,0))): 


因此 ， 用 分 量 形式 写 出 节 (uv, p) x lu, v) ， 并 与 上 述 向 若 作 内 积 ， 则 斯 托 克 斯 等 式 的 左 端 
变 成 


(ro)) [2]- 28(r(za) ) | 2 2 ol]. (20. 29) 
By du 05 0 Ou on Ou dy 


现在 计算 斯 托 克 斯 等 式 的 右 端 ， 因 为 r,(u， 2) 的 二 阶 混合 偏 导数 相等 ， 所 以 右 端 是 
Star(u,w))] Pu,0) ~ alelr (ur))] (us). (20. 30) 
这 样 ， 为 证 明 斯 托 克 斯 恒等式 ， 我 们 征明 (20 29) 等 于 (20. 0) 为 此 ， 用 链 式 法 出 可 得 到 
[g(r(u,v))] = -El(r(u, )) 二 + (ru, 0)) = 一 2 +E(r(u, ")) = 一 


[elr(u, v))] = A )) T+ (rl, 中) dp) ) 2 
0v 0z ob 


类 上面 两 式 代 人 (20 30) ， 这 就 得 出 (20. 29) 等 于 (20 30). 因此 证 实 了 斯 托 克 斯 等 式 . 国 

引 理 20. 30 对 平面 R 的 一 个 开 了 于 集中 ， 假设 映射 fr: 中 一 民 是 连续 可 微 的 ， 设 U 是 R 的 一 
个 开 子 集 ， 它 包含 r:O 〇 一 RR 的 象 ， 并 假设 映射 :WH 一 R 也 是 连续 可 微 的 ， 设 BB:1 一 RR" 是 分 段 
光滑 参数 化 路 径 ， 它 的 象 C 位 于 四 内 ， 考 虚 由 参数 化 复合 y 亚 rs*pB:[ 一 R 定义 的 曲线 及 (如 
图 20.9 所 示 )， 则 
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JAF,T)d: = [(FCrCu,w)) (un ) du + 《Fr ) ru) ) dv. (20.31) 


图 20.9 参数 化 的 复合 


证 明 ”由 链 式 法 则 得 ， 
， 554 
yD)) = OB = Ep) Pn) + E(B)) Hee). 


因此 ， 
FTds= [AF(Y()) ,y(t)) dt 


= (Cre (BCD) ,BL))) oh ,) + ((Fer)(B()) (BCD) ) :01)] ad 


= [ {FrCu,w)) ,u,v) ) du + (Fr(u,)) ,u,v)) dv 加 


定理 20. 31( 斯 托 克 斯 公式 ) ”对 平面 R* 的 开 子 集中 , 假设 映射 :中 一 R 的 分 量 渐 数 有 连 
续 二 阶 偏 时 数 . 设 M 是 R 的 开 子 集 ， 它 包含 Fr:O 一 有 R 的 象 ， 并 假定 映射 下 :MH 一 R 是 连续 可 微 
的 。 假设 凡是 一 个 格林 域 ， 使 得 及 和 它 的 边界 都 包含 在 中 内 ， 设 5S 是 章 面 且 是 参数 化 ; r;: 及 一 及 
的 象 ， 设 厂 是 由 复合 rf 及 凡 的 边界 的 格林 参数 化 所 定义 的 和 参数 化 路 径 的 象 ， 如 图 20. 10 所 示 . 
那么 
| CeunF ,ndo = |(F,7) ds. 
证 明 由 曲面 积分 的 定义 知 ， 


J CeunF,n) do = fCeunFCrCu,w)) ,Cus) x E(u,0) ) dudv. 555 
而 且 由 斯 托 克 斯 恒等式 得 ， 


evnr,n)do = {il (F: re)]- 2[(F: re) | }audo 
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图 20. 10 斯 托 克 斯 公式 


从 而 应 用 格林 公式 于 右边 的 积分 


feunr,n) do = |(F. ,了 ) du + (F. ro ) dv， 


这 里 C 是 丸 的 边界 路 径 ， 最后， 应 用 积分 公式 (20. 31) 于 右边 得 ， 


[enp ,nde = [CF,T)ds . 
用 疝 量 场 的 语言 ， 斯 托 郊 斯 公式 断言 : 如 果 适 当地 选择 参数 化 ， 则 学 着 向 量 场 的 旋 度 在 法 


线 上 分 量 的 曲面 积分 等 于 沿 着 向 量 场 切线 上 分 量 的 曲面 边界 的 积分 . 
习题 


. 设 MN= 安 -大 N=2xy 及 有 是 以 (0，0)，(2，0) 及 (1，1) 为 项 点 的 三 角形 ， 在 这 种 情况 下 验证 格林 公式 . 


设计 =x -xy ，N=y -2xy 且 用 是 以 (0，0) 和 (2，2) 为 对 角 点 的 正方 形 ， 在 这 种 情况 下 验证 格林 公式 . 


. 用 面积 公式 (20. 24) 求 由 直线 x+y=4 与 坐标 轴 为 界 的 三 角形 的 面积 . 
- 对 例 20. 20 所 定义 的 集合 2, 在 g(c) =h(c) 与 /或 ag(d) =h(d) 人 和 傅 况 下 寻找 它 的 边界 的 简单 的 、 闭 的 参 


数 化 . 


, 取 p 与 9 是 R 中 的 点 ,证 明 : 


curl[ (p -9g) x((x,y,z) -9)] = 2(p -9). 


- 对 映射 下 (x，y,，z) = (3y，-xz，yz ) ， 验 证 斯 托 克 斯 公式 ， 这 里 S 是 抛物 面 2z =x ”+y 以 平面 z=2 为 界 的 


曲面 ， 


.验证 斯 托 殉 斯 公式 ， 这 里 下 (zxz，7y，z) =(z，x，7y) ，S 是 中 心 在 原点 、 半 径 为 1 的 上 半球 面 . 
. 计算 


人 (Payde， 
这 里 下 (x*，y，z) = (xz, yz, 和) ，S$ 是 中 心 在 原点 、 半 径 为 1 的 上 半球 面 . 


. 对 连续 函数 f[a,] 一 R, 它 在 开 区 间 (a，8) 有 连续 有 界 导 数 ， 定 义 吕 = 1zs，7y)|la<z<p,， 0<y<1| 及 对 


从中 的 (x，Y)， 定 义 M(x,，yY) = 作 x),，N(x,， 7Y) =0. 证 明 : 格林 公式 归 约 为 公式 [rpd = 乓 0) - f(a). 


10. 说 明 格 林 公 式 是 斯 托 死 斯 公式 的 一 种 特殊 情况 . 
11. 假设 是 格林 域 , 厂 是 如 的 边界 . u(x, YY) 与 v(x, yy) 在 含有 2UT 的 开 集 上 二 次 连续 可 微 ， 证 明 : 


| 


2 
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对 连续 可 微 的 向 量 场 f:R 一 R 及 G:R 一 R. 证 明 : 
[FxG] = OF G+Fx 
bs bs Ox 
假设 FR 一 R 及 f:R' 一 R 是 连续 可 微 的 ， 证明: 
curl(fF) = fecurlF + VixF. 


对 函数 F:R 一 R ,如 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 证 明 : 
curl Vf = 0. 


.对 连续 可 微 的 向 量 场 E; R 一 R 及 吾 : R 一 R ,证明 


VE x H) = (E,curlH) - (H ,curlE). 
在 推论 20. 27 中 所 找 述 的 分 部 积分 公式 的 有 关 假 定 下 ,假设 在 含有 人 UT 的 开 集 上 ,4 与 v 有 连续 二 阶 偏 
导数 . 运用 分 部 积分 公式 获得 格林 第 一 -但 等 式 : 


上 Vu, Vy) dxdy = ja Bds 一 人 wavdzdy 
由 减法 可 得 格林 第 二 恒等式 ，; 
| [vas - vAu]dxdy = | wo v ld: 


(回忆 Aw 称 为 w 的 拉 普 拉 斯 算 子 ,定义 为 


人 
(和 ,Y)。) 


Aw(x,y) 二 3 + 3y 


17. 运用 习题 16 的 格林 第 一 避 等 式 证 明 ， 如 果 隔 数 u(x, 7Y) 在 一 个 包含 1 (x, y) |x +y 志 1i 的 开 集 中 有 连续 


二 阶 仿 导 数 ， 且 满足 
Au(x,y) =0 x +y <l 
1 =0 x+7y = 1 
则 “(*，y) 必 全 等 于 0， 这 是 满足 上 述 性 质 的 公有 的 函数 ， 


附录 A 域 公 建 初 正 性 公 于 的 推论 


在 “预备 知识 "部 分 ,我们 叙述 了 实数 的 域 公理 和 正 性 公理 ， 并 做 了 关于 这 些 公 理 的 初等 
结论 的 各 种 断言 ， 存 本 附录 里 ， 我 们 将 证 实 其 中 的 一 些 断 言 


A.1 域 公 理 及 其 推论 


为 方便 起 见 ， 我 们 将 重 述 域 公理 ， 对 每 一 对 实数 a 与 5， 一 个 实数 称 为 a 与 6 的 和 并 记 为 
a +6， 一 个 实数 称 为 a 与 5 的 积 并 记 为 ob， 这 些 运算 满足 以 下 公理 集合 : 
加 法 的 交换 性 : 对 所 有 实数 a 与 5， 
a+b=b+a. 
加 法 的 结合 性 : 对 所 有 实数 ae， 及 ec， 
(a+b)+ec=a+{(b+ce). 


加 法 单位 元 : 存在 一 实数 ， 用 0 表示 ， 对 所 有 实数 a， 满足 


.0O+a= 4 

加 法 送 元 ; 对 每 个 实数 a， 存在 一 实数 b， 

a+b = 0. 
来 法 的 交 挽 性 ， 对 所 有 实数 a 与 b， 

ab = ba. 
来 法 的 结合 性 : 对 所 有 实数 a,， 上 4b 及 ， 

[559] (ab)e = a{(be). 

乘法 单位 元 : 存在 一 实数 ， 用 ! 表示 ， 对 所 有 实数 a， 满足 

la = 4a. 
来 法 逆 元 : 对 每 个 实数 a( 0) ， 和 存在 一 实数 5， 

ab = 1. 


分 配 性 质 : 对 所 有 实数 a,， 5 了 及， 


a(bre) = ap +GcC. 


非 平 凡 性 假设 : 
] A 0. 
首先 ， 注 意 加 法 单位 元 公理 断言 的 实数 仅 有 一 个 事实 上 ， 如 果 0' 也 具有 此 性 质 ， 即 对 所 
有 实数 a。， 有 
OO +a =a, 
则 特别 地 有 


0 +0 = 0. 
但 由 加 法 的 交换 性 以 及 定义 0 是 加 法 单位 元 ， 可 得 
0 +0=0+0" = 0. 
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这 样 0 =0'， 所 以 只 有 唯一 的 加 法 单位 元 . 


命题 A.1 对 每 个 实数 


证 明 观察 到 


这 样 ， 由 分 配 公 理 ， 


如 果 在 上 式 两 端 加 上 0a 的 加 法 逆 元 ， 并 利用 加 法 的 结合 性 ， 可 得 0a =0， 又 根据 乘法 的 交换 


性 得 a0 =0. 


命题 A.2 对 每 一 对 实数 a 和 bb， 如 果 


则 a=0 茅 b=0. 


人 


a0 = 0a = 0. 


0O+0 =0. 


OQa + Oa = 0a. 


ap = 0, 
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证 明 ”如 果 a =0， 证明 就 完成 了 . 因此 ,假设 a#0.， 我 们 需 证 6=0. 由 于 aa 和 关 0， 根 据 乘 


法 逆 元 公理 ， 可 取 数 d 使 得 da =1. 


所 以 6 =0, 


由 于 ab =0， 由 命题 1 知 


d(ab) = dd = 0， 
另 一 方面 ， 由 乘法 的 交换 性 和 结合 性 以 及 定义 1 是 乘法 单位 元 ， 得 到 
d(ab) = (da)p = 1 = 6b. 


加 法 逆 元 公理 断言 ， 对 每 个 数 a， 存 在 数 5， 使 得 a +5 =0， 事 实 上 ， 只 存在 一 个 这 样 的 
数 ， 称 之 为 a 的 加 法 北 元 ， 为 看 到 为 什么 仅 有 一 个 这 样 的 数 ， 假 设 六 也 满足 a+ =0， 则 


pb 


这 样 b=5'， 昌 然 ，a 的 加 法 六 元 记 为 -ea， 加 法 逆 元 具有 以 下 热 烦 的 性 质 . 


命题 A.3 对 所 有 实数 
(i)-—-(-2a)=a. 

(iiy) -aa=( -1)ua. 
(ii) -ab=( -a)b. 
(ivy ab =( -a)( -6b). 
(vy)}1=(-1)( -1). 


证 明 由 -(-aej) 是 唯一 的 数 ， 它 与 -a 相 加 得 0， 而 a 也 有 此 性 质 ， 故 (让 成 立 . 


为 证 (ii) ， 我 们 需 证 


=-0+b' 

= (a+b)+6 
(b+a) +6b’ 
b+(a+6b') 
b+0 
=Q0+$ 

=b 


W 


外 


a 与 上 b， 


由 的 选择 
由 加 法 的 交换 性 
和 出 加 法 的 结合 性 
由 6b' 的 选择 
由 加 法 的 交换 性 
由 0 的 定义 . 
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: a+(-1)a=0. 
但 因 1 是 乘法 的 单位 元 ， 故 
a+(-1)a=la+(-l)a 


= (1+(-1))a 由 分 配 性 
= 0c 因 -1 是 1 的 加 法 道 元 
= 0 由 命题 A. 1. 
为 证 (iii) ,观察 到 
-ab=(-1)ab 由 (ii) 
=((-1)a)b 由 乘法 的 结合 性 
=(-a)b 由 次 由 (ii). 
为 证 (iv) ,观察 到 
ab=-(-ab) 由 (1) 
=—-((~a)s) 由 {iii) 
=—- (48(- a)) 由 乘法 的 交换 性 
= (-b)(-a) 由 (iii) 
= (-a)(-b) 由 乘法 的 交换 性 . 
最 后 ， 当 令 a=6b=1 时 ,，(V) 可 由 (WW) 得 出 . 国 


对 数 a 与 5b»， 定 义 差 a -4b 为 
a-b=a+(-4). 
运用 前 述 命 题 ， 不 难 证 明 : 对 任意 数 ec- 及 ce， 
a(b-c)=ab-ac 及 -人 (bp 一 ch) =-b+e. 

现在 我 们 来 检查 乘法 公理 的 一 些 推 论 ， 正 如 我 们 刚才 加 法 中 证 明 单 位 元 是 唯一 的 那样 ， 类 
似 于 可 证 乘法 单位 元 是 唯一 的 ， 类 似 证 明 加 法 逆 元 是 唯一 的 可 证 对 任 一 非 零 数 a。， 它 的 乘法 逆 
元 是 唯一 的 .a 的 乘法 逆 元 记 为 a。”， 乘 法 逆 元 有 如 下 性 质 

命题 A.4 ”对 任意 非 零 实数 a 与 6， 


(i)j(a ) =a. 
(ii)(~a) = -a 
$62 (iii)(ab) =a 'b. 


证 骨 ”为 证 明 (i) ， 考 虑 到 (a”) -是 满足 如 下 性 质 的 唯一 数 : 当 乘 以 ae” 时， 应 得 其 积 是 
1， 但 数 ae 也 有 这 个 性 质 
为 证 明 (ii)， 我 们 需 证 明 
(~-a)(-a )=1. 
伯 是 ， 由 命题 A. 3 的 (iv)， 我 们 有 
(-a)(-a )= (a)(a ) =1. 
最 后 ， 为 证 明 (iii)， 我 们 需 证 明 
(ab})(a bb ) = 1. 
然而 ， 由 乘法 的 交换 性 及 结合 性 得 ， 
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(aeb)(a-b ) = (aa-)(bb) =1.1=1 | 
对 任意 两 个 数 a 与 5 日 85x0， 我 们 定义 


— =ab . 


b 
直接 从 除法 的 定义 和 分 配 性 得 ， 对 任意 数 a, 5 及 c， 且 cz#0， 


a+b a b 
二 十 


C C C 


A.2 正 性 公理 及 其 推论 


在 实数 中 ， 有 一 个 关于 序 的 自然 概念 ， 即 大 于 ( greater than) 、 小 于 (less than) 等 ， 一 种 简 
便 的 方法 是 把 这 些 性 质 编 成 为 正 数 集 所 满足 的 特定 公理 

设 P 是 实数 集合 ， 它 称 为 正 数 集 ( positive number) ， 如 果 它 满足 以 下 两 个 性 质 : 

P1 铬 4 与 6 是 正 的 ， 则 ob 与 a+b 也 是 正 的 . 

P2 对 任 一 实数 a， 下 述 三 种 方案 中 确 有 一 个 是 真 的 : 

a 是 正 的 ， -4a 是 正 的 ， a=0. 

正 性 公理 导致 以 目 然 的 方式 来 定义 实数 的 序 : 对 实数 a 及 5， 定 义 a > 上 意味 着 aa -4b 是 正 
的 ， 而 ez> 意味 春 oa> 或 ae=0， 因而 我 们 定义 e<z 意 味 着 训 >a、 及 as 意味 着 上 >a. 

命题 A.5 对 每 个 实数 az0、a” >0， 特 别 地 ，1 >0， 

证 明 由 于 c 关 0， 于 是 由 第 二 正 性 公理 知 ，e 或 -上 是正 的 若是 正 的 ， 则 由 于 正 数 之 
积 是 正 的 ， 故 ec 是 正 的 ， 类 似 地 , 若 -a 是正 的 , 则 ( -a)( -a) 是 正 的 , 但 由 命题 A.3 中 的 
(iv) 知 ，( -a)( -ae)=a 是 正 的 。 从 而 在 这 种 情况 下 ，e 仍 是 正 的 .特别 地 ， 由 于 非 平 凡 性 
公理 1x0， 于 是 1=1:1 是 正 的 . | 

命题 A.6 对 每 个 正 数 a， 则 它 的 率 法 递 元 a” 也 是 正 的 . 

证 明 由 于 a.'a ”=1z0， 于 是 由 命题 A.2 知 ，a”… 关 0， 再 由 第 一 正 性 公理 知 ，a ' 或 
-a 是正 的 . 但 不 可 能 有 -ae ”是 正 的 ， 因 为 如 果 这 样 ， 则 有 ae.'(-a-')= -1 是 正 的 ， 这 
将 与 命题 A. 5 的 结果 相 了 矛盾 .因此 e ”是 正 的 . 国 

命题 A.7 若 a>4b， 则 

当 c>0 时 ， 有 ac>be 

及 

当 c<0 时 ， 有 ac<h. 

证 了 明 ” 数 a-b 是 正 的 ， 若 c 是 正 的 ， 则 积 (a -6)ec=ac -bc 也 是 正 的 ， 即 cc > be。 另 一 方 
面 ,着 c<0， 则 -ce 是正 的 ， 所 以 (a -8)( -ec) 也 是 正 的 ,但 是 (a -8)( -c) =bc -ac， 所 以 
ac < pe. 国 


习题 


1. 对 任意 数 a,，b 及 c， 证 明 ; 


5014 
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a(b-c) =ab-ac 及 -(b-c) =-b+e. 
3. 证 明 ， 每 一 个 数 ae 关 0 有 唯一 的 乘法 逆 元 . 
4. 证 明 : 对 任意 数 a 及 b, 且 bx0， 


附录 B 线性 代数 


在 多 元 函数 以 及 介 于 欧 几 里 得 空间 之 间 的 映射 的 微分 法 与 积分 法 的 分 析 中 ， 我 们 主要 关心 
的 是 那些 基数 或 映射 是 非 线性 的 情况 .可 是 支持 对 这 些 非 线性 函数 或 非 线性 映射 的 研究 的 基 
础 ， 是 对 线性 昂 数 及 线性 映射 的 了 解 ， 关 于 线性 函数 及 线性 映射 的 研究 的 知识 主体 称 为 线性 代 


数 (Linear algebra)， 两 个 问 量 的 回 量 和 、 一 个 数 与 一 个 向 有 量 的 腰 积 以 及 两 个 向 量 的 内 积 等 概念 


已 经 在 第 10 章 讨 论 了 ， 线性 映射 与 矩阵 之 问 的 对 应 已 在 15. 1 节 建 立 了 ， 在 同一 节 我 们 还 定义 
和 描述 了 方 阵 的 各 种 行列 式 性 质 . 

完整 地 讨论 线性 代数 超出 了 本 书 的 范围 ， 在 这 个 附录 中 ， 我 们 首先 定义 线性 代数 中 某 些 一 
般 性 的 概念 ， 叙 述 一 些 一 般 的 结果 然后， 我 们 对 所 述 结 果 在 玉 这 一 重要 的 特殊 情况 下 给 予 
证 明 . 所 提供 的 证 明 ， 除 简单 外 ， 还 允许 我 们 采用 更 多 的 几何 观点 ， 这 种 观点 来 自 R 中 的 两 
个 同 量 的 内 积 与 又 积 的 几何 性 质 . 


在 欧 几 里 得 空间 R” 中 ， 给 定 上 个 向 量 v,，…，,， vy,, 一 个 形式 为 
VV = AVv + + A,v,, 
的 向 量 称 为 vy, ，…，v 的 线性 组 合 ， 其 中 入, ，…，A， 是 数 . 
定义 R 中 的 上 个 向 量 v,，…，v, 称 为 线性 相关 (linearly dependent) ， 如 果 存 在 一 组 不 全 
为 军 的 数 入 | ，…，A,， 使 得 
AP + +A = 0. 
如 采 人 向 重组 YY, ，… ,Vv 不 是 线性 相关 的 ， 就 称 它们 为 线性 无 关 (linearly independent ). 
容易 看 到 及 中 的 个 向 量 组 v,，…,，v 是 线性 相关 的 ， 当 和 且 仅 当 这 些 向 量 中 的 一 个 是 余 
下 &--1 个 向 量 的 线性 组 合 。 而 且 ， 如 果 v,，… ,vr 是 线性 无 关 的 ， 而 向 量 ， 是 ww ，…，w 的 
线性 组 合 ， 则 存在 唯一 组 数 A, ，… ，A,， 使 得 
V = AP + :+A 和 AV,. 
定义 R 中 的 上 个 向 量 y,，…，V 生成 (span】R"， 如 果 R" 中 的 每 一 个 向 量 V 是 VV ，… ,Vy 
的 线性 组 合 . 
定义 BR 中 的 上 个 向 量 V ，…， Vv 是 RR" 的 基 (basis) ， 如 果 对 R" 中 的 每 个 向 量 ww， 存在 唯 
一 数组 入 | ，…， 入 ;,， 使 得 


V = AP 十 … 十 内 
线性 无 关 的 定义 可 重 述 为 如 下 断言 : R" 中 的 上 个 向 量 v,，… ,Vv 是 线性 无 关 的 ， 如 果 仅 
有 当 和 =Az=…=A =0 时 ， 有 


0 = Ai 十 … + AV,. 


这 就 得 出 如 果 y, ，…，v, 是 R" 的 一 组 基 ， 则 它们 是 线性 无 关 的 . 反 过 来 不 一 定 成 立 ， 但 是 ， 
有 如 下 重要 定理 . 
定理 B.1 对 R" 中 的 nn 个 向 置 V,，…，,，V,， 下 面 三 个 断言 是 等 价 的 : 


(i1) 向 重 yy ，“ 及 RR 的 基 . 
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(ii) 向 量 册 ，…，yY 生成 有 RR" 
(iii) 向量 ，…，w， 是 线性 无 关 的 . 
借助 n xn 线性 方程 组 可 以 给 出 上 面 定理 的 一 个 解释 .回忆 一 个 nm xp 和 矩阵 是 由 实数 组 成 的 
n 行 与 列 的 乍 形 阵列 .如果 mxnmr 和 矩阵 记 为 4， 则 可 与 成 
A = [ai]， 
其 中 对 每 一 对 下 标 i(1<is<n) 与 j 必 1<j<n)，a, 表 示 答 阵 4 的 第 i 行 与 第 j 列 交汇 处 的 数 ， 对 
R" 中 的 每 一 点 x， 用 hx 表示 R" 中 这 样 的 点 : 对 每 一 下 标 以 1 <i<n)，Ax 的 第 i 个 分 量 等 于 4 
的 第 i 行 与 x 的 内 积 ， 即 
Ax 二 了 ， 


其 中 y= > x(1 ign)， 现 在 对 每 一 下 标 i(1<i<sn)， 定 义 
pv, = (0a,,.… ,0,), 
即 ”对 应 于 矩阵 4 的 第 i 列 ， 那 么 根据 Ax 的 定义 立即 得 出 ， 对 R” 中 的 向 量 x 与 y， 
Ax = y, 当 且 仅 当 x mw + … +xv, =y. 
这 一 等 价 性 允许 我 们 重 述 定理 B. 1 如 下 . 
定理 B.2 对 mxn 姓 阵 4 及 nxn 线 性 方程 组 
TY = y. (B.1) 

下 述 三 个 断言 是 等 价 的 : 

(i) 对 及 ”中 的 每 个 》， 方 程 组 (B.1) 有 唯一 解 这 . 

(让) 对 R" 中 的 每 个 y， 方 程 组 (B.1) 有 一 个 解 x. 

(iii) 对 y=0， 方程 组 (B.1) 仅 有 的 解 是 x =0. 

最 后 ， 定 理 B. 1( 因 此 也 有 定理 B.2) 可 用 线性 映射 来 解释 ， 线性 映射 了 :有 一 R" 与 nxn 
矩阵 间 的 对 应 关系 在 15. 1 节 已 经 进行 了 完整 描述 ， 这 里 不 再 装 述 ， 应 该 注意 ， 对 一 个 线性 映 
射 T;R" 一 R" 有 与 它 相 伴 的 nxn 阶 和 矩阵 4， 使 得 对 R 中 所 有 的 x， 有 

T(x) = Ax. 
因为 T(w) =T(v) 当 且 仅 当 T(w -v) =0， 我 们 看 到 映射 是 一 对 一 的 ， 当 且 仅 当 只 要 hx =0 就 
有 x*=0. 这 是 为 了 看 出 定理 B.2 等 价 于 下 面 三 个 定理 所 需 注 意 到 的 结果 . 

定理 B.3 对 一 个 线性 映射 T; 肛 " 一 R", 下 述 三 个 断言 是 等 价 的 ， 

(i) 映 射 T:R" 一 及 是 一 对 一 的 且 有 等 于 R" 的 象 ， 即 它 是 可 递 的， 

(ii) 映 射 T;R" 一 民 的 象 等 于 R". 

(iii) 映 射 T.R”" 一 R" 是 一 对 一 的 . 

虽然 现在 我 们 已 有 了 定理 B. 1、B.2 与 B.3 的 等 价 性 ， 但 我 们 并 没有 对 它们 中 任 一 个 作证 
明 ， 而 且 ， 我 们 也 没有 任何 明确 的 准则 来 判定 R" 中 的 nn 个 向 量 是 R" 的 一 组 基 ， 或 等 价 地 ， 用 
来 判定 一 个 从 R" 到 R" 的 线性 映射 是 可 道 的 ， 有 一 个 称 为 行列 式 的 数 ， 它 可 以 与 R" 中 向 量 的 有 
序 n 元 组 相 联系 ， 这 有 序 n 元 组 的 向 量 是 R" 的 基 当 且 仅 当 对 应 的 行列 式 不 为 零 . 等 价 她 ， 行 
列 式 可 能 与 表示 一 个 从 R" 到 R" 的 线性 映射 相 联 系 ， 或 行列 式 不 为 零 当 且 仅 当 此 映射 是 可 道 的 . 


线性 代 坝 405 


当 这 个 行列 式 不 为 零 时 ， 它 的 值 可 以 解释 为 体积 的 度量 . 

正如 我 们 曾 提 到 的 ， 我 们 将 不 对 上 述 断 言 在 一 般 的 欧 几 里 得 空间 R" 里 给 予 证 明 ， 而 是 在 
特殊 但 又 十 分 重要 的 情况 R 中 提供 证 明 的 所 有 细节 . 

并 非 所 有 创建 的 欧 几 里 得 空间 都 是 相等 的 ， 当然 ，R 是 特殊 的 .由 于 它 是 实数 集合 ， 它 
曾 在 预备 知识 与 第 1 章 里 用 域 公理 、 正 性 公理 以 及 完备 性 公理 描述 过 .平面 R 也 是 特殊 的 ， 
这 是 由 于 这 里 有 一 个 称 为 复数 积 (complex produet) 或 复数 乘法 的 乘积 概念 ， 即 这 个 积 使 久 中 的 
一 对 点 同 R 的 另 一 点 相关 联 ， 称 为 一 对 点 的 复数 积 ， 以 通常 的 加 法 ， 及 以 复数 积 代 替 乘 法 ， 
域 公 理 是 满足 的 (见习 题 6 与 7)， 这 是 有 深远 意义 的 结果 ， 也 是 复 分 析 (complex analysis ) 的 基 
础 ， 然 而 这 超出 了 本 书 的 范围 ?>， 这 里 我 们 将 通过 引进 一 个 称 为 义 积 的 结构 来 研究 R’ 中 的 几何 
与 代数 .内 积 使 R* 中 的 一 对 向 量 同一 个 数 相关 联 ， 与 此 形成 对 比 ， 叉 积 使 R 中 的 任 一 对 有 序 
向 有 量 对 同 R 中 的 另 一 个 向 量 相 关联 .同时 运用 内 积 与 义 积 ， 我 们 获得 有 用 的 几何 与 代数 的 结 
果 ， 它们 有 直观 的 几何 解释 . z 

对 R 中 给 定 的 一 点 p 及 一 非 零 向 量 v， 经 过 点 p 平行 于 v 的 直线 《 是 由 p +itv 这 样 的 点 的 
集合 定义 的 ， 其 中 i 是 任 一 数 . 对 R 中 的 另 一 点 ww， 在 直线 f 上 导 找 一 点 ， 使 其 与 最 接近 ， 
这 通常 是 非常 有 用 的 ， 从 & 到 这 一 点 的 距离 称 为 u 到 直线 的 距离 ， 我 们 现在 提供 一 个 公式 ， 
它 揭示 内 积 的 几何 意义 . 

由 R ”中 的 两 个 向 量 wu 和 v 的 内 积 有 线性 性 及 对 称 性 得 ， 对 R’ 中 的 两 个 向 量 w 和 vy. 

(M+VR+tV) = (WU,UY + (VV +2(Cn,v), 

所 以 我 们 有 下 述 结果 . 

毕 达 哥 拉 斯 恒等式 

tv = lael yl ， 当 且 仅 当 与»v 正 交 . 

定理 B.4 对 R 中 的 一 个 非 零 向 量 v, 设 了 为 过 原点 且 平 行 于 vy 的 直线 .对 有 R! 中 的 一 点 
WW， 令 入 =《UuU,，V)/lVv,， V). 那么 

(i) 向 王 & -Ap 与 ， 正 交 ， 

(ii)Av 是 直线 f 上 与 ww 最 接近 的 点 ， 所 以 从 万 到 了 了 的 距离 是 上 -Av|. 

证 了 明 ”由 内 积 的 线性 性 及 和 的 定义 得 ， 

《E 一 Ayy = (u,v) -AlvV,v) = 0, 
所 以 (1) 成 立 ， 为 证 明 (ii) ， 必 需 证 明 : 对 R 中 所 有 的 i， 
uo-iv| 着 -Al||， (B.2) 

我 们 记 w -tv =w-Av+(A-t)v， 由 (让) 知 ， uw -Av 正 交 于 v， 因 而 它 也 正 交 于 (和 A -1)v， 于 

是 由 毕 达 哥 拉 斯 恒等式 得 
eztv = ee-A+(A-brl = -Arl|l + | CA- 1 -Ar ， 

所 以 不 等 式 (B.2) 成 立 . 国 

定义 ”对 R” 中 的 两 个 向 量 引 = 机， ),， P=(0 ,所 )， WW 与 VV 的 向 量 积 ， 记 为 
WU XV， 是 民 中 的 向 量 ， 定 义 为 


WU XV = (Wp — WD ad) — UVa 20 — Wd ). 


O ”可 参考 R.V. Churchili 与 T. A. Ward 合 着 的 《Complex Variables and Applicationay 第 5 版 (New York: McGraw-Hill，1990). 


567 


568 


406 峙 尔 耳 


从 上 面 的 公式 很 难看 出 问 量 积 的 几何 意义 为 了 讨论 它 的 几何 意义 ， 我 们 首先 给 出 积 的 某 
些 代 数 性 质 . 
命题 B.5 对 R 中 的 向 量 W,， Vv 与 WwW， 
MXV=-VXU,， (反对 称 律 ) 
及 如 果 wa 与 及 是 任意 数 ， 
[au +Bw] xv=aluxv]+Blw xv]j. (线性 性 ) 
证 阴 ”这 些 等 式 的 证 明 在 于 检查 .由 定义 知 ， 
U XP = (wb 一 20 — wv U0 — Uv) 
及 
Vy Xu = (vu -Vu bu -VUyVU — vu), 

所 以 ww xv= ~yxa 类似 地 ， 我 们 可 证 实 线性 性 . 图 
定义 i=(1, 0, 0),，7=(0，1，0) 及 大 = (0,，0，1) ， 对 及 中 的 每 个 点 = (x，y，z) ， 
v= xit+y + 2k, 

所 以 显然 i 了 及 大 是 R 的 一 组 基 ，i, j 及 天 称 为 R 的 标准 基 (standard basis)， 注 意 , 对 i j, 上 

这 组 基 ， 我 们 有 
ixj=k, kxi=]Jj, jxk= i. | | 
下 述 定理 解释 了 两 个 向 量 的 义 积 的 长 度 的 意义 . 
定理 B.6 对 R: 中 的 两 个 向 量 & 与»， 且 vz#0, 令 和 A=(u,V)/(v,， Vv)， 则 
uxv) = Hv * Hu-Avrl, (B. 3) 
即 上 uxv|| 的 长 度 是 向 量 V 的 长 度 来 以 ww 到 过 原点 且 平 行 于 向 量 v 的 直线 的 距离 . 
证 明 ”由 定理 B.4 中 的 (i) ， 回 量 上 -Avy 正 交 于 "， 因 此 也 正 交 于 Av， 为 证 明 (B.3), 计 
算 左 边 部 分 的 平方 


uxe 人 = (ub ~ Wd ) + (uv 一 wv) + (wiv, 一 uv ) 


(ui + ut) (0 + t+) uv + yy, 十 了 人) 


= ul rl - (u,v)? 

? 2 《了 ,py 

= vl -| 

= vl’ Cw —Av,u) 由 入 的 定义 

= | (uAv,u —Av) 因为 (x -Av,Av) =0 

= vi :uArl. z 
因而 (B.3) 成 立 ， 定 理 叙 述 中 的 最 后 注解 是 从 定理 B.4 中 的 (ii) 得 出 的 . 妥 


定理 B.7 对 R 中 的 两 个 向 量 w&，y， 下 述 断 言 是 等 价 的 : 

(i) 向 量 忆 与 VV 是 线性 相关 的 . 

(ii)u xv=0. 

证 明 ”首先 假定 x,v 是 线性 相关 的 . 则 其 中 一 个 向 量 是 另 一 个 向 量 的 标量 倍 ， 例 如 w = 
a&， 由 叉 积 的 反对 称 性 知 , & xu =0， 再 运用 叉 积 的 线性 性 得 ， 
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xyv=Hxeal = aukxuw) = od = 0. 
反之 ,假设 wxv =0， 如 果 v=0， 则 & 与 v 是 线性 相关 的 ， 因 为 y=0 .xz， 如 果 "和 关 0， 则 
由 (B.3) 式 知 ，j uw~Arv| =0 进而 有 w=Av， 因 此 4&4 与 v 线性 相关 . 国 
下 面 的 定理 部 分 地 展现 了 叉 积 的 方向 上 的 意义 . 
定理 B.8 设 w 与 是 及 中 的 向 量 ， 则 
(i 又 积 WWXvV 同时 正 交 于 WW 及 VY. 
(ii) 此 外 ， 在 下 及 ”线性 无 关 的 情况 下 ， 若 由 是 民 中 同时 正 交 于 ww 与 9 的 任意 向 量 ， 则 Ww 
是 xr 的 标量 倍 ， 妓 存在 数 yY， 使 得 w=y(u xv). 
证 了 明 为 证 (i) ， 只 需 证 明 
《下 XVy,) = (Hu xXv,y) = 0. 
由 叉 积 的 定义 得 ， 
(WU XV = (Uv — av) Uy + (WD — Va + (WV — UV ) 
= 0. 
类 似 弛 ，(w xv,，v)=0. 
为 证 (这 )， 假 设 & 与 v 是 线性 无 关 的 ， 并 设 w 同时 与 和 vv 正 交 . 即 有 如 下 的 假设 ， 
Uw + uw, + uw = 0 
(B. 4) 
Dt + 刀 妇 + 人 了 二 届 . 
我 们 通过 将 第 一 个 方程 匀 以 v,， 第 二 个 方程 肝 以 -wu,， 再 把 两 个 方程 相 加 ，、 从 (B.4) 中 消去 
wi. 类 似 地 ， 消 去 w;,，w;， 新 的 方程 组 如 下 : 
Wi (WD 2) + wiv 一 00) =0 
w(t — ob) + ob — ub) =0 (了 B. 3) 
wD 一 130 + wuvy 一 uv) = 0. 


由 于 假设 &，* 线性 无 关 ， 故 由 定理 B.7 知 ，w xv 头 0， 不妨 假设 uw xv 的 最 后 一 个 分 量 不 为 0， 
Bh vv, - uv, #0, 定义 y= 一 一 一 ， 则 由 定义 知 ，w; =yY(wv, -wv,)， 从 (B.5) 的 第 一 个 方 


22 — WV 
程 可 得 ，w， =Y(wv -wv3); 由 (B.5) 的 第 二 个 方程 得 ，w， =y(22v; -4v,)， 结 果 有 
Ww = Yd ~ D2), 20 = 了 (230 — D3) ,区 3 = yluv, — LV, ) ， 
即 w=y(uxy). 者 


定理 B.9 设 w 与 是 R' 中 的 线性 无 闫 向 量 ， 则 WW， Vv 及 WXxvVv 是 RR 的 一 组 基 . 

证 明 因为 wu 与 v 是 线性 无 关 的 ， 所 以 wz 关 0 及 V0、 定义 入 = (ww,V)/《v,， Vv)， 然 后 定 
义 nu' =&-Ay 由 定理 B.4 中 的 (i) 断 言 : w' 正 交 于 v， 而 且 ， 因 为 w 与 v 是 线性 无 关 的 ， 所 以 
u' "0. 

选取 p 为 R 中 的 向 量 , 定义 a' =《p, W/Wu', 4')， B'=《p, 7?)/《y, v)， 由 内 积 的 线 
性 性 良 站 与 的 正 交 性 得 ， 

(p-(au +Bv),u) =0,p- (au +B'v),v) = 0， 

即 p - (a'w’ +B'vV) 同 时 正 交 于 w' 与 v， 因 为 u' 及 v 是 非 零 且 正 交 的 , 它们 是 线性 无 关 的 .由 定 
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理 B.8 中 的 (证 ) 知 ， 存 在 yY ,使 得 p -(a'w+B'rv)=y'(u' xv)， 即 
P=au +Br+y (uu xv). 
把 w' =u -Av' 代 人 上 述 表 达 式 ， 由 于 vxv =0， 重 新 整理 各 系数 记 为 a，B8，y 得 ， 
p= au+pBr+y(u xv») (B.6) 
下 面 验证 数 a，B，Y 是 唯一 的 ， 我 们 可 假设 不 然而 导出 邓 盾 .事实 上 ， 如 果 有 两 组 不 同 的 数 ， 
使 得 (B.6) 成 立 ， 则 由 减法 知 ， 存 在 三 个 数 ， 不 妨 设 为 a,，B，Y 且 不 全 为 零 ， 满 足 
0=aou+pBr+y(u xv). z 
两 边 与 wu xy 作 内 积 得 ， 
0O=yl|uxvl. 
由 于 ww, v 是 线性 无 关 的 ， 于 是 由 定理 B.7 知 ，1 zxvrl 和 关 0， 从 而 了 =0， 则 
0 = au + 有 7， 
aq，B 至 少 有 一 个 非 零 ， 这 与 u,v 是 线性 无 关 的 相 子 盾 . 二 

日 前 我 们 已 建立 了 义 积 的 性 质 ， 现 在 我 们 可 以 给 出 定理 B. 1( 因 而 定理 8B.2 及 B.3) 在 nm=3 
时 的 一 个 证 明 . 

定理 B.10 对 R’ 中 的 向 量 & ，y，w， 下 述 三 个 断言 是 等 价 的 : 

(1) 向量，v，W 是 有 的 一 组 基 . 

(ii) 向 醒 &，v WwW 生成 民 

(i) 向 量 UW,，vY，W 是 线性 无 关 的 . 

证 明 ”出 基 的 定义 知 ，(i) 剖 涵 (ii)， 现 在 假设 (ii) 成 立 ， 我 们 用 于 盾 法 证 明 ( 坟 ) 成 立 ， 即 
u,v,，w 是 线性 无 关 的 ， 事实 上 ， 如 果 w，yr，wY 线性 相关 ， 则 其 中 一 个 向 量 是 另外 两 个 向 量 的 
线性 组 合 ， 这 列 涵 着 这 两 个 向 量 可 生成 及 .假设 ss v 生生 R 如 果 wwxv =0O， 则 由 定理 8.7 
知 ，u,v 线 件 相 关 ， 这 就 至 涵 着 R 由 其 中 的 一 个 向 量 所 生成 ， 比 如 w， 但 这 是 不 可 能 的 ， 内 为 
我 们 容易 在 R ”中 找到 一 个 非 零 向 量 ， 它 正 交 于 w， 显 然 ， 这 样 的 向 量 不 是 wu 的 标量 倍 ， 因 此 得 出 
u xv =0， 但 这 更 不 可 能 ， 因 为 非 鹤 向 量 # xy 与 ww 和 vv 的 线性 组 合 下 交 ， 所 以 4,，v，w 是 线性 无 
关 的 . 

现在 假设 (iii) 成 立 . 由 于 &，*，w 是 线性 无 关 的 ， 向 量 n, v 也 是 线性 无 关 的 ， 由 定理 
B.9 知 ,u,v，& xv 是 及 的 一 组 基 ， 所 以 有 a,，B，Y 三 个 实数 ， 使 得 

w= au+pBr+Yy(u xv), 


由 于 4,，v，w 线性 无 关 ， 改 知 y 是 非 零 的 ， 从 而 
“xv = (wou -pr). 


现 设 p 为 RR 中 的 任 一 向 量 ， 由 于 w,，v，u xv 构成 R 的 一 组 基 ， 故 有 三 个 实数 a’，B'，y'， 
使 得 


p=au+Bv+y (uxv). 


则 


p=oau +By+ (wa -pr) 


= (a -a)s 十 8， 一 rp) + Ew, 
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因此 闫 可 写成 &，yr，w 的 线性 组 合 ， 而 且 这 个 表示 是 唯一 的 ， 因 为 如 果 
P= Au tA +AW = AIK+AVY+A YW, 
则 我 们 有 
O = CA- ADu+ (A —- A)rv + (A — A)w, 
并 由 于 ww,，v,，w 是 线性 无 关 的 得 ， 
A = Al, A, = A’, A = A‘. 
因此 向 量 w,，»v,，w 是 R 的 一 组 基 . 国 
给 出 一 个 准则 来 判定 R 中 的 三 个 向 量 是 R 的 一 组 基 是 有 用 的 ， 现 在 我 们 来 证 明 R ”中 的 三 
个 向 量 w,，v,，w 是 R 的 一 组 基 当 且 仅 当 
(uv Xxw) A 0. . 
数 (u,，vxw) 称 为 有 序 三 重 问 景 组 ww、v、w 的 三 重 积 (triple product)， 三 重 积 依 束 于 三 个 
向 量 的 次 序 ， 这 由 下 述 命题 加 以 描述 . 
命题 B. 11 对 R 中 的 向 至 W,，vV 及 w， 
(UV XW) = (WU Xv) = (Vw xu) (B.7) 
(UV XW = (VU XW =- (wv x wu). 
证 阴 这 个 命题 的 证 明 就 是 检验 ， 事实 上 ， 由 内 积 及 叉 积 的 定义 得 ， 
(UP XW) = wv Vw) + Vy) + (VW — Yt) ), 
(WR XV) = wv os ) + wud 3) + wuv, - u,v). 
可 以 看 到 这 两 个 等 式 的 右边 是 相等 的 ， 类 似 地 ， 可 得 (w,， wxv) =《v,，w xwu). 这 样 (B.7) 的 
第 一 行 已 证 实 ， 从 叉 积 的 反对 称 性 及 (B.7) 的 第 一 行 得 出 (B.7) 的 第 二 行 的 等 式 ， 即 三 重 积 中 
的 同 量 的 次 序 当 有 两 个 癌 量 交换 位 置 时 ， 三 重 积 将 改变 符号 ， 国 
定理 B. 12 对 R 中 的 向 量 以 ，Y 及 WwW， 下 述 两 个 断言 是 等 价 的 ， 
(i)j){u, vxw)0. 
(ii)z， Vv 及 w 形成 R' 的 一 组 基 . 
而 且 ， 当 上 述 断 言 中 之 一 ( 因而 全 部 ) 成 立时 ， 及 ”中 的 每 一 个 向 量 p 可 表示 成 
P= au+pBr+Yyw, 
其 中 系统 ww， 有 B，?y 由 下 述 公式 给 出 : 
_ 《Pp,v x Ww) _ (up xw) (usv xp) 
(uv x wy)’ Pvxw’ (uv XxXw) 
证 明 首先 假设 (成 立 ， 则 Cu, yxw) =《w，w xv) 头 0， 因 此 wxvzx0.， 由 定理 B.9 知 ， 
向 量 ,+ 及 wu xv 是 R 的 一 组 基 . 从 而 ， 存 在 数 ※w，B，7y， 使 得 
WwW = au+Br+y(u xv). (B.9) 
将 此 式 了 两 边 与 xyr 作 内 积 ， 我 们 有 
(wu xv) = yuxvl’. 
从 而 yY#0， 因 为 (u,v xm 天 0 将 方程 (B. 9) 除 以 y， 我 们 看 到 w xv 是 w,v 及 w 的 线性 组 
合 ， 因为 及 中 的 每 个 向 量 都 可 以 由 贡 Y，wu xvr 的 线性 组 合 表示 ， 从 而 RR 中 每 个 向 量 都 是 4， 
v,，w 的 线性 组 合 ， 下 面 必需 让 明 R ”中 的 每 个 向 量 可 以 唯一 地 表示 成 由 wu, rv 及 w 的 线性 组 合 . 


(B. 8 ) 
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设 为 R 中 的 任 一 向 量 ， 假设 有 数 a，B，y， 使 得 
P = au + B +Yyw. (B. 10 ) 
我 们 分 别 将 (B. 10) 式 两 端 与 vxw， 然 后 与 w xwuw， 最 后 与 xv 作 内 积 ， 运 用 这 些 三 重 积 中 ， 
若 有 两 个 向 晤 相等 ， 则 三 重 积 为 0 的 事实 ， 我们 有 
(PV XW) = ay Xxw) 
(pw Xu) = Blvy,wW Xu) 
(pu Xv) = y(w,u xv). 
从 这 里 ， 对 三 重 积 运用 重 整 序 性 质 (B.7)， 便 可 得 (B.8). 这样， 我 们 证 明了 a, B 及 yy 的 唯 
一 性 ， 同 时 对 系数 w，8 及 ?y 建立 公式 (B. 8). 
下 面 证 (ii) 比 涵 (i).， 惠 实 上 , 假设 w,，v 及 w 是 R 的 一 组 基 .， 注 意 到 w 与 ?是 线性 无 关 
的 ， 因 为 否则 的 话 ， 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 把 零 向 量 表 示 为 w,* 及 w 的 线性 组 合 ， 因 此 由 定 
理 B.7 知 ，wu xy 天 0 更 进一步 ， 由 定理 B.9 知 ， 向 量 w,yv 及 wuxv 是 R 的 一 组 基 ， 特别 地 ， 
存在 数 a，B，y， 使 得 


w= au +Br+y(u xv). (B. 11) 
由 假设 知 y 了 0， 因 为 u,v 及 w 是 R 的 一 组 基 .， 对 (B.11) 式 取 与 w xv 的 内 积 得 ， 
(Wp XWw) = (Wuxv)y =yluxvl’ 天 0. | 


定理 B. 12 对 3 x3 线性 方程 组 有 一 个 有 趣 的 解释 ， 对 3 x3 和 矩阵 4 = [a,] ， 考 虑 3 x3 线性 
方程 组 
QT) + dT + QT = YI 
GyX) + Q22% + GX = ¥; ( B. 12) 
G31X + GyX, + Gi4X = Y; ， 
其 中 三 重 数组 (y, ，yY,，y;) 是 给 定 的 ， 我们 要 寻找 二 重 数组 (x,，x,，xs) 使 之 满足 上 述 方程 组 . 
如 果 我 们 定义 三 个 人 向量 为 ; 
U = (Godsan), VV = (aysapGw), Wo= (G0n,01), 
并 且 注 意 到 对 给 定 的 向量 y=(y,，7Y,，7Y;)， 上 述 线性 方程 组 等 价 于 
T+ XV + XW = y. (B. 13) 
现在 直接 从 三 重 向 量 组 是 空间 R 的 一 组 基 的 定义 出 发 ,我 们 看 到 wu, y 及 w 是 R' 的 一 组 基 ， 
这 等 价 于 对 每 一 个 三 重 数组 (y, ，Y,;，Y;)， 方 程 组 (B. 12) 存 在 唯一 的 解 (x,，x,，x;)， 然而 定 
理 B. 12 提供 了 一 个 w,y 及 w 是 R 的 一 组 基 的 充分 且 必 要 条 件 ， 即 (ww， vxw) 头 0、 因为 u,， 
及 w 是 分 别 对 应 于 短 阵 4 的 第 一 列 ， 第 二 列 及 第 三 列 ， 我 们 定义 3 x3 的 实数 矩阵 的 行列 式 
(determinant ) 如 下 ， 
定义 对 3x3 短 阵 


定义 4 的 行列 式 ( 记 为 det4) 为 下 式 : 
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det A = ai(aai -Ga ) + aa -~ Ga ) + aaa - 02013). 
定理 B.13 对 由 3 x3 算 阵 A 确定 的 线性 方程 组 (B. 12) ， 下 述 两 个 断言 等 价 ， 
(iydet4 天 0. 
(ii) 对 三 重 数组 (y,，Y，,，Ys)， 方 程 组 有 唯一 的 解 (x,，x,，x,). 
而 且 ， 当 这 两 个 断言 中 之 一 (因而 全 部 ) 成 立时 ， 对 给 定 的 (yY1，7Y;，7;)， 方程 组 (B.12) 的 唯 


一 解 是 
YI G2 G1 CII 7 Qu Gl CGI Yi 
l 1 1 
x = 万 det y, a Gx |, % = Ddet Gy YY ai|，% = 万 det ca G 7 |， 
y3 G3 233 Gl YY 43 Qa 023 Ys 
其 中 上 D= det 4. 


证 明 像 上 面 那样 ， 我 们 定义 &，yv，m 为 
UU = (aliya al)，P= (adayazh WW = (9,0n433):. 
对 给 定 的 向 量 y = (y,，Y,，7Y;,)， 线 性 方程 组 等 价 于 
XM 十 MXoy + rw = y. 
由 定义 知 ，det 4 = (u,v xw)， 这 样本 定理 可 由 定理 B. 12 得 出 . 国 
从 丸 积 的 肥 对 称 性 得 ，3 x3 和 矩阵 的 行列 式 交换 两 列 要 改变 符号 ， 人 队 内 积 与 叉 积 的 线性 性 
得 ， 如 果 两 列 固定 ， 则 行列 式 线 性 地 依赖 于 余下 的 列 . 
现在 我 们 已 经 了 解 三 重 积 不 为 零 的 意义 ,现在 来 描述 三 重 积 的 大 小 (magnitude) 关 于 确定 
体积 计算 的 意义 ， 对 Ri 中 的 一 点 p 及 两 个 线性 无 关 向 量 w 及 bv， 过 点 p 且 以 向 量 w, vv 为 边 的 
平行 四 边 形 (parallelogram) 是 集合 S=ijptau+Bri0<a<l, 0<B<1|. 5 的 面积 是 向 量 v 的 
长 度 冬 以 点 p +w 到 直线 的 距离 ， 此 直线 过 p 点 且 平 行 于 v， 由 定理 B.4 及 B.6 得 ， 
area S= ||uxovj. (B.14) 
对 R 中 的 一 点 及 非 零 向 量 罗 ， 过 点 p 法 向 量 是 5 的 平面 定义 为 点 集 P， 它 是 由 点 p+w 
组 成 ， 满 足 w 正 交 于 7 给 定 平面 PP 中 的 两 点 p+w 和 p+v， 且 w 和 v 是 线性 元 关 的 ， 从 定理 
B. 8 的 (ii) 知 ， 存 在 标量 Y， 使 得 了 =7(axy)， 三重 向 量 w,，v 及 w xv 是 R 的 一 组 基 ， 因 此 
P=iptau+Brila，BeR|. 点 9 到 平面 PP 的 距离 定义 为 从 g 到 P 中 与 4g 最 接近 的 点 的 距离 . 
命题 B. 14 对 R 中 的 向 量力， 其 长 度 为 1， 设 PP 为 过 原点 且 以 委 为 法 向 量 的 平面 ， 则 对 RR 
中 的 任意 一 点 p,，p 到 PP 的 距离 等 于 | (p, 9) 1. 
证 明 由 假设 (?3，?)》 =1 及 内 积 的 线性 性 得 ， 
《P - (pn.7) = (pn) -AP N,N) = 0， 
即 p -4p，7) 正 交 于 罗 ， 因 此 p -Lp, 9)3 位 于 PP 内 点 2 与 p -4p， 37)? 之 同 的 距离 是 
| pn)n) =1 pn 1 wl =1 p,m) 1. 
这 样 ， 为 证 此 命题 、 必 须 证 明 : 对 PP 中 的 任 一 点 w， 
lp-ul I (p,m 1. 
然而 ， 对 P 中 的 任 一 点 w, pp-w=(p-《p，7)7-#) + 《4P，3)F 因为 问 量 只 -《 吕 ， 好 ?如 一 下 与 
《p, 邹 )7 是 正 交 的 ， 故 由 毕 达 哥 拉 斯 恒等式 得 ， 


5371 


S78 


412 附录 兄 


lp -el = jp- pn -ul + PP 好) 了 | 下 了 ?了 1 =| (p,m)1°, 
Pi 以 pp-aull21 (pp, 9)1, 国 
现在 假设 uw,y 及 wm 是 有 的 一 组 基 ， 基 点 为 p 以 u,v 及 w 为 界 的 平行 六 面体 
( parallelepiped ) 定义 为 点 集 V=1ptau+Br+ywl 0<a<l, 0<B<1, 0<y<<1|，y 的 体积 定 
义 为 基点 为 p 以 问 量 ,vr 为 边界 的 平行 四 边 形 的 面积 乘 以 p+w 到 平面 的 距离 ， 这 个 平面 是 过 
P,P+u 及 p+?r 的 平面 ,注意 到 此 平面 的 过 点 P 了 的 法 同 量 是 w xv. 
定理 B.15 邻 W,y 及 Ww 为 RR 的 一 组 基 ， 设 V 是 基点 为 原点 ， 并 以 4,，V 及 Ww 为 界 的 平行 
六 面体 ， 则 飞 的 体积 由 下 式 给 出 : 
vol V=| (u,v xw)l. (B. 15) 
证 明 过 原点 及 向 量 x 及 "的 平面 的 法 向 量 是 & xv， 从 而 罗 =w xv/ ww xv 是 平面 的 单 
位 法 向 量 . 注意 到 | 
MK Xy Wu Xr 
wn) = (», TEST 让 人， 
所 以 由 命题 B. 14 知 ， 点 w 到 平面 P 的 距离 等 于 
| (wu XV) 
uw xv | 
另 一 方面 ， 由 定理 8.6 知 ， 菇 点 为 原点 以 &#, ?为 界 的 平行 四 边 形 的 面积 是 wxv 上 i 上， 从 而 根 
据 体 积 的 定义 得 ， 


| (WwW,n) | 三 


| (wu x p> 
vi 
= (Wu XV) =| (u,v xw)1. | 
推论 B. 16 设 V 是 基点 为 原点 由 标准 基 向 量 e)，eE，,，e; 所 生成 的 平行 六 面体 ， 则 对 与 3 x3 
矩阵 外 相伴 的 可 北 线 性 上 映射 了 :BR 一 有 ,其 象 T(VY) 的 体积 由 下 式 给 出 : 
volT(Y) =| det A| vol (B.16) 
证 明 定义 w=T(e), y=T(e,)， 及 w=T(e,)， 如 果 (a, 8B，,y) 在 V 中 ， 则 
T(a,B,yY) = au + Brv + yw. 
因此 ，T(y) 是 以 4,v 及 w 为 边界 的 平面 六 面体 ， 从 而 
volT(VY) =l (u,vxw)l|. (B. 17) 
另 一 方面 ， 由 和 矩阵 4 与 线性 映射 了 : R 一 R 的 方式 得 ，w, v 及 w 分 别 对 应 于 4 的 第 一 列 ， 第 
二 列 及 第 三 列 ， 并 由 行列 式 的 定义 得 ， 
det A = (u,v x w). (B. 18) 
又 因为 vol y=1， 所 以 体积 公式 (B. 16) 可 由 (B.17) 和 (B. 18) 得 出 . 图 
向 晤 w,，v，w 的 有 序 三 重组 的 三 重 积 Cw,，v xw) 是 非 零 的 ， 当 有 昌 仅 当 它 们 是 R* 的 一 组 
基 .， 当 这 个 三 重 积 非 零 时 ， 定 理 B. 15 描述 了 三 重 积 的 绝对 值 的 意义 ， 自 然 地 要 问 一 下 ， 三 
重 积 的 值 的 符号 的 意义 ， 向 量 w,，v,，w 的 有 序 三 重组 称 为 是 正方 向 的 (positively oriented ) ， 
如 果 4wuw,v xw〉 >0， 注意 到 标准 有 序 基底 i, j, 是 正方 向 的 ， 因 为 (i, jy xk) =1， 而 且 ， 正 
向 的 几何 意义 在 于 ， 如 果 w，v,，w 的 有 序 三 重组 是 正 向 的 ， 则 这 组 基 可 以 由 下 面 的 连续 变形 得 到 


vol p= |uxerl|| 
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标准 有 序 基 : 存在 三 个 参数 化 路 径 a: [0, 1]-*R ，68: [0, 1]-=R 及 y: [0， 1] 一 R ,使 得 
a(0) = wu, B(O0) =v, Yy(0) =w 
ai) =i, B(1) =j, y(1l) = 大 ， 
而 对 [0，1] 中 的 每 个 参数 值 :， 向 量 a(t)，B(t) ， y(t) 是 R 的 一 组 基 . 
注意 ， 如 果 回 基 xn, v 是 线性 无 关 的 ， 则 向 量 wn,，v,，w xv 的 有 序 三 重组 是 正方 向 的 ， 因 为 
(HVX (uxv)) = (uxv,uxv) >0， 
有 序 基 4,，v 与 & xy 是 正方 向 的 ， 这 在 初等 课程 中 非 形 式 地 描述 为 右手 法 则 . 
对 任意 n xn 和 窍 阵 也 可 以 定义 它 的 行列 式 ， 它 有 着 与 3 x3 情况 下 相同 的 代数 意义 .在 15.1 
节 我 们 借助 归纳 提供 了 一 个 定义 ， 我 们 看 到 在 3 x3 矩阵 情况 下 ， 这 一 定义 与 我 们 在 这 里 给 出 
的 定义 是 一 致 的 “， 


习题 


1. 求 R 过 原点 且 平 行 于 向 量 (1, 0, 2) 的 直线 方程 ， 并 求 出 点 (0，2，,，4) 到 这 条 直线 的 距 亢 . 

2. 证 明 : 集合 fw=(x, y,z)12x+3y-z=0| 是 过 原点 且 法 向 量 为 w=(2, 3，-1) 的 平面 求 点 (1，1, 0) 
到 这 个 平面 的 虐 离 . 

3. 证 明 : 向 最 w=(1, 0, 1/2), v=(0, 2, 1), w=( -4, 0, 0) 的 三 重组 是 R 的 一 组 基 ， 使 用 公式 (B.8) 
用 这 组 基 表 未 点 (1，0. 0)， 同 样 用 这 组 基 表 示 出 点 (0，1，0). 

4， 对 R 中 的 非 鹤 向 量 w， 求 出 -- 个 非 零 向 量 v， 使 之 与 w 正 交 ， 然 后 再 求 一 非 零 向 量 w， 使 得 u,v,，w 是 Ri 
的 一 组 基 . 

5. 求 基 点 在 原点 且 以 (1，0,，2) 及 (0, 0，1) 为 漠 的 平行 四 边 形 的 面积 . 

6. 对 平面 R 中 的 两 点 (x, ，71)，(x,，Y,)， 定 义 复 乘积 ( 记 为 (x,，y,) (x,，y;)) 为 下 式 : 

(x ) (X27) (x x 一 ya X72 + yi) 

定义 两 点 的 和 为 通常 的 和 . 
a 证明: (1], 0)(x, y) = (x, Y) 对 R 中 的 每 一 点 (*，7) 成 立 ， 即 (1，0) 是 胰 法 单位 元 . 
b. (0, 0) + (zx，y) = (xz，y) 对 及 中 的 每 一 点 (xz，7y) 成 立 ， 即 (0，0) 是 加 法 单位 元 . 
c， 最后， 证明: 在 通常 加 法 及 复 蔷 积 为 条 积 情况 下 ， 域 公理 是 满足 的 . 

7. 把 R” 中 的 两 点 (x，， y) ) 及 (xz，y) 用 极 坐 标 形式 表示 为 (xs ，yi) =(《ricosg ,rsing,)，(x,， 7 ) =( renag  ， 
r,sing, ) ， 和 运用 正弦 与 余弦 的 加 法 公式 证 明 : 由 习题 6 所 定义 的 复 乘积 可 以 写成 

(xl yz) =《 rrcosfb + 0,) ,rr,sin(0, + 6,)). 

a. 运用 这 个 公式 给 出 复 来 积 的 几何 解释 . 
b. 对 (xz ，y)) 关 (0，0) 的 复习 法 的 逆 给 出 一 种 几何 解释 . 

8. 设 R 中 的 非 零 向 量 w 和 vv 是 正 交 的 ， 证明; w 与 v 是 线性 无 关 的 . 

9. 证 明 : 不 存在 向 量 w， 使 之 具有 wxv=v， 其 中 v 是 R' 中 的 任 一 向 量 . 

10. 给 定 R 中 的 向 量 w 及 v， 问 在 什么 条 件 下 存在 一 向 量 w, 使 Wxw=v? 

1i. 假设 三 重 向 量 组 uw，v，w 是 R 的 一 组 基 .， 对 任意 实数 a，B. 证 明 ; 基点 在 原点 以 4，vyv，w 为 边界 的 平行 
六 面体 的 体积 与 基点 在 原点 以 &，v 及 au +Bv+w 为 边界 的 平行 六 面体 的 体积 相间 .从 几何 角度 解释 这 一 
结果 . 


昌 关于 线性 人 代数， 初级 内 容 可 参考 David C. Lay 的 《Linear Algebra and Its Applicationa》( Boston: Addison Wesley ， 
2002) ， 更 高 级 内 容 可 者 考 Peter D. Lax 的 《Linear Algebra》( New York; John Wiley，1996). 
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12. 证 明 ; 方程 组 
QuX + Qal2X% = yl 


dX + dX = 2 


对 每 一 对 数 对 (Yy,， y ) 有 唯一 的 解 (x,， X%,)， 当 且 仅 当 Gi 一 GaG 0. 


(提示 ; 证 明 上 述 方程 组 等 价 于 
3280 G1131 二 Gx + Ox = 
G21Xi 十 Q22X2? + Ox = Ja 


Ox, + Ox, +1x; =7,.) 
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